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Prefacio 


“Vemos que a teoria da probabilidade e no fundo somente o senso comum 
reduzido ao calculo; ela nos faz apreciar com exatidao o que mentes pensantes 
percebem como que por instinto, muitas vezes sem se dar conta disso. (...) E 
extraordinario que esta ciencia, que surgiu da analise dos jogos de azar, tenha 
se tornado o mais importante objeto do conhecimento humano. (...) As mais 
importantes questoes da vida sao na verdade, em sua grande maioria, apenas 
problemas de probabilidade.” Assim disse o famoso matematico e astronomo 
frances Pierre-Simon, Marques de Laplace (“o Newton frances”). Embora mui¬ 
tas pessoas pensem que o famoso marques, que tambem foi um dos que mais 
contribuiu para o desenvolvimento da probabilidade, possa ter exagerado um 
pouco, e no entanto verdade que a teoria da probabilidade se tornou uma ferra- 
menta de importancia fundamental para praticamente todos os pesquisadores, 
engenheiros, medicos, juristas e empresarios. De fato, um indivfduo instrufdo 
em probabilidade aprende a nao perguntar “E assim mesmo?” mas, em vez 
disso, “Qual e a probabilidade de ser assim?? 

O proposito deste livro e servir como uma introdugao elementar a teoria 
da probabilidade para estudantes dos cursos de matematica, estatfstica, enge- 
nharia e ciencias (incluindo ciencia da computagao, biologia, ciencias sociais 
e administragao) que ja tenham cursado uma disciplina de calculo basico. Ele 
tenta apresentar nao somente a matematica da teoria da probabilidade, mas 
tambem, por meio de numerosos exemplos, as muitas aplicagoes possiveis deste 
assunto. 

O Capftulo 1 apresenta os principios basicos da analise combinatoria, que 
sao muito uteis no calculo de probabilidades. 

O Capftulo 2 lida com os axiomas da teoria da probabilidade e mostra como 
eles podem ser aplicados no calculo de varias probabilidades de interesse. 

O Capftulo 3 lida com os assuntos extremamente importantes da probabi¬ 
lidade condicional e da independence de eventos. Por meio de uma serie de 
exemplos, ilustramos como as probabilidades condicionais entram em jogo nao 
somente quando dispomos de alguma informagao parcial; quando nao dispo- 
mos de tal informagao, as probabilidades condicionais funcionam como uma 
ferramenta que nos permite calcular probabilidades mais facilmente. Essa tec- 
nica extremamente importante reaparece no Capftulo 7, no qual a utilizamos 
para obter esperangas. 

O conceito de variaveis aleatorias e introduzido nos Capftulos 4,5 e 6. Va- 
riaveis aleatorias discretas sao discutidas no Capftulo 4, variaveis aleatorias 
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contfnuas no Capftulo 5 e variaveis aleatorias conjuntamente distribufdas no 
Capftulo 6. Os importantes conceitos de valor esperado e variancia de uma 
variavel aleatoria sao introduzidos nos Capftulos 4 e 5, e essas grandezas sao 
entao determinadas para muitos dos tipos comuns de variaveis aleatorias. 

Propriedades adicionais do valor esperado sao consideradas no Capftulo 1. 
Muitos exemplos ilustrando a utilidade do resultado de que o valor esperado 
de uma soma de variaveis aleatorias e igual a soma de seus valores esperados 
sao apresentados. Segoes referentes a esperanga conditional, incluindo o seu 
uso em predigoes e fungoes geratrizes de momentos, estao contidas neste ca¬ 
pftulo. Alem disso, a segao final introduz a distribuigao normal multivariada e 
apresenta uma demonstragao simples relativa a distribuigao conjunta da media 
e da variancia amostrais de uma amostra de uma distribuigao normal. 

O Capftulo 8 apresenta os mais importantes resultados teoricos da teoria 
da probabilidade. Em particular, demonstramos a lei forte dos grandes numeros 
e o teorema do limite central. Nossa demonstragao da lei forte dos grandes nu¬ 
meros e relativamente simples; ela supoe que as variaveis possuam um quarto 
momento finito. Nossa prova do teorema do limite central faz uso do teorema 
da continuidade de Levy. Esse capftulo tambem apresenta as desigualdades de 
Markov e Chebyshev, e os limites de Chernoff. A segao final do Capftulo 8 for- 
nece um limite para o erro envolvido quando a probabilidade da soma de varia¬ 
veis aleatorias de Bernoulli independentes e aproximada pela probabilidade de 
uma variavel aleatoria de Poisson com o mesmo valor esperado. 

O Capftulo 9 apresenta alguns topicos adicionais, como as cadeias de Ma¬ 
rkov, o processo de Poisson, e uma introdugao a teoria da informagao e da co- 
dificagao. O Capftulo 10 trata de simulagao. 

Como na edigao anterior, tres conjuntos de exercfcios sao fornecidos no 
final de cada capftulo. Eles sao chamados de Problemas, Exercfcios Teoricos e 
Problemas de Auto teste e Exercfcios. Este ultimo conjunto de exercfcios, cujas 
solugoes completas aparecem nas Solugoes para os Problemas de Autoteste e 
Exercfcios, foi elaborado para ajudar os estudantes a testarem a sua compreen- 
sao e estudarem para as provas. 

MUDANQXS NA NOVA EDIGAO 

A oitava edigao continua a evolugao e o ajuste do texto. Ela inclui novos pro¬ 
blemas, exercfcios e material teorico escolhidos por seu interesse inerente e 
por seu papel na consolidagao da intuigao do estudante em probabilidade. Ilus- 
tragbes desses objetivos podem ser encontradas no Exemplo 5d do Capftulo 
1, que trata de torneios mata-mata, e nos Exemplos 4k e 5i do Capftulo 7, que 
tratam do problema da rufna do jogador. 

Uma mudanga fundamental na edigao atual traduz-se na apresentagao, no 
Capftulo 4 (em vez do Capftulo 7, como ocorria nas edigoes anteriores), do im- 
portante resultado de que a esperanga de uma soma de variaveis aleatorias e 
igual a soma das esperangas. Uma nova e elementar demonstragao desse re- 
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sultado e fornecida nesse capitulo para o caso particular de um experimento 
probabilistic© com espago amostral finito. 

Outra mudanga e a expansao da Segao 6.3, que trata da soma de variaveis 
aleatorias independentes. A Segao 6.3.1 e uma nova segao na qual deduzimos a 
distribuigao da soma de variaveis aleatorias uniformes independentes e identi- 
camente distribuidas e depois usamos os resultado obtidos para mostrar que o 
mimero esperado de numeros aleatorios que precisam ser somados para que a 
sua soma exceda 1 e igual ae.A Segao 6.3.5 e uma nova segao na qual deduzi¬ 
mos a distribuigao de uma soma de variaveis aleatorias geometricas indepen¬ 
dentes com medias diferentes. 
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Analise Combinatoria 


Capftulo 

1 
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1.1 INTRODUgAO 

Eis um tipico problema envolvendo probabilidades: um sistema de comunicagao 
formado por n antenas aparentemente identicas que devem ser alinhadas em 
sequ£ncia. O sistema resultante sera capaz de receber qualquer sinal — e sera 
chamado de funcional - desde que duas antenas consecutivas nao apresentem 
defeito. Se exatamente m das n antenas apresentarem defeito, qual sera a proba- 
bilidade de que o sistema resultante seja funcional? Por exemplo, no caso espe¬ 
cial onde n = 4 e m = 2, ha seis configuragoes possiveis para o sistema, a saber, 

0 110 
0 10 1 
10 10 
0 0 11 
10 0 1 
110 0 

onde 1 significa que a antena funciona e 0, que ela esta com defeito. Como o 
sistema funciona nos tres primeiros arranjos e nao funciona nos tres arranjos 
restantes, parece razoavel tomar 3/6 = 1/2 como a probabilidade desejada. No 
caso denem quaisquer, poderiamos calcular, de forma similar, a probabilidade 
de que o sistema funcione. Isto e, poderiamos contar o numero de configura¬ 
goes que resultam no funcionamento do sistema e dividir esse numero pelo 
numero total de configuragoes possiveis. 

Da discussao anterior, percebemos que seria util possuir um metodo efi- 
caz para contar o numero de maneiras pelas quais as coisas podem ocorrer. 
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De fato, muitos problemas na teoria da probabilidade podem ser resolvidos 
simplesmente contando-se o numero de diferentes maneiras pelas quais certo 
evento pode ocorrer. A teoria matematica da contagem e formalmente conhe- 
cida como analise combinatoria. 

1.2 O PRINCIPIO BASICO DA CONTAGEM 

O principio basico da contagem sera fundamental para todo nosso trabalho. 
Dito de forma simples, ele diz que se um experimento pode levar a qualquer 
um de m possiveis resultados e se outro experimento pode resultar em qual¬ 
quer um de n possiveis resultados, entao os dois experimentos possuem mn 
resultados possiveis. 


O principio basico da contagem 

Suponha a realizagao de dois experimentos. Se o experimento 1 pode gerar 
qualquer um de m resultados possiveis e se, para cada um dos resultados do ex¬ 
perimento 1, houver n resultados possiveis para o experimento 2, entao os dois 
experimentos possuem conjuntamente mn diferentes resultados possiveis. 


Demonstra^ao do principio basico: O principio basico pode ser demonstrado ao 
serem enumerados todos os possiveis resultados dos dois experimentos; isto e, 

( 1 , 1 ), ( 1 , 2 ), ..., ( 1 ,») 

( 2 , 1 ), ( 2 , 2 ), ..., ( 2 , n) 


(m, 1), (m,2), ..., (m,n) 

onde dizemos que o resultado e (/, j) se o experimento 1 levar ao seu z-esimo 
resultado possivel e o experimento 2 levar ao seu y-esimo resultado possivel. 
Portanto, o conjunto dos resultados possiveis consiste de m linhas, cada uma 
contendo n elementos. Isso demonstra o resultado. 

Exemplo 2a 

Uma pequena comunidade e composta por 10 mulheres, cada uma com 3 filhos. 
Se uma mulher e um de seus filhos devem ser escolhidos como mae e filho do 
ano, quantas escolhas diferentes sao possiveis? 

Solugao Supondo a escolha da mulher como o resultado do primeiro expe¬ 
rimento, e a subsequente escolha de um de seus filhos como o resultado do 
segundo experimento, vemos a partir do principio basico que ha 10 X 3 = 30 
escolhas possiveis. □ 

Quando ha mais que dois experimentos a serem realizados, pode-se gene- 
ralizar o principio basico. 
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Generalizagao do principio basico da contagem 

Se r experimentos sao tais que o primeiro experimento pode levar a qual- 
quer um de n x resultados possfveis; e se, para cada um desses n x resultados 
houver n 2 resultados possfveis para o segundo experimento; e se, para 
cada um dos possfveis resultados dos dois primeiros experimentos houver 
n 3 resultados possfveis para o terceiro experimento; e se..., entao havera 
um total de n x • n 2 * • * n r resultados possfveis para os r experimentos. 


Exemplo 2b 

O gremio de uma faculdade e formado por 3 calouros, 4 estudantes do segundo 
ano, 5 estudantes do terceiro ano e 2 formandos. Um subcomite de 4 pessoas, 
formado por uma pessoa de cada ano, deve ser escolhido. Quantos subcomites 
diferentes sao possfveis? 

Soluqao Podemos vislumbrar a escolha de um subcomite como o resultado com- 
binado dos quatro experimentos separados de escolha de um unico representante 
de cada uma das classes. Dai segue, a partir da versao generalizada do principio 
basico, que ha3x4x5x2 = 120 subcomites possfveis. ■ 

Exemplo 2c 

Quantas diferentes placas de automovel com 7 caracteres sao possfveis se os tres 
primeiros campos forem ocupados por letras e os 4 campos finais por numeros? 

Soluqao Pela versao generalizada do principio basico, a resposta e 26 • 26 * 26 • 
10 • 10 • 10 • 10 = 175.760.000. ■ 

Exemplo 2d 

Quantas fungoes definidas em n pontos sao possfveis se cada valor da fun^ao 
for igual a 0 ou 1? 

Soluqao Suponha que os pontos sejam 1,2,..., n . Como f(i) deve ser igual a 0 
ou 1 para cada i = 1,2,..., n , tem-se 2 n fun^oes possfveis. ■ 

Exemplo 2e 

No Exemplo 2c, quantas placas de automovel seriam possfveis se a repetigao 
entre letras ou numeros fosse proibida? 

Soluqao Neste caso, seriam 26 • 25 • 24 • 10 * 9 ♦ 8 ♦ 7 = 78.624.000 placas de 
automovel possfveis. ■ 

1.3 PERMUTACOES 

Quantos diferentes arranjos ordenados das letras a, b e c sao possfveis? Por 
enumeragao direta vemos que sao 6, ou seja, abc, acb , bac , bca , cab e cba. Cada 
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combinagao e conhecida como uma permutagao. Assim, ve-se que um conjunto 
de 3 objetos permite 6 permutagoes possiveis. Esse resultado poderia ser obtido 
a partir do principio basico, ja que o primeiro objeto da permutagao pode ser 
qualquer um dos tres, o segundo objeto da permutagao pode entao ser escolhido 
a partir dos dois restantes e o terceiro objeto da permutagao e o objeto restante. 
Assim, ha 3 • 2 * 1 = 6 permutagoes possiveis. 

Suponha agora que tenhamos n objetos. O emprego de um raciocmio si¬ 
milar aquele que acabamos de utilizar no caso das tres letras mostra entao 
que ha 

n(n - 1 )(n - 2)* • *3 • 2 * 1 — n\ 
permutagoes diferentes dos n objetos. 

Exemplo 3a 

Quantas diferentes ordens de rebatedores sao possiveis em um time de beise- 
bol formado por 9 jogadores? 

Solugdo Ha 9! = 362.880 ordens de rebatedores possiveis. P 

Exemplo 3b 

Uma turma de teoria da probabilidade e formada por 6 homens e 4 mulheres. 
Aplica-se uma prova e os estudantes sao classificados de acordo com o seu desem- 
penho. Suponha que nenhum dos estudantes tenha tirado a mesma nota. 

(a) Quantas diferentes classificagoes sao possiveis? 

(b) Se os homens forem classificados apenas entre si e as mulheres apenas 
entre si, quantas diferentes classificagoes sao possiveis? 

Solugdo (a) Como cada classificagao corresponde a um arranjo particular 
das 10 pessoas, a resposta e 10! = 3.628.800. 

(b) Como ha 6! possiveis classificagoes dos homens entre si e 4! clas¬ 
sificagoes possiveis das mulheres entre si, segue do principio ba¬ 
sico que ha (6!)(4!)=(720)(24) = 17.280 classificagoes possiveis 
neste caso. □ 

Exemplo 3c 

A Sra. Jones possui dez livros que pretende colocar em sua prateleira. Destes, 
quatro sao de matematica, tres sao de quimica, dois sao de historia e um e um 
livro de lmguas. A Sra. Jones deseja arranja-los de forma que todos os livros 
que tratam do mesmo assunto permanegam juntos na prateleira. Quantos dife¬ 
rentes arranjos sao possiveis? 

Solugdo Ha 4! 3! 2! 1! arranjos referentes ao alinhamento dos livros de ma¬ 
tematica, depois dos livros de quimica, historia e de lmguas. Similarmente, para 
cada ordem de assuntos possivel, ha 4! 3! 2! 1! arranjos. Portanto, como ha 4! 
possiveis ordens de assuntos, a resposta desejada e 4! 4! 3! 2! 1! = 6912. □ 
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Vamos agora determinar o numero de permutagoes de um conjunto de n obje- 
tos quando nao for possivel distinguir certos objetos de outros. Para tornar essa 
situagao um pouco mais clara, considere o exemplo a seguir. 


Exemplo 3d 

Quantos diferentes arranjos de letras podem ser formados a partir das letras 
PEPPER ? 


Solugao Primeiro notamos que as letras P^^P^R permitem 6! permuta¬ 
goes quando os 3P’s e os 2E’s sao diferentes uns dos outros. Entretanto, consi¬ 
dere qualquer uma destas permutagoes - por exemplo, P x P 2 E l P 7) E 2 R. Se agora 
permutarmos os P’s e os E "s entre si, entao o arranjo resultante continuara a ser 
PPEPER. Isto e,todas as 3!2! permutagoes 


PxP 2 ExP 3 E 2 R 

P 1 P 3 E 1 P 2 E 2 R 

P 2 P\ExP 3 E 2 R 

P^P^ExPxE^R 

P 3 PxExP 2 E 2 R 

P 3 P 2 E x PxE 2 R 


P \P 2 E 2 P 3 E\R 
PxP 3 E 2 P 2 E\R 
P 2 PxE2P 3 E\R 
P 2 P 3 E 2 P x ExR 
P 3 PxE 2 P 2 ExR 


sao da forma PPEPER. Portanto, ha 61/(3! 2!) = 60 arranjos possiveis das letras 
PEPPER. ■ 


Em geral, o mesmo raciocinio usado no Exemplo 3d mostra que ha 

n\ 

nx \ n 2 \ • • • n r \ 

permutagoes diferentes de n objetos, dos quais n x sao parecidos, n 2 sao pareci- 
dos,..., n r sao parecidos. 


Exemplo 3e 

Um torneio de xadrez tern dez competidores, dos quais quatro sao russos, tres 
sao dos Estados Unidos, dois sao da Gra-Bretanha e um e do Brasil. Se o resul- 
tado do torneio listar apenas a nacionalidade dos jogadores em sua ordem de 
colocagao, quantos resultados serao possiveis? 


Solugao Ha 


10! 

4! 3! 2! 1! 


12.600 


resultados possiveis. ■ 

Exemplo 3f 

Quantos diferentes sinais, cada um deles formado por nove bandeiras alinha- 
das, podem ser feitos a partir de um conjunto de quatro bandeiras brancas, tres 
bandeiras vermelhas e duas bandeiras azuis se todas as bandeiras de mesma cor 
forem identicas? 
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Solugao Ha 


9! 

4! 3! 2! 


= 1260 


sinais diferentes. ■ 

1.4 COMBINA^OES 

Estamos frequentemente interessados em determinar o numero de grupos dife¬ 
rentes de r objetos que podem ser formados a partir de um total de n objetos. Por 
exemplo, quantos diferentes grupos de 3 podem ser selecionados dos 5 itens A , 
B,C,D q El Para responder a essa questao, pense da seguinte forma: como ha 5 
maneiras diferentes de selecionar o item inicial, 4 maneiras de selecionar o item 
seguinte e 3 maneiras de selecionar o item final, ha portanto 5*4*3 maneiras de 
selecionar o grupo de 3 quando a ordem de sele^ao dos itens for relevante. En- 
tretanto, como cada grupo de 3 - por exemplo, o grupo formado pelos itens A, B 
e C - sera contado 6 vezes (isto e, todas as permutaqoes ABC,ACB, BAC , BCA , 
CAB e CBA serao contadas quando a ordem da seleqao for relevante), tem-se 
que o numero total de grupos que podem ser formados e igual a 


Em geral, como n(n -1) * * *(n - r + 1) representa o numero de diferentes ma¬ 
neiras pelas quais um grupo de r itens pode ser selecionado a partir de n itens 
quando a ordem da seleqao e relevante, e como cada grupo de r itens sera con¬ 
tado r\ vezes, tem-se que o numero de grupos diferentes de r itens que podem 
ser formados a partir de um conjunto de n itens e 

n{n — 1) • • • (n - r + 1) n\ 

r\ (n — r)l r\ 


Nota^ao e terminologia 

, para r < n, como 

//i\ = n! 

(r J (n - r)l r! 

E dizemos que ^ ^ ^ representa o numero de combinagoes possfveis de n 
objetos em grupos de r elementos de cada vez.* 


Definimos 


(") 


* Por convensao, define-se 0! = 1. Com isso, 


que 



0 quando i < 0 ou i > n. 



— 1. Alem disso, assume-se 
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Assim, y Y J representa o numero de grupos diferentes com r elementos 

que podem ser selecionados de um conjunto de n objetos quando a ordem da 
selegao nao e considerada relevante. 


Exemplo 4a 

Um comite de tres pessoas deve ser formado a partir de um grupo de 20 pes- 
soas. Quantos comites diferentes sao possiveis? 


Solugao 



20 • 19 - 18 
3-2-1 


1140 comites possiveis. ■ 


Exemplo 4b 

De um grupo de cinco mulheres e sete homens, quantos comites diferentes for- 
mados por duas mulheres e tres homens podem ser formados? E se dois dos 
homens estiverem brigados e se recusarem a trabalhar juntos? 

Solugao Como ha ^ ^ ^ grupos possiveis de duas mulheres e ^ 3 ^ S ru " 
pos possiveis de tres homens, o principio basico diz que ha 

— 350 comites possiveis formados por duas mulheres e tres 


5 - 4\ 7 - 6 • 5 
2-1/ 3-2-1 



homens. 

Suponha agora que dois dos homens se recusem a trabalhar juntos. Como um total 
de GKO = 5 dos ^ 3 ^ =35 grupos possiveis de tres homens contem os 
dois homens brigados, tem-se 35 - 5 = 30 grupos nao contendo ambos os homens 


brigados. Como ha ainda 


( 0 - 


10 maneiras de escolher as duas mulheres, ha 


30 • 10 = 300 comites possiveis neste caso. 


Exemplo 4c 

Considere um conjunto de n antenas das quais m apresentam defeito e n-m 
funcionam, e suponha que nao seja possivel distinguir as antenas defeituosas 
daquelas que funcionam. Quantos alinhamentos podem ser feitos sem que duas 
antenas com defeito sejam colocadas lado a lado? 

Solugao Imagine que as n - m antenas que funcionam sejam alinhadas entre 
si. Agora, se nao for permitido que duas antenas com defeito sejam colocadas 
lado a lado, entao os espagos entre as antenas que funcionam devem conter no 
maximo uma antena defeituosa. Isto e, nas n - m + 1 posigoes possiveis - re- 
presentadas na Figura 1.1 por acentos circunflexos- entre as n-m antenas que 
funcionam, devemos selecionar m espagos onde colocar as antenas defeituosas. 
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Al Al A 1 ...A 1 A 1 A 

1 = funcional 

a = lugar para no maximo uma antena defeituosa 


Figura 1.1 Sem defeitos consecutivos. 

Portanto, ha ^ n ^ ^ ^ ordenagdes possiveis nas quais ha pelo menos uma 

antena que funciona entre duas defeituosas. ■ 

A identidade a seguir e util em analise combinatorial 

(") = (" ; 0 + ("" 1 ) 1 


r < n 


(4.1) 


A Equagao (4.1) pode ser provada analiticamente ou com o seguinte argumen- 
to combinatorio: considere um grupo de n objetos e fixe sua atengao em um 

deles - chame-o objeto 1. Agora, ha ^ ^ | ^ grupos de tamanho r contendo 

o objeto 1 (pois cada grupo e formado selecionando-se r - 1 dos n - 1 objetos 

restantes). Alem disso, ha ^ n ^ ^ ^ grupos de tamanho r que nao contem o 

objeto 1. Como ha um total de ^ ^ grupos de tamanho r, tem-se como resul- 

tado a Equagao (4.1). 

Os valores ^ ^ sao frequentemente chamados de coeficientes binomials 

por causa de sua proeminencia no teorema binomial. 


O teorema binomial 


(x + y) n = f:( n k )x‘ 
k=0 ' ' 


n i „kyii—k 


(4.2) 


Vamos apresentar duas demonstrates do teorema binomial. A primeira e 
uma demonstragao por indugao matematica e a segunda baseia-se em conside- 
ragoes combinatorias. 

Demonstragao do teorema binomial por indugao: Quando n = 1, a Equagao 
(4.2) reduz-se a 

x + y = ( o ) A 1 + (i) A 0 = y + x 
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Suponha a Equa^ao (4.2) para n - 1 . Agora, 

(x + y) n = (x + y)(x + y) n ~ x 

= + x k y n ~ 1 - k 

k= 0 ' ' 

=E< n ~ k 1 )^y- i - k + "t,( n 

k= 0 V 7 k= 0 V 7 

Fazendo i = k + 1 na primeira soma e / = k na segunda soma, vemos que 



i=0 X 7 


onde a penultima igualdade vem da Equagao (4.1). Por indu^ao, o teorema esta 
agora demonstrado. 

Demonstra^ao combinatoria do teorema binomial: Considere o produto 

( x i + y\)( x 2 + yi) • ■ * (x n + yn) 

Sua expansao consiste na soma de 2" termos, cada um deles sendo o produto de 
n fatores. Alem disso, cada um dos T termos da soma apresenta x i ou y. como 
fator para cada i — 1,2,..., n. Por exemplo, 

(xi + yi )(*2 + y 2 ) =xix 2 + x a y 2 + y\x 2 + y\y 2 

Agora, quantos dos 2" termos da soma vao ter k dos x/s e (n - k) dos y -s como 
fatores? Como cada termo consistindo em k dos x/s e(n-k) dos y/ s correspon- 

de a uma escolha de um grupo de k dos n valores x v x 2 ,..., x„, ha ^ ^ termos 

como este. Assim, fazendo x ( = x,y. — y, i = vemos que 

(X + y) n = ]r(”) x k y n - k 
k =0 ' 7 


Exemplo 4d 

Expanda (x + y) 3 . 
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Solugao 

(x + y) 3 = ^ Q ^ x°y i + (^ 1 ) ^ 2 ) ^ "*” ( 3 ) A° 

= y 3 4 - 3 xy 2 4 - 3 x 2 y + x 3 ■ 


Exemplo 4e 

Quantos subconjuntos existem em um conjunto de n elementos? 

Solugao Como ha ^ ^ ^ subconjuntos de tamanho /t, a resposta desejada e 

£(*)=(! + 1 )" = 2 » 

A:=0 V 7 

Esse resultado tambem poderia ter sido obtido atribuindo-se o numero 0 ou o 
numero 1 a cada elemento pertencente ao conjunto. A cada atribuigao de nu- 
meros corresponderia, em uma relagao um para um, um subconjunto formado 
por todos os elementos que receberam o valor 1. Como ha T atribuigoes possi- 
veis, obter-se-ia dessa forma o resultado esperado. 

Note que incluimos o conjunto de 0 elementos (isto e, o conjunto vazio) 
como um subconjunto do conjunto original. Portanto, o numero de subconjun¬ 
tos que contem pelo menos um elemento e igual a T -1. ■ 


1.5 COEFICIENTES MULTINOMIAIS 


Nesta segao, consideramos o seguinte problema: um conjunto de n itens dis- 
tintos deve ser dividido em r grupos distintos de tamanhos n v rc 2 ,..., n r , respec- 

tivamente, onde Y0i=i n i = n ' Ouantas divisdes diferentes sao possiveis? Para 


responder a essa questao, notamos que ha ( n | escolhas possiveis para o 

V ni / / n - m \ 

primeiro grupo; para cada escolha do primeiro grupo, ha I ) esc °lhas 

possiveis para o segundo grupo; para cada escolha dos dois primeiros gru¬ 
pos, ha ^ n ^ ni ^ escolhas possiveis para o terceiro grupo, e assim por 


diante. Dai sucede da versao generalizada do principio basico da contagem 
que existem 


/ n \ ( n — n\ \ ( n — n\ — — * • • — n r _\ \ 

V n \ ) V n 2 / * * ' V n r ) 

_ n\ (n — n\)\ (n — n\ — ri2 — • • • — i)! 

(n — n\)\ n\ \ (n — n\ — ri2)\ 0 ! nA 

n\ 

n\ \ n,2\ ■ • • n r \ 


divisoes possiveis. 
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Outra maneira de visualizar esse resultado e considerar os n valores 1,1,..., 
1, 2,..., 2,..., r,..., r, onde i aparece n i vezes, para i = 1,..., r. Cada permutagao 
desses valores corresponde a uma divisao dos n itens em r grupos da seguinte 
maneira: suponha que a permutagao i v z 2 ,..., i n corresponda a atribuigao do item 
1 ao grupo i v do item 2 ao grupo i 2 e assim por diante. Por exemplo, se n = 8 
e se n x = 4, n 2 = 3, e n 3 = 1, entao a permutagao 1,1,2, 3,2,1,2,1 corresponde 
a atribuigao dos itens 1,2, 6, 8 ao primeiro grupo, dos itens 3,5,7 ao segundo 
grupo, e do item 4 ao terceiro grupo. Como cada permutagao leva a uma divisao 
dos itens e toda divisao possivel e resultado de alguma permutagao, tem-se que 
o numero de divisoes de n itens em r grupos distintos de tamanhos n v n 2 ,.„, n r e 
igual ao numero de permutagoes de n itens dos quais n x sao semelhantes,n 2 sao 
semelhantes,..., e n r sao semelhantes, o que se mostrou na Segao 1.3 ser igual a 
n\ 

n\\ri 2 \ • ■ ■ n r \ 


Notagao 


Se n, + n 0 +... + n r — n. definimos ( n | 

2 \ni,n 2 ,...,nr) 

( n )= nl 

\ *i\ j n 2 t... ,fir ) n\\n 2 \• ■ ■ n r \ 


como 


Assim, f n 1 representa o numero de divisoes possiveis de n 
\ni,n2,".,n r ) r 

objetos distintos em r grupos distintos de tamanhos n v n r , respecti- 

vamente. 


Exemplo 5a 

Um dos departamentos de policia de um vilarejo e formado por 10 policiais. Se 
a polftica do departamento e a de possuir 5 dos policiais patrulhando as ruas, 
2 deles trabalhando todo o tempo na delegacia e 3 deles de reserva, quantas 
divisoes diferentes dos 10 policiais nos tres grupos sao possiveis? 


Solugao 


Ha 


10 ! 


5! 2! 3! 


= 2520 divisoes possiveis. 


Exemplo 5b 

Dez criangas devem ser divididas em dois times A e B com 5 criangas cada. O 
time A joga em uma liga e o time B em outra. Quantas divisoes diferentes sao 
possiveis? 


Solugao Ha 


10! 

5!"5! 


: 252 divisoes possiveis. 
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Exemplo 5c 

Para jogar uma partida de basquete, 10 criangas dividem-se em dois times de 5 
cada. Quantas divisoes diferentes sao possfveis? 


Solugao Note que este exemplo difere do Exemplo 5b porque agora a ordem 
dos dois times e irrelevante. Isto e, nao ha times Ae B, mas apenas uma divisao 
que consiste em 2 grupos com 5 criangas cada. Portanto, a resposta desejada e 


10!/(5! 5!) 
2 ! 


— 126 


A demonstragao do teorema a seguir, que generaliza o teorema binomial, e 
deixada como exercfcio. 


O teorema multinomial 


(Xi + X2 + * * 


+ *>" = E 

(«1.Mr) 1 

n\ + • • • 4- n r — n 


n 


v n 2 n r 
x \ x 2 ' '' x r 


Isto e, faz-se a soma de todos os vetores com valores inteiros nao negativos 
(n v n 2 ,...,n r ) de forma que n x + n 2 + ... + n r = n. 


Os numeros ( n ] sao conhecidos como coeficientes multinomials. 
\n u n 2 ,...,n r ) J 

Exemplo 5d 

Na primeira rodada de um torneio de mata-mata envolvendo n—2 m jogadores, 
os n jogadores sao divididos em n/2 pares, com cada um desses pares jogan- 
do uma partida. Os perdedores das partidas sao eliminados e os vencedores 
disputam a proxima rodada, onde o processo e repetido ate que apenas um 
jogador permanega. Suponha que tenhamos um torneio de mata-mata com 8 
jogadores. 

(a) Quantos resultados possiveis existem para a rodada inicial? (Por exemplo, 
um resultado e 1 vence 2,3 vence 4,5 vence 6 e 7 vence 8.) 

(b) Quantos resultados sao possfveis para o torneio, supondo que um resulta¬ 
do fornega a informagao completa de todas as rodadas? 

Solugao Uma maneira de determinar o numero de resultados possfveis para 
a rodada inicial e primeiramente determinar o numero de pares possfveis para 
essa rodada. Para isso, note que o numero de maneiras de dividir os 8 jogado¬ 
res em um primeiro par, um segundo par, um terceiro par e um quarto par e 
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( 8 \ 8 ! 

) = -. Assim, o numero de pareamentos possiveis quando nao ha 
2,2,2,2 J 2 gj 

ordenagao dos 4 pares e Para cada pareamento como esse, ha 2 escolhas 

possiveis de cada par quanto ao vencedor daqueie jogo, o que mostra que ha 
8!2 4 8! 

t = — resultados possiveis para a primeira rodada (outra maneira de ver 
2 4. 4. / 8 \ 

isso e notar que ha I I escolhas possiveis dos 4 vencedores e, para cada uma 


dessas escolhas, ha 4! maneiras de se formar pares entre os 4 vencedores e os 


4 perdedores, o que mostra que ha 4! j 
meira rodada). 


8 ! 

= — resultados possiveis para a pri- 


. 4! 


Similarmente, para cada resultado da primeira rodada, ha — resultados 

possiveis para a segunda rodada, e para cada um dos resultados das primeiras 
2! 

duas rodadas ha — resultados possiveis para a terceira rodada. Consequente- 


mente, pela versao generalizada do principio basico da contagem, o torneio 

8! 4! 2! 

tern — ~ — = 8! resultados possiveis. De fa to, o mesmo argumento pode ser 

usado para mostrar que um torneio de mata-mata de n = 2 m jogadores tern n\ 
resultados possiveis. 

Conhecendo o resultado anterior, nao e dificil elaborar um argumento mais 
direto mostrando que existe uma correspondencia um para um entre o conjun¬ 
to de possiveis resultados do torneiro e o conjunto das permutagoes de 1,..., n . 
Para obter tal correspondencia, classifique os jogadores da seguinte forma para 
cada resultado do torneio: atribua ao vencedor do torneiro o numero 1 e ao 
vice-campeao o numero 2. Aos jogadores que perderam na semifinal, atribua o 
numero 3 aquele que perdeu para o campeao e o numero 4 aquele que perdeu 
para o vice-campeao. Aos quatro jogadores que perderam nas quartas de final, 
atribua o numero 5 aquele que perdeu para o campeao, 6 aquele que perdeu 
para o vice-campeao, 7 aquele que perdeu para o terceiro colocado, e 8 aque¬ 
le que perdeu para o quarto colocado. Continuando dessa maneira, acaba-se 
atribuindo um numero a cada jogador (uma descrigao mais sucinta e obtida ao 
atribuir-se ao campeao do torneio o numero 1 e ao jogador que perdeu em uma 
rodada com 2 k partidas o numero do jogador que o venceu mais 2 k , onde k = 
0,..., m - 1). Dessa maneira, o resultado do torneio pode ser representado por 
uma permutagao i v i n , onde ij corresponde ao jogador ao qual atribuiu-se o 

numero j. Como diferentes resultados do torneio dao origem a diferentes per- 
muta9oes e como existe um resultado diferente do torneio para cada permuta- 
$ao, tem-se o mesmo numero de resultados possiveis para o torneiro quanto de 
permutagoes de 1,..., n. ■ 
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Exemplo 5e 


(*1 + x 2 + X 3 ) 2 = ( 2 ,0,o) X 1 X 2 x 3 + (0,2,0)^ 

+ ( 0 , 0 , 2 )^ + (i,lo) x l 44 

+ + ( 0 ; 1 5 ! ) x l x 2 x 3 


= x\ + x\ + x\ + 2 xx ^2 + 2 ^ 1 X 3 + 2 x 2 X 3 


*1.6 O NUMERO DE SOLU^OES INTEIRAS DE EQUATES 

Existem r n resultados possiveis quando n bolas diferentes sao distribuidas em 
r urnas distintas. Isso ocorre porque cada bola pode ser colocada em cada uma 
das r urnas. No entanto, suponhamos agora que nao seja possivel distinguir as 
n bolas entre si. Nesse caso, quantos resultados diferentes sao possiveis? Como 
nao ha diferenga entre as bolas, tem-se que o resultado do experimento que 
envolve distribuir as n bolas entre as r urnas pode ser descrito por um vetor (x x , 
x 2 ,...,x r ), onde x, indica o numero de bolas depositadas na z-esima urna. Portan- 
to, o problema reduz-se a encontrar o numero de vetores com valores inteiros 
nao negativos (x 1 ,x 2 ,...,x r ) tais que 

x 1 4 x 2 +... + x r = n 

Para computar esse numero, comecemos considerando o numero de solu^oes 
inteiras positivas. Com esse objetivo, imagine que tenhamos n objetos identicos 
alinhados e que queiramos dividi-los em r grupos nao vazios. Para fazer isso, 
podemos selecionar r- 1 dos n- 1 espa 9 os entre objetos adjacentes como nos- 
sos pontos divisorios (veja a Figura 1.2). Por exemplo, se tivermos n = 8 e r = 3, 
e escolhermos os dois divisores de forma a obter 


ooo|ooo|oo 

entao o vetor resultante e x x =3, x 2 — 3, x 3 = 2. Como ha ^ ^ | ^ selegoes 

possiveis, temos a seguinte proposigao. 


0a0a0a...a0a0 

n objetos 0 

Escolha r — 1 dos espagos a. 


Figura 1.2 Numero de solugoes positivas. 


* Asteriscos indicam que o material e opcional. 
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Proposigao 6.1 Existem^ _ ^ J vetores distintos com valores inteiros posi¬ 
tives (x v x 2 ,...,x r ) satisfazendo a equagao 


xi 4 %2 4- • • • 4 x r = n Xi > 0, i = 1,..., r 

Para obter o numero de solugoes nao negativas (em vez de positivas), 
note que o numero de solugoes nao negativas de x x 4 x 2 4... 4 x r = n e igual 
ao numero de solugoes positivas de y l 4 y 2 4... 4 y r = n 4 r (o que se ve ao 
fazer y. ( = x t 4l,/= 1,..., r). Portanto, da Proposigao 6.1, obtemos a seguinte 
proposigao. 

Proposigao 6.2 Existem ^ H ^ ^ ^ vetores distintos com valores inteiros 
nao negativos satisfazendo a equagao 

Xj 4 x 2 4... 4 x r = n (6.1) 


Exemplo 6a 

Quantas solugoes com valores inteiros nao negativos de jq 4 x 2 = 3 sao possiveis? 
Solugao Ha^ 3 +^~ 1 )=4 solutes: (0,3), (1,2), (2,1), (3,0). ■ 

Exemplo 6b 

Um investidor tern 20 mil reais para aplicar entre 4 investimentos possiveis. 
Cada aplicagao deve ser feita em unidades de mil reais. Se o valor total de 20 
mil for investido, quantas estrategias de aplicagao diferentes sao possiveis? E se 
nem todo o dinheiro for investido? 

Solugao Se fizermos com que jq, i = 1,2,3,4, represente o numero de milha- 
res de reais aplicados no investimento i, quando todo o montante tiver de ser 
investido, x 1 ,x 2 ,x 3 ,x 4 serao inteiros satisfazendo a equagao 

*1 4 X 2 4 X 3 4 X 4 = 20 xt > 0 
/ 23 \ 

Portanto, pela Proposigao 6.2, ha I ^ I = 1771 estrategias de investimento pos¬ 
siveis. Se nem todo o dinheiro precisar ser investido e se atribuirmos a x 5 o mon¬ 
tante de dinheiro mantido em reserva, cada estrategia corresponded a um vetor 
(x 1 ,x 2 ,x 3 ,x 4 , x 5 ) com valores inteiros nao negativos satisfazendo a equagao 

x\ 4 X 2 4 *3 4 X 4 4 *5 = 20 

Portanto, pela Proposigao 6.2, existem ^ ^ ^ = 10.626 estrategias possiveis. ■ 

Exemplo 6c 

Quantos termos existem na expansao multinomial de (jq 4 x 2 4... 4 x r ) n ? 
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Solugdo 


(Xi + X2 + • • • + X t 




«i 




onde se faz a soma de todos os valores inteiros nao negativos (n v ..., n r ) de for¬ 
ma que n, +... + n r = n. Portanto, pela Proposi^ao 6.2, existem 
termos como esse. 


n + r - 1 \ 
r-1 J 


Exemplo 6d 

Consideremos novamente o Exemplo 4c, no qual tmhamos um conjunto de n 
itens, dos quais m sao (indistinguiveis e) defeituosos e os restantes n-m sao 
funcionais (mas tambem indistinguiveis). Nosso objetivo e determinar o nume- 
ro de ordenagoes lineares nas quais nao existam itens defeituosos em posigdes 
adjacentes. Para determinar esse numero, imaginemos que os itens defeituo¬ 
sos estejam todos alinhados e que os funcionais devam agora ser posicionados. 
Chamemos de x 1 o numero de itens funcionais a esquerda do primeiro item 
defeituoso,x 2 o numero de itens funcionais entre os dois primeiros defeituosos, 
e assim por diante. Isto e, temos, esquematicamente, 

Xi 0x 2 0 -x m 0x m+1 


Agora, havera pelo menos um item funcional entre qualquer par de itens de¬ 
feituosos desde que x i > 0, i = 2,..., m. Com isso, o numero de resultados que 
satisfazem essa condigao e o numero de vetores x lv .., x m+1 que satisfazem a 
equagao 

*1 + • • • + *m+i —n-m x x > 0, > 0, x t > 0, i = 2,..., m 

Mas, fazendo com que y. { = x r 4- 1 9 y. = x t , i = 2,..., m,y m+5 = x m+1 + 1, vemos 
que esse numero e igual ao numero de vetores positivos (y v —>y m+1 ) que satis¬ 
fazem a equagao 

yi + yi + * • • + )Wl —n — m H- 2 

Com isso, pela Proposigao 6.1, existem ^ n ^ ^ ^ resultados como esse, o 

que esta de acordo com os resultados do Exemplo 4c. 

Suponha agora que estejamos interessados no numero de resultados nos 
quais cada par de itens defeituosos esteja separado por pelo menos dois itens 
que funcionam. Usando o mesmo raciocmio aplicado anteriormente, isso e 
igual ao numero de vetores que satisfazem a equagao 

*! + •■• + x m +i —n-m xx > 0, x m+ i > 0, x t > 2, i = 2,..., m 

Ao fazer y x = x 1 + 1, y i = x i - 1, i = 2,..., m, y m+1 = x m+1 + 1, vemos que esse 
resultado e igual ao numero de solugoes positivas da equagao 

yi + * * ■ + y m +i = n - 2m + 3 
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Portanto, da Proposigao 6.1, existem ^ ^ ^ + 2 ^ resultados como esse. ■ 

RESUMO 

O principio basico da contagem diz que se um experimento constituido por 
duas fases for tal que existam n possiveis resultados na fase 1 e, para cada um 
desses n resultados, existam m possiveis resultados na fase 2, entao o experi¬ 
mento tera nm resultados possiveis. 

Existem n\ = n(n - !)■•• 3-2*1 ordenagoes lineares possiveis de n itens. A 
grandeza 0! e por definigao igual a 1. 

Seja 



quando 0 < i < n, e 0 do contrario. Essa grandeza representa o numero de di- 
ferentes subgrupos de tamanho i que podem ser formados em um conjunto de 
tamanho n. Ela e frequentemente chamada de coeficiente binomial por causa 
de seu destaque no teorema binomial, que diz que 

(* + y) n = £("W”' 

i=0 '■ ' 

Para inteiros nao negativos n lv .., n r cuja soma e n , 

/ #i \ _ n! 

\ n\, Hi,... ,n r ) n\\n 2 \-"n r \ 

corresponde ao mimero de divisoes de n itens em r subgrupos nao superpostos 
de tamanhos n v n r . 


PROBLEMAS 


1.1 (a) Quantas placas de carro diferentes 
com 7 caracteres podem ser formadas 
se os dois primeiros campos da placa 
forem reservados para as letras e os 
outros cinco para os numeros? 

(b) Repit a a letra (a) supondo que nenhu- 
ma letra ou numero possa ser repeti- 
do em uma mesma placa. 

1.2 Quantas sequencias de resultados sao 
possiveis quando um dado e rolado qua- 
tro vezes, supondo, por exemplo, que 3, 
4,3,1 e o resultado obtido se o primeiro 
dado langado cair no 3, o segundo no 4, o 
terceiro no 3 e o quarto no 1? 

1.3 Vinte trabalhadores serao alocados em 
vinte tarefas diferentes, um em cada ta- 


refa. Quantas alocagoes diferentes sao 
possiveis? 

1.4 Joao, Julio, Jonas e Jacques formaram 
uma banda com quatro instrumentos. Se 
cada um dos garotos e capaz de tocar to- 
dos os instrumentos, quantas diferentes 
combinagoes sao possiveis? E se Joao e 
Julio souberem tocar todos os quatro ins¬ 
trumentos, mas Jonas e Jacques souberem 
tocar cada um deles apenas o piano e a 
bateria? 

1.5 Por muitos anos, os codigos telefonicos de 
area nos EUA e no Canada eram forma¬ 
dos por uma sequencia de tres algarismos. 
O primeiro algarismo era um inteiro entre 
2 e 9, o segundo algarismo era 0 ou 1, e o 
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terceiro digito era um inteiro entre 1 e 9. 
Quantos codigos de area eram possiveis? 
Quantos codigos de area comegando com 
um 4 eram possiveis? 

1.6 Uma famosa cangao de ninar comega 
com os versos 

“Quando ia para Sao Ives, 

Encontrei um homem com 7 mulheres. 
Cada mulher tinha 7 sacos. 

Cada saco tinha 7 gatos. 

Cada gato tinha 7 gatinhos...” 
Quantos gatinhos o viajante encon- 
trou? 

1.7 (a) De quantas maneiras diferentes 3 ga- 
rotos e 3 garotas podem sentar-se em 
fila? 

(b) De quantas maneiras diferentes 3 ga- 
rotos e 3 garotas podem sentar-se em 
fila se os garotos e as garotas senta- 
rem-se juntos? 

(c) E se apenas os garotos sentarem-se 
juntos? 

(d) E se duas pessoas do mesmo sexo nao 
puderem se sentar juntas? 

1.8 Quantos arranjos de letras diferentes po¬ 
dem ser feitos a partir de 

(a) Sorte? 

(b) Propose? 

(c) Mississippi? 

(d) Arranjo? 

1.9 Uma crianga tern 12 blocos, dos quais 6 
sao pretos, 4 sao vermelhos, 1 e branco e 
1 e azul. Se a crianga colocar os blocos em 
linha, quantos arranjos sao possiveis? 

1.10 De quantas maneiras 8 pessoas podem se 
sentar em fila se 

(a) nao houver restrigoes com relagao a 
ordem dos assentos? 

(b) as pessoas A e B tiverem que se sen¬ 
tar uma ao lado da outra? 

(c) houver 4 homens e 4 mulheres e nao 
for permitido que dois homens ou 
duas mulheres se sentem em posigoes 
adjacentes? 

(d) houver 5 homens e for necessario que 
eles se sentem lado a lado? 

(e) houver 4 casais e cada casal precisar 
sentar-se junto? 

1.11 De quantas maneiras tres romances, dois 
livros de matematica e um livro de qufmica 
podem ser arranjados em uma prateleira se 

(a) eles puderem ser colocados em qual- 

quer ordem? 


(b) for necessario que os livros de mate¬ 
matica fiquem juntos e os romances 
tambem? 

(c) for necessario que os romances fiquem 
juntos, podendo os demais livros ser 
organizados de qualquer maneira? 

1.12 Cinco premios diferentes (melhor desem- 
penho escolar, melhores qualidades de 
lideranga, e assim por diante) serao dados 
a estudantes selecionados de uma classe 
de trinta alunos. Quantos resultados dife¬ 
rentes sao possiveis se 

(a) um estudante puder receber qualquer 
numero de premios? 

(b) cada estudante puder receber no ma- 
ximo um premio? 

1.13 Considere um grupo de vinte pessoas. Se 
todos cumprimentarem uns aos outros 
com um aperto de maos, quantos apertos 
de mao serao dados? 

1.14 Quantas maos de poquer de cinco cartas 
existem? 

1.15 Uma turma de danga e formada por 22 
estudantes, dos quais 10 sao mulheres e 
12 sao homens. Se 5 homens e 5 mulhe¬ 
res forem escolhidos para formar pares, 
quantas combinagoes diferentes serao 
possiveis? 

1.16 Um estudante tern que vender 2 livros de 
uma colegao formada por 6 livros de ma¬ 
tematica, 7 de ciencias e 4 de economia. 
Quantas escolhas serao possiveis se 

(a) ambos os livros devem tratar do mes¬ 
mo assunto? 

(b) os livros devem tratar de assuntos 
diferentes? 

1.17 Sete presentes diferentes devem ser dis- 
tribuidos entre 10 criangas. Quantos re¬ 
sultados diferentes sao possiveis se ne- 
nhuma crianga puder receber mais de um 
presente? 

1.18 Um comite de 7 pessoas, formado por 2 
petistas, 2 democratas e 3 peemedebis- 
tas deve ser escolhido de um grupo de 5 
petistas, 6 democratas e 4 peemedebistas. 
Quantos comites sao possiveis? 

1.19 De um grupo de 8 mulheres e 6 homens, 
pretende-se formar um comit6 formado 
por 3 homens e 3 mulheres. Quantos co¬ 
mites diferentes sao possiveis se 

(a) 2 dos homens se recusarem a traba- 
lharjuntos? 
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(b) 2 das mulheres se recusarem a traba- 
lhar juntas? 

(c) 1 homem e 1 mulher se recusarem a 
trabalhar juntos? 

1.20 Uma pessoa tem 8 amigos, dos quais 5 se- 
rao convidados para uma festa. 

(a) Quantas escolhas existem se dois dos 
amigos estiverem brigados e por esse 
motivo nao puderem comparecer? 

(b) Quantas escolhas existem se dois dos 
amigos puderem ir apenas se forem 
juntos? 

1.21 Considere a malha de pontos mostrada a 
seguir. Suponha que, comegando do pon- 
to A , voce possa ir um passo para cima 
ou para direita em cada movimento. Esse 
procedimento continua ate que o ponto B 
seja atingido. Quantos caminhos possiveis 
existem entre AtBl 

Dica : Note que, para atingir B a partir de 
A, voce deve dar quatro passos a direita e 
tres passos para cima. 

B 



1.22 No Problema 21, quantos caminhos dife- 
rentes existem entre A e B que passam 
pelo ponto circulado mostrado na figura 
a seguir? 



pesquisar os sonhos possui 3 quartos com 
2 camas cada. Se 3 conjuntos de gemeos 
identicos forem colocados nessas 6 camas 


de forma que cada par de gemeos durma 
em camas diferentes em um mesmo quar¬ 
to, quantas diferentes combina^oes sao 
possiveis? 

1.24 Expanda ( 3x 2 + y) 5 . 

1.25 O jogo de bridge e jogado por 4 jogado- 
res, cada um deles com 13 cartas. Quantas 
jogadas de bridge sao possiveis? 

1.26 Expanda (x 1 + 2x 2 + 3x 3 ) 4 . 

1.27 Se 12 pessoas vao ser divididas em 3 co¬ 
mites de 3,4 e 5 pessoas. Quantas divisoes 
sao possiveis? 

1.28 Se 8 professores novatos tiverem que ser 
divididos entre 4 escolas, quantas divisoes 
sao possiveis? E se cada escola puder re- 
ceber 2 professores? 

1.29 Dez halterofilistas disputam uma com- 
petiqao de levantamento de peso por 
equipes. Destes, 3 sao dos EUA, 4 da 
Russia, 2 da China e 1 do Canada. Se 
a soma de pontos considerar os paises 
que os atletas representam, mas nao as 
identidades desses atletas, quantos dife¬ 
rentes resultados sao possiveis? Quan¬ 
tos resultados diferentes correspondem 
a situaqao em que os EUA possuem um 
atleta entre os tres primeiros e 2 entre 
os tres ultimos? 

1.30 Delegados de 10 paises, incluindo Rus¬ 
sia, Franqa, Inglaterra e os EUA, devem 
sentar-se lado a lado. Quantos arranjos de 
assentos diferentes sao possiveis se os de¬ 
legados franceses e ingleses tiverem que 
sentar-se lado a lado e os delegados da 
Russia e dos EUA nao puderem sentar-se 
lado a lado. 

*1.31 Se 8 quadros-negros identicos forem divi¬ 
didos entre quatro escolas, quantas divisoes 
sao possiveis? E se cada escola tiver que re- 
ceber pelo menos um quadro-negro? 

*1.32 Um elevador parte do subsolo com 8 
pessoas (nao incluindo o ascensorista) 
e as deixa todas juntas ao chegar no ul¬ 
timo piso, no sexto andar. De quantas 
maneiras poderia o ascensorista perce- 
ber as pessoas deixando o elevador se 
todas elas parecessem iguais para ele? 
E se as 8 pessoas correspondessem a 5 
homens e 3 mulheres, e o ascensorista 
pudesse diferenciar um homem de uma 
mulher? 
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*1.33 Temos 20 mil reais que devem ser apli- 
cados entre 4 carteiras diferentes. Cada 
aplicasao deve ser feita em multiplos de 
mil reais, e os investimentos rnmimos 
que podem ser feitos sao de 2,2,3 e 4 mil 


reais. Quantas estrategias de aplica^ao 
diferentes existem se 

(a) uma aplica^ao tiver que ser feita em 
cada carteira? 

(b) aplica^oes tiverem que ser feitas em 
pelo menos 3 das quatro carteiras? 


EXERCICIOS TEORICOS 


1.1 Demonstre a versao generalizada do prin- 
cfpio basico da contagem. 

1.2 Dois experimentos serao realizados. O 
primeiro pode levar a qualquer um dos m 
resultados possfveis. Se o primeiro experi- 
mento levar ao resultado /, entao o segun- 
do experimento pode levar a qualquer 
um dos n i resultados possfveis, com i = 
1,2,..., m. Qual e o numero de resultados 
possfveis para os dois experimentos? 

1.3 De quantas maneiras podem r objetos ser 
selecionados de um conjunto de n objetos 
se a ordem de sele^ao for considerada re- 
levante? 

1.4 Existem ^ ^ arranjos line ares diferentes 

de n bolas, das quais r sao pretas en-r 

sao brancas. De uma explicagao combina- 
toria para este fato. 

1.5 Determine o numero de vetores (x lv ..,x n ) 
de forma que cada x i seja igual a 0 ou 1 e 

it* - k 

i=i 

1.6 Quantos vetores x lv .., x k existem para os 
quais cada x, e um inteiro positivo tal que 
1 < jc ( . < /? e Xj < x 2 <... < x k l 

1.7 Demonstre analiticamente a Equagao 
(4.1). 

1.8 Demonstre que 

(" r )-("»)(") + (?)(-0 

+ - + (")(o) 

Dica: Considere um grupo de n homens e 
m mulheres. Quantos grupos de tamanho 
r sao possfveis? 


1.9 


Use o Exercfcio Teorico 1.8 para demons- 
trar que 

2 


(»)=£(”*) 


k =0 

1.10 De um grupo de n pessoas, suponha que 
queiramos escolher um comite de k, k < 
n , das quais uma sera designada a presi- 
dente. 

(a) Mantendo o foco primeiro na escolha 
do comite e entao na escolha do presi- 

dente, mostre que ha ^ ^ ^ k escolhas 
possfveis. 

(b) Mantendo o foco primeiro na esco¬ 

lha dos membros do comite que nao 
serao escolhidos como presidente e 
entao na escolha do presidente, mos¬ 
tre que ha ^ ^ ^ (n - k + 1) es¬ 

colhas possfveis. 

(c) Mantendo o foco primeiro na esco¬ 
lha do presidente e entao na esco¬ 
lha dos demais membros do comite, 

mostre que ha j ^ escolhas 

possfveis. 

(d) Conclua das letras (a), (b) e (c) que 

(e) Use a defmi$ao fatorial de ^ ™ ^ para 

verificar a identidade mostrada na le- 
tra (d). 

1.11 A identidade a seguir e conhecida como a 
identidade combinatoria de Fermat. 


(D-SO'-i) 


n> k 




Capftulo 1 • Analise Combinatoria 35 


Fornega um argumento combinatorio 
(calculos nao sao necessarios) para esta- 
belecer essa identidade. 

Dica: Considere o conjunto de numeros 1 
ate n. Quantos subconjuntos de tamanho 
k possuem i como o seu membro de maior 
numero? 

1.12 Considere a identidade combinatoria a 
seguir: 

£*(;)—2- 

k =1 X 7 

(a) Apresente um argumento combinato¬ 
rio para essa identidade considerando 
um conjunto de n pessoas e determi- 
nando, de duas maneiras, o numero 
de possiveis selegoes de um comite de 
qualquer tamanho e de um presidente 
para o comite. 

Dica : 

(i) Existem quantas selegoes pos¬ 
siveis para um comite de tama¬ 
nho k e seu presidente? 

(ii) Existem quantas selegoes pos¬ 
siveis para um presidente e os 
demais membros do comite? 

(b) Verifique a identidade a seguir para n 
= 1,2,3,4,5: 

£("y=2"-v» + D 

k =1 X 7 

Para uma demonstragao combinatoria 
da identidade anterior, considere um 
conjunto de n pessoas e mostre que 
ambos os lados da identidade repre- 
sentam o numero de selegoes diferen- 
tes de um comite, seu presidente e seu 
secretario (que possivelmente acumu- 
la a fungao de presidente). 

Dica: 

(i) Quantas selegoes diferentes re- 
sultam em um comite contendo 
exatamente k pessoas? 

(ii) Existem quantas selegoes dife¬ 
rentes nas quais o presidente 
e o secretario sao os mesmos? 
(Resposta: n2 n ~\) 

(iii) Quantas selegoes diferentes 
resultam no presidente e no 
secretario sendo pessoas dife¬ 
rentes? 


(c) Mostre agora que 

E ( fc ) fc 3 = 2 "-V ( n + 3 ) 

1.13 Mostre que, para n > 0, 

E (- i )‘(-)= 0 

i=0 v 7 

Dica : Use o teorema binomial. 

1.14 De um grupo de n pessoas, deve-se esco- 
lher um comite de tamanho j. Deste comi¬ 
te, tambem sera escolhido um subcomite 
de tamanho i, i < j. 

(a) Deduza uma identidade combinato¬ 
ria para calcular, de duas maneiras, o 
numero de escolhas possiveis para o 
comite e o subcomite - inicialmente 
supondo que o comite seja escolhido 
antes do subcomite, e depois supondo 
que o subcomite seja escolhido antes 
do comite. 

(b) Use a letra (a) para demonstrar a se- 
guinte identidade combinatoria: 

(c) Use a letra (a) e o Exercicio Teorico 
1.13 para mostrar que 

j=i X 7X7 

1.15 Seja H k (n) o numero de vetores x lv .., x k 
para os quais cada e um inteiro positivo 
satisfazendo 1 < x i ^ n e x 1 < x 2 <* • ■< x k . 

(a) Sem quaisquer calculos, mostre que 

Hi ( n) = n 

n 

H k (n) = £]//*-,(/) k > 1 
/=1 

Dica: Existem quantos vetores nos 
quais x k = ft 

(b) Use a recursao anterior para calcular 

H, ( 5). 

Dica : Primeiro calcule H 2 (n) para n = 

I , 2 , 3 , 4 , 5 . 

1.16 Considere um torneio com n competido- 
res no qual o resultado e uma ordenagao 
desses competidores, sendo permitidos 
empates. Isto e, o resultado divide os 



36 Probabilidade: Um Curso Moderno com Aplicagoes 


jogadores em grupos, com o primeiro 
grupo sendo formado por aqueles que 
empataram em primeiro lugar, o grupo 
seguinte sendo formado por aqueles que 
empataram em segundo lugar, e assim 
por diante. Fa 9 a N(n) representar o nu- 
mero de diferentes resultados possiveis. 
Por exemplo, N(2) = 3, pois, em um tor- 
neio com 2 competidores, o jogador 1 po- 
deria ser unicamente o primeiro, o joga¬ 
dor 2 poderia ser unicamente o primeiro, 
ou eles poderiam empatar em primeiro. 

(a) Liste todos os resultados possiveis 
quando n = 3. 

(b) Com AZ'(O) definido como igual a 1, mos- 
tre, sem realizar nenhum calculo, que 

N(n) = X) ( ” ) N( - n ~ 

i=i ' ' 

Dica: Existem quantos resultados nos 
quais i jogadores empatam em ultimo 
lugar? 

(c) Mostre que a formula da letra (b) e 
equivalente a 

n —1 

N(n) = £ 

i=0 

(d) Use a recursao para determinar N(3) 
eN(4). 

1.17 Apresente uma explicagao combinatoria 
para 


1.18 Mostre que 



Dica : Use um argumento similar aquele 
empregado para estabelecer a Equagao 
(4.1). 

1.19 Demonstre o teorema multinomial. 

*1.20 De quantas maneiras n bolas identicas po- 
dem ser distribuidas em r urnas de forma 
que a z-esima urna contenha pelo menos 
m i bolas, para cada i = 1,..., r? Suponha 
que n > Ya=\ m- 

*1.21 Mostre que existem exatamente ( r \ 

n r + k j so ^ oes 

x\ + X2 + ■ • • + X r = n 

para as quais exatamente k dos xi sao 
iguais a 0. 

*1.22 Considere uma fungao x n ) de n 

variaveis. Quantas derivadas parciais de 
ordem r a fungao/possui? 

*1.23 Determine o numero de vetores (x v ...,x n ) 
tais que cada um seja um inteiro nao ne- 
gativo e 

it * s k 

i =1 



PROBLEMAS DE AUTOTESTE E EXERCICIOS 


1.1 Existem quantos arranjos lineares dife¬ 
rentes das letras A, B, C, D, E, F para os 
quais 

(a) A e B estao uma ao lado do outra? 

(b) A esta antes de B? 

(c) A esta antes de B e B antes de C? 

(d) A esta antes de B e C antes de D? 

(e) A e B estao uma ao lado da outra e 
C e D tambem estao uma ao lado da 
outra? 

(f) E nao esta na ultima linha? 

1.2 Se quatro americanos, 3 franceses e tres 
britanicos devem sentar-se lado a lado, 


quantos arranjos de assentos sao possi¬ 
veis quando for necessario que pessoas da 
mesma nacionalidade se sentem em posi- 
goes adjacentes? 

1.3 Um presidente, um tesoureiro e um secre- 
tario, todos diferentes, serao escolhidos de 
um clube formado por 10 pessoas. Quan¬ 
tas escolhas diferentes sao possiveis se 

(a) nao houver restrigoes? 

(b) A e B nao trabalharem juntos? 

(c) CeD trabalharem juntos, senao nao 
trabalharao em hipotese alguma? 

(d) E necessariamente ocupar um cargo? 
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(e) F ocupar um cargo apenas se for pre- 
sidente? 

1.4 Uma estudante precisa responder a 7 
questoes de 10 em um exame. Quantas es- 
colhas ela tem? E se ela precisar respon¬ 
der a 3 das primeiras 5 questoes? 

1.5 De quantas maneiras diferentes pode um 
homem dividir 7 presentes entre seus tres 
filhos se o mais velho tiver que receber 3 
presentes e os demais 2 presentes cada? 

1.6 Quantas placas de carro diferentes com 7 
caracteres sao possfveis quando tres das 
posigdes forem letras e 4 forem algaris- 
mos? Suponha que a repetigao das letras 
e dos numeros seja possivel e que nao 
exista restrigao quanto ao seu posiciona- 
mento. 

1.7 De uma explicagao combinatoria para a 
identidade 

OM.-O 

1.8 Considere numeros de n algarismos onde 
cada um deles e um dos 10 inteiros 0, 
1,..., 9. Quantos numeros existem para os 
quais 

(a) nao ha algarismos consecutivos iguais? 

(b) 0 aparece como um algarismo um to¬ 
tal de i vezes, i = 0,..., nl 

1.9 Considere tres classes, cada uma dela for- 
mada por n estudantes. Deste grupo de 3 n 
estudantes, deve-se escolher um grupo de 
3 estudantes. 

(a) Quantas escolhas sao possfveis? 

(b) Existem quantas escolhas nas quais 
todos os 3 estudantes vem da mesma 
classe? 

(c) Existem quantas escolhas nas quais 
2 dos 3 estudantes estao na mesma 
classe e o outro esta em uma classe 
diferente? 

(d) Existem quantas escolhas nas quais 
todos os 3 estudantes estao em classes 
diferentes? 

(e) Usando os resultados das letras (a) a 
(d), escreva uma identidade combi¬ 
natoria. 

1.10 Quantos numeros de 5 algarismos podem 
ser formados a partir dos inteiros 1, 2 ,..., 
9 se nenhum algarismo puder aparecer 
mais de duas vezes? (Por exemplo, 41434 
nao e permitido.) 


1.11 De 10 casais, queremos selecionar um 
grupo de 6 pessoas no qual a presenga de 
um casal nao e permitida. 

(a) Existem quantas escolhas possfveis? 

(b) Existem quantas escolhas possfveis se 
o grupo tambem tiver que ser forma- 
do por 3 homens e 3 mulheres? 

1.12 Deve-se escolher um comite de 6 pessoas 
a partir de um grupo formado por 7 ho¬ 
mens e 8 mulheres. Se o comite tiver que 
ser formado por pelo menos 3 mulheres e 
pelo menos 2 homens, e possivel formar 
quantos comites diferentes? 

*1.13 Uma colegao de artes formada por 4 Da¬ 
lis, 5 Van Goghs e 6 Picassos foi leiloada. 
No leilao havia 5 colecionadores de arte. 
Se um reporter tivesse anotado apenas o 
numero de Dalis, Van Goghs e Picassos 
adquiridos por cada colecionador, quan¬ 
tos resultados diferentes poderiam ter 
sido registrados se todos os trabalhos ti- 
vessem sido vendidos? 

*1.14 Determine o numero de vetores (x v ...,x n ) 
tais que cada x x e um inteiro positivo e 

n 

=£ k 

1=1 

onde k > n. 

1.15 Um total de n estudantes esta matricula- 
do em um curso de probabilidade. Os re¬ 
sultados dos exames vao listar os nomes 
dos alunos aprovados em ordem decres- 
cente de notas. Por exemplo, o resultado 
sera “Bruno, Carlos” se Bruno e Carlos 
forem os unicos a terem sido aprovados, 
com Bruno recebendo a maior nota. Su- 
pondo que todas as notas sejam diferen¬ 
tes (sem empates), quantos resultados 
serao possfveis? 

1.16 Quantos subconjuntos de tamanho 4 do 
conjunto S = { 1 , 2 ,..., 20} contem pelo me¬ 
nos um dos elementos 1,2,3,4,5? 

1.17 Verifique analiticamente a igualdade a 
seguir: 

GM‘) + *<„-« + (V),..... 

Agora, fornega um argumento combina- 
torio para esta identidade. 

1.18 Em certa comunidade, ha 3 famflias for- 
madas por um unico pai e um filho, 3 fa- 
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mflias formadas por um unico pai e 2 fi¬ 
lhos, 5 familias formadas por 2 pais e um 
filho unico, 7 familias formadas por 2 pais 
e 2 filhos, e 6 familias formadas por 2 pais 
e 3 filhos. Se um pai e um filho de cada fa- 
mflia tiverem que ser escolhidos, existem 
quantas possibilidades de escolha? 


1.19 Se nao houver restrigoes quanto ao po- 
sicionamento dos numeros e das letras, 
quantas placas de carro com 8 caracteres 
formadas por 5 letras e tres numeros se- 
rao possiveis se nao for permitida a re- 
petigao de letras ou numeros? E se os 3 
numeros tiverem que ser consecutivos? 
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2.1 INTRODUCAO 

Neste capitulo, introduzimos o conceito de probabilidade de um evento e em 
seguida mostramos como probabilidades podem ser calculadas em certas situa- 
goes. Antes disso, no entanto, necessitamos dos conceitos de espago amostral e 
de eventos de um experimento. 

2.2 ESPAgO AMOSTRAL E EVENTOS 

Considere um experimento cujo resultado nao se pode prever com certeza. 
Entretanto, embora o resultado do experimento nao seja conhecido antecipa- 
damente, vamos supor que o conjunto de todos os resultados possiveis seja 
conhecido. Esse conjunto e conhecido como o espago amostral do experimento 
e e representado pela letra S. A seguir, temos alguns exemplos: 

1. Se o resultado de um experimento consiste na determinagao do sexo de um 
bebe recem-nascido, entao 


onde o resultado g significa que o bebe e menina e b que o bebe e menino. 
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2. Se o resultado de um experimento e a ordem de chegada de uma corrida 
entre 7 cavalos numerados de 1 a 7, entao 

S = {todas as 7! permutagdes de (1,2,3,4,5,6,7)} 

O resultado (2,3,1,6,5,4,7) significa, por exemplo, que o cavalo numero 2 
chegou em primeiro lugar, depois o cavalo numero 3, depois o numero 1, e 
assim por diante. 

3. Se o experimento consiste em jogar duas moedas, entao o espago amostral 
e formado pelos quatro pontos a seguir: 

S = {(H,H),(H,T),(T,HUT,T)} 

O resultado sera (//, H) se ambas as moedas derem cara, ( H , T) se a primei- 
ra moeda der cara e a segunda der coroa, ( T , H ) se a primeira der coroa e a 
segunda der cara, e (T, T) se ambas derem coroa. 

4. Se o experimento consiste em jogar dois dados, entao o espago amostral e 
formado por 36 pontos 

S={(iJ):iJ = 1,2,3,4,5,6} 

onde o resultado (ij) ocorre se i e o numero que aparece no dado da es- 
querda ej'eo numero que aparece no outro dado. 

5. Se o experimento consiste em medir (em horas) o tempo de vida de um 
transistor, entao o espago amostral e formado por todos os numeros reais 
nao negativos; isto e: 

S = [x: 0 < x < oo} 

Qualquer subconjunto E do espago amostral e conhecido como um evento . 
Em outras palavras, um evento e um conjunto formado pelos possiveis resul- 
tados do experimento. Se o resultado do experimento estiver contido em E, 
entao dizemos que E ocorreu. A seguir listamos alguns exemplos de eventos. 

No Exemplo 1 anterior, se E = {g}, entao E e o evento em que o bebe e uma 
menina. Similarmente, se F = { b }, entao Ft o evento em que o bebe e um menino. 
No Exemplo 2, se 

E = {todos os resultados em 5 comegando com um 3} 

entao E e o evento em que o cavalo 3 vence a corrida. 

No Exemplo 3, se E — {(//, //), (//, 7)}, entao E e o evento em que a primei¬ 
ra moeda langada da cara. 

No Exemplo 4, se E = {(1,6), (2,5), (3, 4), (4,3), (5,2), (6,1)}, entao E to 
evento em que a soma dos dados e igual a 7. 

No Exemplo 5, se E = {x: 0 < x < 5}, entao E to evento em que o transistor 
nao funciona mais que 5 horas. 

Para quaisquer dois eventos E e F de um espago amostral 5, definimos o 
novo evento E U F como sendo formado por todos os resultados que perten- 
cem aEouEouaEeF simultaneamente. Isto e, o evento E U F ocorrera se E 
ou F ocorrer. Por exemplo, no Exemplo 1, se o evento E = [g] t F = { b }, entao 

EUF={g,b] 
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Isto e, F U F corresponde a todo o espago amostral S. No Exemplo 3, se E = 
{(//, H\ (H, 7)}eF = [T, H)}, entao 

EUF= {(H,H),(H 9 T), (T,H)} 

Assim, E U Focorreria se desse cara em qualquer uma das duas moedas. 

O evento E U F e chamado de uniao dos eventos E e F. 

De forma similar, para quaisquer dois eventos E e F, tambem podemos de- 
finir o novo evento FF, chamado de interseqao de F e F, como sendo formado 
por todos os resultados que estao tanto em E quanto em F Isto e, o evento EF 
(as vezes escrito E n F) ocorre apenas se F e F ocorrerem. Por exemplo, no 
Exemplo 3, se E = {(H, H), (H, T), (F, 7/)} e o evento em que pelo menos uma 
cara aparece nas duas moedas e F = {(//, T ), (F, //), (F, F)} e o evento em que 
pelo menos uma coroa aparece, entao 

F n F = {(//, 7), (F, //)} 

e o evento em que exatamente uma cara e uma coroa aparecem. No Exemplo 4, 
se F = {(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6, l)}eo evento em que a soma dos da¬ 
dos e igual a 7 e F = {(1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1)} e o evento em que a soma 
dos dados e igual a 6, entao o evento EF nao contem quaisquer resultados e 
portanto nao poderia ocorrer. Tal evento e chamado de evento vazio e e re- 
presentado pelo simbolo 0 (isto e, 0 se refere ao evento formado por nenhum 
resultado). Se EF = 0, entao se diz que F e F sao mutuamente exclusivos. 

Definimos unioes e intersegoes de mais de dois eventos de forma similar. Se 
Fj, F 2 ,... sao eventos, entao a uniao desses eventos, representada como (J E n , e 

n=l 

definida como o evento formado por todos os resultados que aparecem em E n 

para pelo menos um valor de n = 1,2,.... Similarmente, a intersegao dos eventos 

00 

E n , representada como f] E n , e definida como o evento formado pelos resulta¬ 
nt 

dos que aparecem em todos os eventos F w , n = 1,2,.... 

Finalmente, para qualquer evento F, definimos o novo evento F c , chama¬ 
do de complemento de F, como o evento formado por todos os resultados do 
espago amostral que nao estao contidos em F. Isto e, E c ocorrera se e somente 
se F nao ocorrer. No Exemplo 4, se o evento F = {(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5, 
2), (6,1)}, entao F c ocorre quando a soma dos dados nao for igual a 7. Note que, 
como o experimento deve levar a algum resultado, tem-se que S c = 0. 

Para quaisquer dois eventos F e F, se todos os resultados em F tambem esti- 
verem em F, dizemos que F esta contido em F, ou que F e um subconjunto de F, 
e escrevemos F C F (ou, de forma equivalente, F D F, quando as vezes F e cha¬ 
mado de superconjunto de F). Assim, se F C F, entao a ocorrencia de F implica 
a ocorrencia de F. Se F C F e F C F, dizemos que F e F sao iguais e escrevemos 
E = F 

Uma representagao grafica que ajuda na ilustragao das relagoes logicas en- 
tre eventos e o diagrama de Venn. O espago amostral S e representado como 
um grande retangulo e os eventos F, F, G,... sao representados como todos os 
resultados presentes no interior de circulos colocados dentro desse retangu¬ 
lo. Eventos de interesse podem entao ser indicados sombreando-se as regioes 
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5 s 



s 



Figura 2.1 Diagramas de Venn. 


apropriadas do diagrama. Por exemplo, nos tres diagramas de Venn mostrados 
na Figura 2.1, as areas sombreadas representam, respectivamente, os eventos E 
U F, EF e E c . O diagrama de Venn na Figura 2.2 indica que E C F. 

As operagoes de formagao de unioes, intersegoes e complementos de even¬ 
tos obedecem a certas regras similares as regras de algebra. Listamos algumas 
destas regras: 

Leis cornutativas E U F = F U E EF = FE 

Leis associativas (E U F) U G = E U (F U G) ( EF)G = E(FG) 

Leis distributivas (E U F)G = EG U FG EF UG = (£U G)(F U G) 

Essas relagoes sao verificadas mostrando-se que qualquer resultado que esta 
contido no evento no lado esquerdo da igualdade tambem esta contido no seu 
lado direito, e vice-versa. Uma maneira de mostrar isso e utilizar diagramas de 
Venn. Por exemplo, a lei distributiva pode ser verificada pela sequencia de dia¬ 
gramas mostrada na Figura 2.3. 



Figura 2.2 E C F. 
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(c) RegiSo sombreada: (£ U F)G 


Figura 2.3 (fUf)C = KU FC. 


As expressoes a seguir, que sao bastante uteis e relacionam as tres opera- 
goes basicas de formagao de unioes, intersegoes e complementos, sao conheci- 
das como leis de DeMorgan : 

(U E <) =rv? 


n E ‘l =11^ 


Para provar as leis de DeMorgan, suponha primeiro que x seja um resultado 
In \ C 

de ( (J Ei ] . Entao x nao esta contido em (J o que significa que x nao esta 


contido em nenhum dos eventos i = 1,2,..., n. Isso implica que x esta contido 

n 

em E c t para todo i = 1, 2,..., n e que portanto esta contido em p| E c r Indo por 

n i =1 

outro caminho, suponha que x seja um resultado de P| E c r Entao x esta contido 

i= 1 

em E c t para todo i = 1, 2,..., n , o que significa que x nao esta contido em E t para 

n 

nenhum i = 1,2,..., n, o que implica que x nao esta contido em |J E^ Por sua vez, 


isso implica que x esta contido em ( IJ Ei j . Isso demonstra a primeira das leis 
de DeMorgan. ' 1 / 

Para provar a segunda lei de DeMorgan, usamos a primeira lei para obter 


i>n = n^) c 
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que, ja que ( E°) c = E, e equivalente a 

Calculando os complementos de ambos os lados da equagao anterior, obtemos 
o resultado esperado, isto e, 


2.3 AXIOMAS DA PROBABILIDADE 


Uma maneira de definir a probabilidade de um evento e em termos de sua fre¬ 
quencia relativa. Tal definigao e feita da seguinte forma: suponhamos que um 
experimento, cujo espago amostral e 5, seja realizado repetidamente em con- 
digoes exatamente iguais. Para cada evento E do espago amostral S, definimos 
n(E) como o numero de vezes que o evento E ocorre nas n primeiras repetigoes 
do experimento. Entao, P{E), a probabilidade do evento E , e definida como 


P(E) = 


lim 

00 


n(E) 

n 


Isto e, P(E) e definida como a proporgao (limite) de tempo em que E ocorre. 
Ela e tambem a frequencia limite de E. 

Embora a definigao anterior seja intuitivamente agradavel e deva estar 
sempre na mente do leitor, ela possui um serio inconveniente: como saberemos 
que n(E)ln convergira para algum valor limite constante que sera o mesmo 
para cada possfvel sequencia de repetigoes do experimento? Por exemplo, su- 
ponha que o experimento a ser realizado repetidamente consista em jogar uma 
moeda. Como saberemos que a proporgao de caras obtidas nas n primeiras 
jogadas convergira para algum valor a medida que n aumenta? Alem disso, 
mesmo se essa proporgao convergir para algum valor, como saberemos se, caso 
o experimento seja realizado uma segunda vez, obteremos a mesma proporgao 
limite de caras? 

Proponentes da definigao da probabilidade por meio da frequencia relativa 
usualmente respondem a essa objegao dizendo que a convergencia de n(E)fn 
para um valor limite constante e uma suposigao, ou um axioma, do sistema. 
Entretanto, supor que n{E)in necessariamente convergira para algum valor 
constante parece ser uma suposigao extraordinariamente complicada. Pois, 
embora realmente esperemos que tal frequencia limite exista, nao parece, a 
priori , de forma alguma evidente que este seja necessariamente o caso. De fato, 
nao seria mais razoavel supor um conjunto de axiomas simples e autoevidentes 
para a probabilidade e entao provar que tal frequencia limite constante exis- 
te de alguma maneira? Esta e a abordagem axiomatica moderna da teoria da 
probabilidade que adotamos neste texto. Em particular, vamos assumir que. 



Capitulo 2 • Axiomas da Probabilidade 45 


para cada evento E no espago amostral 5, existe um valor P(E ) chamado de 
probabilidade de E. Vamos entao supor que todas as probabilidades satisfazem 
certo conjunto de axiomas, os quais, esperamos que o leitor concorde, estao de 
acordo com nossa nogao intuitiva de probabilidade. 

Considere um experimento cujo espago amostral e 5. Para cada evento E 
do espago amostral 5, assumimos que um numero P(E) seja definido e satisfaga 
os tres axiomas a seguir: 

Axioma 1 


0 < P(E) < 1 


Axioma 2 


P(S) = 1 


Axioma 3 

Para cada sequencia de eventos mutuamente exclusivos E v E 2 ,... (isto e, 
eventos para os quais Efi } = 0 quando i # ;), 

( 00 \ oo 

Referimo-nos a P(E) como a probabilidade do evento E. 

Assim, o Axioma 1 diz que a probabilidade de o resultado do experimento 
ser o resultado de E e igual a algum numero entre 0 e 1. O Axioma 2 diz, com 
probabilidade 1, que o resultado sera um ponto contido no espago amostral S . 
O Axioma 3 diz que, para qualquer sequencia de eventos mutuamente exclusi¬ 
vos, a probabilidade de pelo menos um desses eventos ocorrer e justamente a 
soma de suas respectivas probabilidades. 

Se considerarmos a sequencia de eventos E v onde E 1 = 5 e E t = 0 

oo 

para i > 1, entao, como os eventos sao mutuamente exclusivos e S = (J 
teremos, do Axioma 3, 

oo oo 

P(S) = J^P(Ei) = P(S) + £p(0) 

i=1 i=2 


o que implica que 


P(0) = 0 


Isto e, o evento vazio tern probabilidade nula. 

Note que dai segue que, para qualquer sequencia de eventos mutuamente 
exclusivos E v E 2 E n , 

n \ n 
i / «=i 


p 


(3.1) 
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Essa equagao pode ser obtida do Axioma 3 com a definigao de E i como o 
evento vazio para todos os valores de i maiores que n. O Axioma 3 e equivalen- 
te a Equagao (3.1) quando o espago amostral e finito (por que?). Entretanto, a 
generalidade do Axioma 3 e necessaria quando o espago amostral consiste em 
um numero infinito de pontos. 

Exemplo 3a 

Se nosso experimento corresponde ao langamento de uma moeda e se supomos 
que a probabilidade de dar cara e igual a de dar coroa, entao temos 

= P({T}) = 1 

Por outro lado, se a moeda tivesse sido adulterada e identificassemos a sua 
probabilidade de dar cara como sendo duas vezes maior do que a de dar coroa, 
entao teriamos 

PUH}) = | PUT}) = 1 □ 


Exemplo 3b 

Se um dado 6 jogado e supormos que seus seis lados tenham a mesma proba¬ 
bilidade de aparecer, entao teremos P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) = P({5}) 
= P({6}) = 1/6. Do Axioma 3, tem-se que a probabilidade de sair um numero 
par e igual a 

P({2,4,6}) = P({ 2}) + P({ 4}) + P({6}) = X - P 

A suposigao da existencia de uma fun^ao conjunto P, que e definida 
para os eventos de um espago amostral S e satisfaz aos Axiomas 1, 2 e 3, 
constitui a abordagem matematica moderna para a teoria da probabilidade. 
Esperamos que o leitor concorde que os axiomas sao naturais e que estao de 
acordo com o nosso conceito intuitivo de probabilidade, que esta relaciona- 
do ao acaso e a aleatoriedade. Alem disso, usando esses axiomas poderemos 
provar que, se um experimento e repetido varias vezes, entao, com probabi¬ 
lidade 1, a proporgao de tempo durante o qual qualquer evento E especifico 
ocorre e igual a P{E). Esse resultado, conhecido como a lei forte dos grandes 
numeros, e apresentado no Capitulo 8. Alem disso, apresentamos outra in- 
terpretagao possivel da probabilidade - como sendo uma medida de crenga 
- na Segao 2.7. 

Observagao tecnica: Temos considerado P(E) como sendo definida 
para todos os eventos do espago amostral. Na realidade, quando o espago 
amostral e um conjunto infinito, P(E) e definida apenas para uma classe 
de eventos chamados mensuraveis. Entretanto, essa restrigao, embora ne¬ 
cessaria, nao nos preocupa, ja que todos os eventos com qualquer interesse 
pratico sao mensuraveis. 
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2.4 ALGUMAS PROPOSI^OES SIMPLES 

Nesta se^ao, provamos algumas proposi^oes simples envolvendo probabilida- 
des. Primeiro notamos que, como E e E° sao sempre mutuamente exclusivos e 
como E U E° = 5, temos, pelos Axiomas 2 e 3, 

1 = P(S) = P(E U E c ) = P(E ) + P(E C ) 
ou, equivalentemente, temos a Proposigao 4.1. 

Proposi^ao 4.1. 

P(£ c ) = 1 - P(E) 

Colocando em palavras, a Proposi^ao 4.1 diz que a probabilidade de um 
evento nao ocorrer e igual a 1 menos a probabilidade de ele ocorrer. Por exem- 
plo, se a probabilidade de dar cara ao langar-se uma moeda e igual a 3/8, entao 
a probabilidade de dar coroa deve ser igual a 5/8. 

Nossa segunda proposi^ao diz que, se o evento E esta contido no evento F, 
entao a probabilidade de E nao e maior que a probabilidade de F. 

Proposi^ao 4.2. Se E C F, entao P(E) < P(F ). 

Demonstraqao Como E C F, podemos expressar F como 

F-£U £ C F 

Portanto, como £ e £ c £sao mutuamente exclusivos, obtemos, do Axioma 3, 
P(F) = P(E) + P(E°F) 

o que prova o resultado, ja que P(E C F) >0. □ 

A Proposi^ao 4.2 nos diz, por exemplo, que a probabilidade de sair 1 em 
um dado e menor do que a de sair um numero impar. 

A proxima proposigao fornece a relagao entre a probabilidade da uniao de 
dois eventos, expressa em termos das probabilidades individuals e da probabi¬ 
lidade de intersegao dos eventos. 

Proposi^ao 4.3. 

P(E U F) = P(E ) + P(F) - P(EF) 

Demonstraqao Para deduzir uma formula para P{E U £), primeiro nota¬ 
mos que E U Fpode ser escrito como a uniao dos dois eventos disjuntos E 
qF?F. Assim, do Axioma 3, obtemos 

P(E U F) = P(E U E C F) 

= P{E) + P(E C F) 

Alem disso, como F — EF U F?F, obtemos novamente do Axioma 3 
P(F) = P(EF) + P{E C F) 
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Figura 2.4 Diagrama de Venn, 
ou, equivalentemente, 

P(E C F ) = P(F) - P(EF) 

o que completa a demonstragao. □ 

A Proposigao 4.3 tambem poderia ter sido provada por meio do diagrama 
de Venn da Figura 2.4. 

Vamos dividir E U F em tres segoes mutuamente exclusivas, conforme 
mostrado na Figura 2.5. Colocando em palavras, a segao I representa todos os 
pontos em E que nao estao em F (isto e, EF C ), a segao II representa todos os 
pontos simultaneamente em E e em F (isto e, EF) e a segao III representa todos 
os pontos em F que nao estao em E (isto e, E C F). 

Da Figura 2.5, vemos que 

E U F = I U II U III 
E = I U II 
F = II U III 

Como I, II e III sao mutuamente exclusivos, tem-se do Axioma 3 que 
P(E U F) = P(I) + P(II) + P(III) 

P{E) = P( I) + P(II) 

P(F) = P(II) + P(III) 

o que mostra que 

P(E U F) = P(E) + P(F) - P(II) 
e com isso a Proposigao 4.3 esta provada, ja que II = EF. 



Figura 2.5 Diagrama de Venn em segoes. 
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Exemplo 4a 

J. leva dois livros para ler durante as ferias. A probabilidade de ela gostar do 
primeiro livro e de 0,5, de gostar do segundo livro e de 0,4 e de gostar de ambos 
os livros e de 0,3. Qual e a probabilidade de que ela nao goste de nenhum dos 
livros? 

Solugtio Seja B i o evento “J. gosta do livro V] i — 1,2. Entao a probabilidade 
de J. gostar de pelo menos um dos livros e 

P(B 1 U B 2 ) = P(B j) + P(B 2 ) - P(B 1 B 2 ) = 0,5 + 0,4 - 0,3 = 0,6 

Como o evento “J. nao gosta de nenhum dos livros” e o complemento do even¬ 
to em que ela gosta de pelo menos um deles, obtemos o resultado 

P{B{B c 2 ) = P ((5! U B 2 ) c ) = 1 - P(B l U B 2 ) = 0,4 ■ 

Tambem podemos calcular a probabilidade de ocorrencia de qualquer um 
dos tres eventos E,Fe G, isto e, 

P(E U F U G) = P[(E U F) U G] 

que, pela Proposigao 4.3, e igual a 

P(E U F) + P(G) - P[(E U F)G ] 

Agora, resulta da lei distributiva que os eventos (E U F)G e EG U EG sao 
equivalentes; portanto, das equagoes anteriores, obtemos 

P(E U F U G) 

= P(E) + P(F) - P(EF) + P(G) - P(EG U FG) 

= P(E) + P(F) - P(EF) + P(G) - P(EG) - P(FG) + P(EGFG) 

= P(E) + P(F) + P(G) - P(EF) - P(EG) - P(FG ) + P(EFG) 

De fato, a proposigao a seguir, conhecida como identidade da inclusdo-exclusdo , 
pode ser demonstrada por indugao matematica: 

Proposigao 4.4. 

n 

P{E l U E 2 U ■ • ■ U E n ) = - E P i E h E h) + • ’ • 

i —1 i\ <f*2 

+ (-l) r+1 P( E n E k--- E ir) 

*1 </2<"*<ir 

+ ••• + (-ir + 1 P(£i £ 2 •••£„) 

A soma J] Ei 2 • • • Ei r ) e feita ao longo de todos os ( n ) subconjun- 

tos possiveis de tamanho r do conjunto {1,2,..., n}. 

Colocando em palavras, a Proposigao 4.4 diz que a probabilidade da uniao 
de n eventos e igual a soma das probabilidades individuals desses eventos, me- 
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nos a soma das probabilidades desses eventos dois a dois, mais a soma das pro- 
babilidades desses eventos tres a tres, e assim por diante. 

Observances: 1. Para uma demonstrate nao indutiva da Proposigao 
4.4, note primeiro que se o resultado de um espago amostral nao pertencer a 
nenhum dos conjuntos E- p entao sua probabilidade nao contribuira de forma 
alguma para nenhum dos lados da igualdade. Agora, suponha que um resulta¬ 
do aparega em exatamente m dos eventos onde m > 0. Entao, como o re¬ 
sultado aparece em (J Ej, sua probabilidade e contada uma vez em P I (J Ei ); 

1 (m\ V / 

alem disso, como esse resultado esta contido em 1^1 subconjuntos do tipo 

Ejj Ei 2 " ' Ei k , sua probabilidade e contada ' 7 

vezes no lado direito do sinal de igualdade da Proposigao 4.4. Assim, para m > 
0, devemos mostrar que 

( ffl x 

q I, a equagao anterior e equivalente a 

E(T)(-d‘ = o 

i=o v 7 

e a ultima equagao e consequencia do teorema binomial, ja que 

0 = (-1 + iy» = £ ( 7 ) 

i=0 ^ 7 

2. A equagao a seguir e uma forma sucinta de se escrever a identidade da 
inclusao-exclusao: 

n 

P(U" =1 Ei) = £(-l) r+1 £ P{E h ---E ir ) 

r —1 <-<i r 

3. Na identidade da inclusao-exclusao, a safda de um termo resulta em um 
limite superior para a probabilidade da uniao, a saida de dois termos resulta em 
um limite inferior para a probabilidade, a saida de tres termos resulta em um 
limite superior para a probabilidade, a saida de quatro termos resulta em um 
limite inferior, e assim por diante. Isto e, para eventos £ lv .., £„, temos 

n 

P(U? =1 Ei) < J2 P(Ei) (4-1) 

1=1 
n 

pqjuei) s 

/=l /</ 


(4.2) 
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PQJUEi) - ~ Y. P{E ‘ E i> + E p ( E ‘ E J E k) (4-3) 

i —1 }<i k<j<i 

e assim por diante. Para provar a validade desses limites, note a identidade 
U n i=l Ei = Ei U E[E 2 U E\E\E z U • • • U E\ • • • E c n _ x E n 

Isto e, pelo menos um dos eventos E t ocorre se E 1 ocorrer, ou se E x nao ocorrer 
mas E 2 ocorrer, ou se E x e E 2 nao ocorrerem mas E 3 ocorrer, e assim por diante. 
Como o lado direito e a uniao de eventos disjuntos, obtemos 

PQJU E t) = P(E i) + P{E\E 2 ) + P(E[E c 2 E 2 ) + ... + P(E\ • • • E c n _ x E n ) 

n 

= P{E X ) + £>(£)••. E U E i) (4-4) 

i=2 

Agora, seja Bi = EJ • = (Uf<i£)-) c o evento em que nenhum dos primei- 

ros i -1 eventos ocorrem. A aplicagao da identidade 

P(Ei) = P(BiEi) + PiBfEi) 


mostra que 

P(Ei) = P{E\ • ■ • E^Ed + P(E, U)•<,• £,) 


ou, equivalentemente, 

= P(Ei) - PQJjciEiEj) 

A substitui$ao dessa equa§ao em (4.4) resulta em 

PQJUEi) = E P(E) - E P<Vj<i E iEj) (4.5) 

i 

Como probabilidades sao sempre nao negativas, a Desigualdade (4.1) resulta 
diretamente da Equagao (4.5). Agora, fixando i e aplicando a Desigualdade 
(4.1) em P{U j<i E i E / ), obtem-se 

P(,Uj<iEiEj) s J^P(EiEj) 
j<i 

que, pela Equagao (4.5), fornece a Desigualdade (4.2). Similarmente, fixando i 
e aplicando a Desigualdade (4.2) em P(t/ ;<f .£-E y ), obtem-se 

PQJj<iEiEj) > Y'PiEiEj) - J2 P(EiEjEiE k ) 
j<i k<j<i 

= £>(£,£,) - J2 p (EiEjE k ) 

j<i k<j<i 

que, pela Equagao (4.5), fornece a Desigualdade (4.3). A proxima desigualdade 
inclusao-exclusao pode agora ser obtida fixando-se i e aplicando-se a Desigual¬ 
dade (4.3) a P(U j<i E i E / ), e assim por diante. 
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2.5 ESPA^OS AMOSTRAIS COM RESULTADOS 
IGUALMENTE PROVAVEIS 

Em muitos experimentos, e natural supor que todos os resultados presentes no 
espago amostral sejam igualmente provaveis. Por exemplo, considere um expe- 
rimento cujo espago amostral S e um conjunto finito, digamos, S = {1, 2 ,..., N}. 
Nesse caso, e muitas vezes natural supor que 

P({l}) = P({2})=... = J P({^V}) 

O que implica, dos Axiomas 2 e 3 (por que?), que 

P({i}) = 2 i = 1,2,... ,7V 

Dessa equagao, resulta do Axioma 3 que, para cada evento E , 

numero de resultados em E 

P(E) —- 

numero de resultados em S 

Colocando em palavras, se supomos que todos os resultados de um experimen- 
to sao igualmente provaveis, entao a probabilidade de qualquer evento E e 
igual a proporgao de resultados no espago amostral que estao contidos em E. 

Exemplo 5a 

Se dois dados sao langados, qual e a probabilidade de que a soma das faces de 
cima seja igual a 7? 

Solugao Vamos resolver este problema supondo que todos os 36 resultados 
possiveis sejam igualmente provaveis. Como ha 6 resultados possiveis - isto e, 
(1, 6), (2,5), (3, 4), (4,3), (5,2) e (6,1) - que resultam na soma dos dados ser 
igual a 7, a probabilidade desejada e igual a ^ = g. □ 

Exemplo 5b 

Se tres bolas sao “retiradas aleatoriamente” de um recipiente contendo 6 bolas 
brancas e 5 bolas pretas, qual e a probabilidade de que uma das bolas seja bran- 
ca e as outras duas sejam pretas? 

Solugao Se considerarmos a ordem de selegao das bolas como sendo rele- 
vante, entao o espago amostral e formado por 11 • 10 • 9 = 990 resultados. 
Alem disso, existem 6 • 5 • 4 = 120 resultados nos quais a primeira bola selecio- 
nada e branca e as outras duas sao pretas; 5-6*4 = 120 resultados nos quais a 
primeira bola e preta, a segunda e branca e a terceira e preta; e 5 • 4 • 6 = 120 
resultados nos quais as primeiras duas bolas sao pretas e a terceira e branca. 
Portanto, supondo que “retiradas aleatoriamente” signifique que cada evento 
do espago amostral seja igualmente provavel, vemos que a probabilidade de¬ 
sejada e igual a 

120 + 120 + 120 4 

990 “ IT 
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Este problema tambem poderia ter sido resolvido considerando-se o resultado 
do experimento como sendo o conjunto desordenado de bolas retiradas. Por este 

ponto de vista, existem ^ ^ ^ = 165 resultados no espago amostral. Nesse caso, 

cada conjunto de 3 bolas corresponde a 3! resultados quando a ordem da selegao 
e levada em consideragao. Como consequencia, se for considerado que todos os 
resultados sao igualmente provaveis quando a ordem da selegao e importante, 
tem-se que estes continuam igualmente provaveis quando o resultado considera¬ 
do e um conjunto desordenado de bolas selecionadas. Dessa forma, usando esta 
ultima representagao do experimento, vemos que a probabilidade desejada e 



o que, naturalmente, concorda com a resposta obtida previamente. 

Quando o experimento consiste em uma selegao aleatoria de k itens de um 
conjunto de n itens, temos a flexibilidade de deixar que o resultado do experi¬ 
mento seja a selegao ordenada dos k itens ou que seja o conjunto desordenado 
de itens selecionados. No primeiro caso, suporiamos que cada nova selegao te- 
ria probabilidade igual a de todos os itens ainda nao selecionados do conjunto, 
e no ultimo caso suporiamos que todos os (£) subconjuntos possiveis de k itens 
teriam a mesma probabilidade de serem selecionados. Por exemplo, suponha 
que 5 pessoas devam ser selecionadas aleatoriamente de um grupo de 20 indivi- 
duos formados por 10 casais, e que queiramos determinar P(N), a probabilida¬ 
de de que os 5 escolhidos nao estejam relacionados (isto e, que nenhum par de 
pessoas selecionadas seja um casal). Se considerarmos o espago amostral como 
sendo o conjunto de 5 pessoas escolhidas, entao ha ( 2 5 °) resultados igualmente 
provaveis. Um resultado que nao contem um casal pode ser pensado como a 
saida de um experimento de seis estagios: no primeiro estagio, 5 dos 10 casais 
que terao um membro no grupo sao escolhidos; nos 5 estagios seguintes, sele- 
ciona-se 1 dos 2 membros de cada um desses casais. Assim, ha (^)2 5 resultados 
possiveis nos quais os 5 membros selecionados nao estao relacionados, o que 
leva a probabilidade desejada de 



Em contraste,poderiamos considerar o resultado do experimento como sen¬ 
do a selegao ordenada dos 5 individuos. Neste caso, haveria 20 • 19 * 18 • 17 *16 
resultados igualmente provaveis, dos quais 20 • 18 • 16 • 14 • 12 casos resultariam 
em um grupo de 5 individuos nao relacionados. Como resultado, teriamos 


P(N) = 


20 • 18 • 16 • 14 . 12 
20 • 19 • 18 • 17 • 16 
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Deixamos para o leitor a verificasao de que as duas respostas sao identical ■ 


Exemplo 5c 

Um comite de 5 pessoas deve ser selecionado de um grupo de 6 homens e 9 
mulheres. Se a selegao for feita aleatoriamente, qual e a probabilidade de que o 
comite seja formado por 3 homens e 2 mulheres? 


Solugao Como cada um dos ( ] |) comites possiveis tern a mesma probabilida¬ 
de de ser selecionado, a probabilidade desejada e 



0 ?) ' 1001 


Exemplo 5d 

Uma urna contem n bolas, uma das quais e especial. Se k dessas bolas sao reti- 
radas uma de cada vez, e se todas as bolas na urna tern a mesma a probabilida¬ 
de de serem retiradas, qual e a probabilidade de a bola especial ser escolhida? 

Solugao Como todas as bolas sao tratadas da mesma maneira, tem-se que 

o conjunto de k bolas pode ser qualquer um dos ( ^ ) conjuntos de k bolas. 
Portanto, ' ' 


Pjselegao de bola especial} = 



Tambem poderiamos ter obtido esse resultado fazendo com que A t denotasse o 
evento em que a bola especial e a z'-esima bola a ser escolhida, i = l r .., k. Entao, 
como cada uma das n bolas teria a mesma probabilidade de ser a z-esima bola 
escolhida, obteriamos P(A t ) = 1 In. Como esses eventos sao claramente mutua- 
mente exclusivos, temos 


Pfselegao de bola especial} — P 



k 


1 


k 

n 


Tambem poderiamos ter mostrado que P{A^) — 1 In notando que ha n(n - 1)... 
(n - k + 1) = n\l(n - k)\ resultados igualmente provaveis no experimento, dos 
quais ( n -1 )(n - 2)... (n - i + l)(l)(rc -/)••- (n - k + 1) = ( n - 1 )!/(n - k)\ cul- 
minam na escolha da /-esima bola como sendo a bola especial. Seguindo esse 
raciocmio, tem-se que 


P(Ad 


(rc ~ 1)! 

n\ 


1 


n 
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Exemplo 5e 

Suponha que n .+ m bolas, das quais n sao vermelhas e m sao azuis, sejam arran- 
jadas em uma sequencia linear de forma que todas as (n + m)\ sequencias pos¬ 
sfveis sejam igualmente provaveis. Se gravarmos o resultado deste experimento 
listando apenas as cores das bolas sucessivas, mostre que todos os resultados 
possfveis permanecem igualmente provaveis. 

Solugao Considere qualquer uma das (n 4- m)\ sequencias possfveis e note 
que qualquer permutagao das bolas vermelhas entre si e das bolas azuis entre 
si nao muda a sequencia das cores. Como resultado, cada sequencia de cores 
corresponde a n\m\ diferentes sequencias das n + m bolas, de forma que cada 
sequencia de cores tern probabilidade de ocorrencia igual a n\m\l(n + m)\. 

Por exemplo, suponha que ha 2 bolas vermelhas, numeradas como v v v 2 , e 2 
bolas azuis, numeradas como a v a 2 . Entao, das quatro possfveis sequencias, 2! 2! 
delas resultarao em qualquer combina^ao de cores especificada. Por exemplo, 
as ordena^oes a seguir resultam na alternancia de cores em bolas adjacentes, 
com uma bola vermelha na frente: 

v 1? a v v 2 , a 2 v v a 2 , v 2 , a x v 2 , a v v v a 2 v 2 , a 2 , v v a x 

Portanto, cada uma das possfveis sequencias de cores tern probabilidade ^ = i 
de ocorrer. ■ 


Exemplo 5f 

Uma mao de poquer consiste em 5 cartas. Se as cartas tiverem valores conse- 
cutivos distintos e nao forem todas do mesmo naipe, dizemos que a mao e um 
straight. Por exemplo, uma mao com cinco de espadas, seis de espadas, sete de 
espadas, oito de espadas e nove de copas e um straight. Qual e a probabilidade 
de que alguem saia com um straight ? 

/ 52 \ 

Solugao Come^amos supondo que todas as I ^ I maos de poquer possfveis 

sejam igualmente provaveis. Para determinar o numero de eventos que corres- 
pondem a um straight , vamos primeiro determinar o numero de resultados nos 
quais a mao de poquer e formada por um as, um dois, um tres, um quatro e um 
cinco (com os naipes irrelevantes). Como o as pode ser qualquer um dos ases 
possfveis, o mesmo ocorrendo com o dois, o tres, o quatro e o cinco, existem 4 5 
eventos que levam exatamente a uma sequencia como essa. Como em 4 desses 
eventos todas a cartas possuirao o mesmo naipe (tal mao e chamada d e flush), 
conclui-se que existem 4 5 - 4 maos que resultam em um straight na forma de 
as, dois, tres, quatro e cinco. Similarmente, ha 4 5 - 4 maos que resultam em um 
straight na forma de dez, valete, dama, rei e as. Assim, ha 10(4 5 - 4) maos que 
sao straights , e, como consequencia, a probabilidade desejada e 


10(4 5 - 4) 

7?r 


0,0039 
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Exemplo 5g 

Numa mao de poquer de cinco cartas, o full house ocorre quando alguem sai 
com tres cartas de mesmo valor e duas outras cartas de mesmo valor (que 
e naturalmente diferente do primeiro). Assim, um full house e formado por 
uma trinca mais um par. Qual e a probabilidade de alguem sair com um full 
house ? 


Solugdo Novamente, supomos que todas as 


(?) 


maos possiveis tern a mes- 


ma probabilidade de ocorrer. Para determinar o numero de full houses , pri- 

' 4 v 


meiramente notamos que ha 


3) 


combinagoes diferentes de, digamos, 


2 setes e 3 valetes. Como existem 13 diferentes escolhas para o valor do par 
e, apos a escolha do par, 12 outras escolhas para o valor das 3 cartas restantes, 
tem-se que a probabilidade de um full house e 


13 . 12 



52 

5 


« 0,0014 


Exemplo 5h 

No jogo de bridge , o baralho de 52 cartas e inteiramente distribufdo entre 4 
jogadores. Qual e a probabilidade de 

(a) um dos jogadores receber todas as treze cartas do naipe de espadas? 

(b) cadajogador receber um as? 


Solugdo (a) Chamando de E { o evento em que a mao i tern todas as cartas de 
espadas, entao 


P(Ei) = 



i = 1,2,3,4 


Como os eventos E i9 i = 1, 2,3,4, sao mutuamente exclusivos, a 
probabilidade de uma mao sair com todas as cartas de espadas e 

P(Ut = lEd = £>(£;) = a 6,3 X 1(T 12 


(b) Para determinar o numero de eventos nos quais cada um dos 
jogadores pode receber exatamente um as, deixe os ases de lado 

e observe que ha ^ ^ 12 12 12 ) ^ v ^ s ^ es possiveis das outras 
48 cartas quando cada jogador receber 12 delas. Como ha 4! ma- 
neiras de dividir os quatro ases de forma que cada um receba um 
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deles, vemos que o numero de eventos possiveis nos quais cada 

jogador recebe exatamente um as e igual a 4! ( 12,12%, 12 } 

Como existem ( 1313 3313 ) maos possiveis, a probabilidade de- 
sejada e entao 

(12,12,12,12) 


(13,13,13,13) 


0,1055 


Alguns resultados em probabilidade sao bastante surpreendentes. Os pro- 
ximos dois exemplos ilustram esse fenomeno. 


Exemplo 5i 

Se n pessoas se encontram no interior de uma sala, qual e a probabilidade de 
que duas pessoas nao celebrem aniversario no mesmo dia do ano? Quao gran¬ 
de precisa ser n para que essa probabilidade seja menor que 1/2? 


Solugao Como cada pessoa pode celebrar seu aniversario em qualquer um 
dos 365 dias, ha um total de (365)" resultados possiveis (ignoramos aqui a pos- 
sibilidade de alguem ter nascido no dia 29 de fevereiro). Supondo que cada 
resultado seja igualmente provavel, vemos que a probabilidade desejada e igual 
a (365)(364)(363)... (365 - n +1)/ = (365)". E bastante surpreendente o fato de 
que quando n > 23, essa probabilidade e menor que 1/2. Isto e, se ha 23 pessoas 
ou mais em uma sala, entao a probabilidade de que pelo menos duas delas fa- 
gam aniversario no mesmo dia e maior que 1/2. Muitas pessoas inicialmente se 
surpreendem com esse resultado, pois 23 parece ser muito pequeno em relagao 
a 365, o numero de dias em um ano. Entretanto, cada par de individuos tern 


probabilidade - 


365 


(365) 2 
de 23 pessoas existem 



de fazer aniversario no mesmo dia, e em um grupo 
= 253 diferentes pares de individuos. Visto dessa 


maneira, o resultado deixa de ser tao surpreendente. 

Quando ha 50 pessoas na sala, a probabilidade de que pelo menos dois 
tenham nascido no mesmo dia e de aproximadamente 0,970, e, com 100 pes¬ 
soas na sala, as chances sao maiores que 3.000.000:1 (isto e, a probabilidade e 
3 X 10 6 

maior que ——-— - de que pelo menos duas pessoas facam aniversario no 

3 X 10 6 + 1 

mesmo dia). □ 


Exemplo 5j 

Um baralho de 52 cartas e embaralhado e as cartas sao viradas uma de cada vez 
ate que o primeiro as aparega. E mais provavel que a proxima carta - isto e, a 
carta retirada logo apos o primeiro as - seja o as de espadas ou o dois de paus? 

Solugao Para determinar a probabilidade de que a carta retirada apos o pri¬ 
meiro as seja o as de espadas, precisamos calcular quantas das (52)! possiveis 
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sequencias de cartas apresentam o as de espadas sucedendo imediatamente o 
primeiro as. Para comegar, note que cada sequencia de 52 cartas pode ser obtida 
inicialmente ordenando-se as 51 cartas sem o as de espadas e depois inserindo- 
se o as de espadas. Alem disso, para cada uma das (51)! sequencias das outras 
cartas, existe apenas um lugar onde o as de espadas pode ser colocado para que 
ele saia logo apos o primeiro as. Por exemplo, se a sequencia das 51 cartas for 

4p, 6c, Jo , 5c, A p, lo ,..., Kc 

entao a unica insergao do as de espadas que resulta em seu aparecimento logo 
ap6s o primeiro as e 


4p, 6c, Jo, 5c, Ap, Ac, 7o,..., Kc 


Portanto, existem (51)! sequencias que resultam no aparecimento do as de es¬ 
padas logo apos o primeiro as. Com isso, 


P{as de espadas vir logo apos o primeiro as} = 


(51) ! 

(52) ! 


52 


De fato, usando exatamente o mesmo argumento, tem-se que a probabilidade 
de que o dois de paus (ou qualquer outra carta especifica) venha logo apos o 
primeiro as tambem e de 1/52. Em outras palavras, cada uma das 52 cartas do 
baralho tern probabilidade igual de sair logo apos o primeiro as! 

Muitas pessoas consideram esse resultado bastante surpreendente. Real- 
mente, e uma reagao comum supor de inicio que o dois de paus tenha uma 
maior probabilidade de sair logo apos o primeiro as (em vez do as de espadas), 
ja que o primeiro as poderia ser ele proprio o as de espadas. Essa reagao e 
frequentemente seguida da percepgao de que o dois de paus tambem poderia 
aparecer antes do primeiro as, o que cancelaria a chance de ele sair logo apos o 
primeiro as. Entretanto, como ha uma chance em quatro de que o as de espadas 
seja o primeiro as (pois os 4 ases tern a mesma probabilidade de aparecer pri¬ 
meiro) e uma chance em cinco de que o dois de paus aparega antes do primeiro 
as (porque cada um dos conjuntos de 5 cartas formados pelo dois de paus e os 4 
ases tern a mesma probabilidade de ser o primeiro no conjunto a aparecer), no- 
vamente parece que a probabilidade de o dois de paus sair e maior. Entretanto, 
nao e este o caso, e uma analise mais completa mostra que a probabilidade e 
realmente a mesma. □ 


Exemplo 5k 

Um time de futebol americano e formado por 20 atacantes e 20 defensores. 
Os jogadores devem formar pares com o proposito de definir aqueles que vao 
dividir o mesmo quarto. Se a formagao dos pares e feita de forma aleatoria, 
qual e a probabilidade de que um atacante e um defensor nao sejam colegas de 
quarto? Qual e a probabilidade de haver 2 i pares de atacantes e defensores em 
um mesmo quarto, com i = 1,2,..., 10? 
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Solugao Existem 



maneiras de dividir os 40 jogadores em 20 pares ordenados (isto e, ha (40)!/2 20 
maneiras de dividir os jogadores em um primeiro par, um segundo par, e as- 
sim por diante). Portanto, ha (40)!/2 ao (20)! maneiras de dividir os jogadores em 
pares desordenados. Alem disso, como a divisao resultara em pares que nao 
sao formados por um atacante e um defensor caso os atacantes (e defensores) 
formem pares entre si, tem-se que existem [(20)!/2 10 (10)!] 2 divisoes como essa. 
Portanto, a probabilidade de que um atacante e um defensor nao sejam colegas 
de quarto, chamada de P 0 , e dada por 


( ( 20 )! \ 2 

\ 2 10 ( 1 Q )! / _ [( 20 ) !] 3 

(40)! “ [(10)!] 2 (40)! 

2 20 ( 20 )! 


Para determinar P 2i , a probabilidade de formar 2 i pares de atacantes e defenso- 

/ 20 \ 2 

res em um mesmo quarto, primeiro notamos que existem I I maneiras de 

selecionar os 2 i atacantes e os 2 i defensores que devem formar os pares. Esses 
4 i jogadores podem entao ser organizados em (2/)! possiveis pares de defen¬ 
sores e atacantes (isso ocorre porque o primeiro atacante pode formar um par 
com qualquer um dos 2 i defensores, o segundo atacante pode formar um par 
com qualquer um dos 2 i - 1 defensores restantes, e assim por diante). Como os 
20 - 2 i atacantes (e defensores) restantes devem formar pares entre si, existem 


2°) M> ! 


(20 - 2 /)! 
2 10 —i(io - 0! 


divisoes que levam a 2 i pares com um atacante e um defensor. Portanto, 


Pn = 


a) 


(20 - 20 ! 
2 lo ~ , (10 - Q!j 


“j2 


(40)! 

2 20 ( 20 )! 


i = 0,1,..., 10 


A probabilidade P 2j , i = 0,1,..., 10 pode agora ser computada ou aproximada 
com o emprego de um resultado obtido por Stirling que mostra que n\ e apro- 
ximadamente igual a n n+1,/2 e _n \/27r. Por exemplo, obtemos 

P 0 « 1,3403 X 10“ 6 
P w » 0,345861 

P 2 o « 7,6068 X 10~ 6 ■ 
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Nossos proximos tres exemplos ilustram a utilidade da Proposi^ao 4.4. No 
Exemplo 51, o emprego da teoria da probabilidade permite a obtengao de uma 
resposta rapida para um problema de contagem. 

Exemplo 51 

Um total de 36 socios de um clube joga tenis, 28 jogam squash e 18 jogam boli- 
che. Alem disso, 22 dos socios jogam tenis e squash , 12 jogam tenis e boliche, 9 
jogam squash e boliche, e 4 jogam todos os tres esportes. Quantos socios desse 
clube jogam pelo menos um dos tres esportes? 

Solugao Seja N o numero de socios do clube. Vamos utilizar os conceitos de 
probabilidade supondo que um socio do clube seja selecionado aleatoriamente. 
Se, para qualquer subconjunto C formado por socios do clube, fizermos com 
que P(C ) caracterize a probabilidade de que o socio selecionado esteja contido 
em C, entao 

_ numero de socios em C 
(C) = N 

Agora, sendo T o numero de socios que jogam tenis, S o numero de socios que 
jogam squash e B o numero de socios que jogam boliche, temos, da Propos^ao 
4.4 

P(T U S U B) 

= P(T) + P(S) + P(B) - P(TS) - P(TB) - P(SB ) + P(TSB) 

36 + 28 + 18 - 22 - 12 - 9 + 4 

” N 

_ 43 

“ ~N 

Com isso, podemos concluir que 43 socios jogam pelo menos um dos esportes. □ 

O proximo exemplo desta segao possui nao apenas a virtude de dar origem a 
uma resposta relativamente surpreendente; ele tambem e de interesse teorico. 

Exemplo 5m O problema do pareamento 

Suponha que cada um dos N homens presentes em uma festa atire seu chapeu 
para o centro da sala. Os chapeus sao primeiramente misturados, e entao cada 
homem seleciona aleatoriamente um deles. Qual e a probabilidade de que ne- 
nhum dos homens selecione o seu proprio chapeu? 

Solugao Primeiro calculamos a probabilidade complementar de pelo menos 
um homem selecionar o seu proprio chapeu. Chamemos de E ti i = 1,2,..., N o 
evento em que o j‘-esimo homem seleciona seu proprio chapeu. Agora, pela 
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/ N \ 

Proposigao 4.4, P I [j Ei J , a probabilidade de que pelo menos um dos homens 
selecione o seu proprio chapeu e dada por 


P 



N _ 

- J2 p ^i E h) + ■■■ 

i —1 f'l <*2 


+ (-l) n+1 E P(E h E i2 ---E in ) 

il<l2~<in 

+ ••• + (-1) N+1 P(E 1 E 2 .-.E N ) 


Se interpretarmos o resultado desse experimento como um vetor de N nume- 
ros, onde o i-6 simo elemento corresponde ao numero do chapeu jogado pelo 
/-esimo homem, entao existem Nl resultados possfveis [o resultado (1,2, 3,..., 
N) significa, por exemplo, que cada homem selecionou o seu proprio chapeu]. 
Alem disso, E iX E a ... E in , o evento em que cada um dos n homens i v i n sele- 
ciona o seu proprio chapeu pode ocorrer de qualquer uma das (N - n)(N - n 
- 1)... 3 • 2 • 1 = (N-n)l maneiras possfveis; pois, dos N- n homens restantes, 
o primeiro pode selecionar qualquer um dos N-n chapeus, o segundo pode se- 
lecionar qualquer um dos N-n -1 chapeus, e assim por diante. Assim, supondo 
que todos os N\ resultados possfveis sejam igualmente provaveis, vemos que 


E(Ej l Ei 2 ■ * • Ei n ) 


(N - n)\ 
Nl 


Alem disso, como existem 



termos em 


£ P(E h E h • • • E in ), tem-se que 


E P(E h E i2 --E in ) 

i 1 <i 2 —«„ 


Nl(N - n)\ _ 1 
(N — ri)\n\N\ n\ 


Logo, 



= 1 


1 1 

2! + 3! _ 


• ■ • + (- 1 ) 


w+i 


1 

N\ 


Portanto, a probabilidade de que nenhum dos homens selecione seu proprio 
chapeu e 


, 1 1 

1 + 2! " 3! + 


+ 


(-D* 

Nl 


que e aproximadamente igual a c = 0,36788 para N grande. Em outras pala- 
vras, para N grande, a probabilidade de que nenhum dos homens selecione o 
seu proprio chapeu e de aproximadamente 0,37 (quantos leitores pensaram 
incorretamente que essa probabilidade tenderia ala medida que 7V^>o°?). ■ 
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Para mais uma ilustragao da utilidade da Proposigao 4.4, considere o exem- 
plo a seguir. 


Exemplo 5n 

Compute a probabilidade de que, com 10 casais sentados de forma aleatoria em 
uma mesa redonda, nenhuma mulher se sente ao lado de seu marido. 


Solugao Se E { , i = 1,2,..., 10 caracterizar o evento em que o i-6 simo casal se 

/ 1 ° \ 

senta junto, entao a probabilidade desejada e igual a 1 — P I (J &i ) • Agora, da 
Proposigao 4.4, ' 

( 10 \ 10 

U £ ' = E p <*«■) - • • • + (-d ” +1 E E h • • • E in ) 

1/1 i\ <i 2 <‘"<i n 

+ * • * ~ P(E\E2 ■ * ■ Eio) 


Para computar P{Ei l Ei 1 • ■ • Ei n ), primeiro notamos que existem 19! maneiras 
de arranjar 20 pessoas sentadas em uma mesa redonda (por que?). O numero 
de arranjos que resultam em um conjunto especifico de n homens sentados ao 
lado de suas esposas pode ser obtido mais facilmente se pensarmos primei- 
ramente em cada um dos n casais como sendo entidades unicas. Se este fosse 
o caso, entao precisarfamos arranjar 20 - n entidades em torno de uma mesa 
redonda, e existiriam claramente (20 -n- 1)! arranjos como esse. Finalmente, 
como cada um dos n casais pode ser arranjado ao lado do outro em uma de 
duas possiveis maneiras, existem portanto 2"(20 - n - 1)! arranjos que resul¬ 
tam em um conjunto especifico de n homens sentados ao lado de suas esposas. 
Portanto, 


E(E ll Ei 2 • ■ • E ln ) 


2"(19 - n)\ 
09)! 


Assim, da Proposigao 4.4, obtemos que a probabilidade de pelo menos um ca¬ 
sal sentar-se junto e igual a 


( 


10 \ ry\ (I 8 )! 

1 ) 09)! 




0,6605 


e a probabilidade desejada e igual a 0,3395. 


□ 


*Exemplo 5o Series 

Considere um time de atletismo que terminou a temporada com uma campa- 
nha de n vitorias e m derrotas. Examinando as sequencias de vitorias e derrotas, 
esperamos determinar se o time teve disputas nas quais seria mais provavel que 
ele vencesse. Uma maneira de analisar essa questao em maior profundidade e 
contar o numero de series de vitorias e entao ver quao provavel esse resultado 
seria se supusessemos que todas as (n 4- m)\{n\m\) ordenagoes das n vitorias 
e m derrotas fossem igualmente provaveis. Como serie de vitorias, queremos 
dizer uma sequencia consecutiva de vitorias. Por exemplo, se n = 10, m = 6 e a 
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sequencia de resultados fosse WDDVVVDVDDDWVV , entao haveria qua- 
tro series de vitorias - a primeira delas de tamanho 2, a segunda de tamanho 3, 
a terceira de tamanho lea quarta de tamanho 4. 

Suponha agora que um time tenha n vitorias e m derrotas. Supondo que 

m J ordenagoes sejam igualmente provaveis, vamos 


todas as (n\ 


- )=( n : 


/ 


determinar a probabilidade de que existam exatamente r series de vitorias. 
Para fazer isso, considere primeiro qualquer vetor de inteiros positivos x v 
x r , com x 1 + ... + x r = n,e entao vejamos quantos resultados levam a r series 
de vitorias nas quais a i-esima serie tern tamanho jq, i — 1,..., r. Para qualquer 
resultado como esse, se fizermos com que y x caracterize o numero de derrotas 
anteriores a primeira serie de vitorias, y 2 o numero de derrotas entre as 2 pri- 
meiras series de vitorias,..., y r+1 o numero de derrotas apos a ultima serie de 
vitorias, entao y i satisfaz 

y\ + yi + ■ ■ • + 3 V +1 =m y\> 0,^ r+ i > 0 ,yi > 0,i = 2,... ,r 

e o resultado pode ser representado esquematicamente como 

DD...D W ...V D^D VV ...V ... W D...D 

yi 


y i 


Xi 


X 2 


Xr 


y r +i 


Portanto, o numero de resultados que levam a r series de vitorias - a /-esima 
delas com tamanho jq, i = 1 ,..., r - e igual ao numero de inteiros y v ...,y r+1 que 
satisfazem a equagao anterior, ou, de forma equivalente, ao numero de inteiros 
positivos 

y\ = yi + 1 yi = yi,i = 2,...,r, y r+1 = y r+1 + 1 
que satisfazem 

y\ + ^2 + • • • + y r +1 = m + 2 

^ resultados como esse. 


Pela Proposigao 6.1 do Capitulo 1, existem 




) 


Com isso, o numero total de resultados que levam a r series de vitorias e igual a 
^ 1 j, multiplicado pelo numero de solugoes integrals de x 1 + • • • + x r — n. 
Assim, novamente da Proposigao 6.1, existem ^ ^ ^ resultados 

levando a r series de vitorias. Como existem f H ^ resultados igualmente 
provaveis, tem-se como consequencia que 


P({r series de vitorias}) = 


/ rrt + n \ 
\ n ) 


r > 1 


Por exemplo, se n = 8 e m = 6, entao a probabilidade de 7 series de vitorias e 
iguala^^ = 1/429se f°dos ° s ^ ^ ^resultados forem igual- 
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mente provaveis. Portanto, se o resultado tivesse sido VDVDVDVDWDVDV, 
entao poderiamos suspeitar que a probabilidade de vitoria do time estivesse 
mudando ao longo do tempo (em particular, a probabilidade de que o time 
venga parece ser bastante alta quanto ele perde o ultimo jogo e bastante bai- 
xa quando ele ganha o ultimo jogo). No outro extremo, se o resultado tivesse 
sido VWVWVVDDDDDD , entao teria havido apenas uma serie de vitorias, 

" 14 ' 


e como 


P({1 serie}) = (DC)/( ^ ^ = 1/429, pareceria-nos novamente 


improvavel que a probabilidade do time veneer tivesse permanecido a mesma 
durante seus 14 jogos. ■ 


*2.6 PROBABILIDADE COMO UMA FUN^AO 
CONTINUA DE UM CONJUNTO 

Uma sequencia de eventos { E n , n > 1} e chamada de sequencia crescente se 

e e chamada de sequencia decrescente se 

E,DE 2 D...DE n DE n+l D... 

Se [E n ,n ^ 1} e uma sequencia crescente de eventos, entao definimos um novo 
evento, representado por lim E n , como 

n—> oo 

oo 

lim E n = M Ei 

n—> oo / 

i=l 

Similarmente, se { E n , n > 1} e uma sequencia decrescente de eventos, definimos 
lim E n como 

n 

oo 

Hm E n = Pi Et 

oo 1 1 

;=i 

Demonstramos agora a proposigao a seguir: 

Proposigao 6.1. 

Se { E n , n ^ 1} e uma sequencia crescente ou decrescente de eventos, entao 

lim P(E n ) — P( lim E n ) 

n —^ oo n—>oo 

Demonstragao Suponha, primeiro, que { E n , n >: 1} seja uma sequencia 
crescente, e defina os eventos F n , n > 1, como 

^ 1=^1 

F n = E n (b = E n E c n _ x n > 1 

n —1 

onde usamos o fato de que (J Ei — E n _ i, pois os eventos sao crescentes. Co- 

1 

locando em palavras, F n corresponde aos resultados de E n que nao estao em 
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nenhum dos eventos E i anteriores, i < n. E facil verificar que F n sao eventos 
mutuamente exclusivos, tais que 


(Jf, = lj£i e (JF; = lj£, para todo n > 1 

i —\ i —1 i —1 /—1 


Assim, 


vMv* 

OO 

= ^ F(F/) (pelo Axioma 3) 

l 

n 

= lim VP(Fi) 

>00 ^' 

1 

/« > 

= lim p IJf, 

71—► OO l 

V i 

=„'■?„/(u a 

= lim F(F„) 

n—>oo 

o que prova o resultado quando { E n , n > 1} e crescente. 

Se {£ n , n ^ 1} e uma sequencia decrescente, entao {E c n , n ^ 1} e uma sequen- 
cia crescente; portanto, das equates anteriores, 

00 / °° \ C 

Entretanto, como (J E\ — ( f] Ei 1 , tem-se que 

75 ((n £ ') ) =,}"?oo P(E " ) 


ou, de forma equivalente, 
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ou 



lim P(E n ) 

n-^oo 


o que demonstra o resultado. □ 

Exemplo 6a Probabilidade e um paradoxo 

Suponha que possuamos uma urna infinitamente grande e uma colegao infini- 
ta de bolas marcadas com os numeros 1,2,3, e assim por diante. Considere um 
experimento realizado como se segue: um minuto antes do meio-dia, as bolas 
numeradas de 1 a 10 sao colocadas na urna e a bola numero 10 e sacada (su¬ 
ponha que a retirada seja feita de forma instantanea). Meio minuto antes do 
meio-dia, as bolas 11 a 20 sao colocadas na urna e a bola numero 20 e retirada. 
Um quarto de minuto antes do meio-dia, as bolas 21 a 30 sao colocadas na 
urna e a bola numero 30 e sacada. Um oitavo de minuto antes do meio dia..., 
e assim por diante. A questao de interesse e: quantas bolas estao na urna ao 
meio-dia? 

A resposta para essa questao e claramente que existe um numero infinito 
de bolas na urna ao meio-dia, ja que qualquer bola cujo numero nao seja da 
forma 10n, n > 1, tera sido colocada na urna e nao tera sido retirada antes do 
meio-dia. Portanto, o problema e resolvido quando o experimento e realizado 
conforme descrito. 

Entretanto, vamos agora mudar o experimento e supor que um minuto an¬ 
tes do meio-dia as bolas 1 a 10 sejam colocadas na urna e a bola 1 seja entao 
retirada; meio minuto antes do meio-dia, as bolas 11 a 20 sejam colocadas na 
urna e a bola 2 seja sacada. Um quarto de minuto antes do meio-dia, as bolas 21 
a 30 sejam colocadas na urna e a bola 3 seja sacada; um oitavo de minuto antes 
do meio-dia, as bolas 31 a 40 sejam colocadas na urna e a bola numero 4 seja 
retirada, e assim por diante. Neste novo experimento, quantas bolas estarao na 
urna ao meio-dia? 

Surpreendentemente, a resposta agora e que urna estara vazia ao meio-dia. 
Pois bem, considere qualquer bola - digamos, a bola n . Em algum instante an- 

( i \ n ~ i 

f J minutos antes do meio dia], essa bola 

tera sido retirada da urna. Com isso, para cada n , a bola numero n nao estara na 
urna ao meio-dia; portanto, a urna deve estar vazia neste horario. 

Vemos entao, da discussao anterior, que a maneira pela qual as bolas 
sao retiradas faz toda a diferenga. Isso porque, no primeiro caso, apenas as 
bolas de numero lOn, n> 1, sao retiradas, enquanto no segundo caso todas 
as bolas acabam sendo retiradas. Vamos agora supor que sempre que uma 
bola seja retirada, ela seja aleatoriamente selecionada dentre aquelas pre- 
sentes. Isto e, suponha que um minuto antes do meio-dia as bolas de 1 a 10 
sejam colocadas na urna e que uma bola seja aleatoriamente selecionada e 
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retirada, e assim por diante. Neste caso, quantas bolas estarao na urna ao 
meio-dia? 


Solugao Vamos mostra que, com probabilidade 1, a urna estara vazia ao 
meio-dia. Vamos primeiro considerar a bola numero 1. Defina E n como o even- 
to em que a bola numero 1 ainda esteja na urna apos as n primeiras retiradas. 
Claramente, 


P(E n ) = 


9 • 18 • 27 • • • (9n) 

10 ■ 19 " 28 • • • (9n + 1) 


(Para entender essa equagao, note apenas que se a bola numero 1 ainda estiver 
na urna apos as primeiras n retiradas, a primeira bola sacada da urna pode ser 
qualquer uma de 9, a segunda pode ser qualquer uma de 18 [ha 19 bolas na urna 
no momento da segunda retirada, uma das quais deve ser a bola 1], e assim por 
diante. O denominador e obtido de maneira similar). 

Agora, o evento “bola 1 esta na urna ao meio-dia” e simplesmente o evento 

p) E n . Como os eventos E n sao eventos decrescentes, n ^ 1, tem-se da Propo- 
n =1 

si^ao 6.1 que 


Pfbola 1 esta na urna ao meio-dia) 


= P 



= lim P(E n ) 

n—> oo 

-n(s£i) 

n~ 1 


Agora mostramos que 


00 

n ——=o 

1 1 9n + 1 

n =1 


Ja que 


n(s^T)=[n(^)j * 


isso e equivalente a mostrar que 

n (' + i) 


n —1 


= oo 
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Agora, para todo m> 1, 

00 


n('*i)-n('*s) 

" at 


= 1 + 


1 + 

l 

> 9 + 18 + 27 


+ ••• + 


9m 


1 m 1 
= -T- 

9 ^ i 
1=1 


Com isso, fazendo ra->o° e usando o fato de que ^Tl/i = oo, temos 

i—1 


n(‘*±)- 

n =1 X 7 


OO 


Assim, fazendo com que F i represente o evento “bola i esta na urna ao meio- 
dia’’ mostramos que P(F X ) = 0. Similarmente, podemos mostrar que P(F) = 0 
para todo i. ^ 

(Por exemplo, o mesmo raciocinio mostra que = Yl [9n/(9n + 1)] 

n =2 

para i = 11,12,..., 20.) Portanto, a probabilidade de que a urna nao esteja vazia 

oo \ 

U F; I, satisfaz 

/ OO \ 00 

p (U Fi j - E ^ F > =0 


ao meio-dia,P 


pela desigualdade de Boole (Exercicio de Autoteste 2.14) 

Assim, com probabilidade 1, a urna estara vazia ao meio-dia. □ 


2.7 PROBABILIDADE COMO UMA MEDIDA DE CRENQX 

Ate agora interpretamos a probabilidade de um evento de certo experimento 
como sendo uma medida da frequencia de ocorrencia desse evento quando 
o experimento e repetido continuamente. Entretanto, existem tambem ou- 
tros usos para o termo probabilidade . Por exemplo, todos nos ja ouvimos algo 
como “a probabilidade de que Shakespeare tenha realmente escrito Hamlet 
e de 90%’,’ou “A probabilidade de que Lee Harvey Oswald tenha agido so- 
zinho no assassinato de Kennedy e de 0,87 Como podemos interpretar essas 
frases? 

A interpreta 9 ao mais simples e natural e a que as probabilidades citadas 
sao medidas da cren^a de um indivfduo. Em outras palavras, o indivfduo que 
diz as frases acima esta bem certo de que Lee Harvey Oswald agiu sozinho e 
ainda mais certo de que Shakespeare escreveu Hamlet. Essa interpieta^ao da 
probabilidade como sendo uma medida de cren 9 a e chamada de visao pessoal 
ou subjetiva da probabilidade. 
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Parece logico supor que “uma medida de crenga” deva satisfazer todos 
os axiomas da probabilidade. Por exemplo, se temos 70% de certeza de que 
Shakespeare escreveu Julio Cesar e 10% de certeza de que foi na realidade 
Marlowe quem escreveu essa pega, entao e logico supor que temos 80% de 
certeza de que foi Shakespeare ou Marlowe quem a escreveu. Com isso, seja 
com a interpretagao da probabilidade como uma medida de crenga ou como 
uma frequencia de ocorrencia em uma longa sequencia de experimentos, suas 
propriedades matematicas permanecem inalteradas. 

Exemplo 7a 

Suponha que, em uma corrida de 7 cavalos, voce sinta que cada um dos 2 pri- 
meiros cavalos tern 20% de chance de veneer, os cavalos 3 e 4 tern uma chance 
de 15%, e os tres cavalos restantes tern uma chance de 10% cada. Seria melhor 
para voce apostar, podendo ganhar o mesmo que apostou, na vitoria dos tres 
primeiros cavalos ou na vitoria dos cavalos 1,5,6 e 7? 

Solugao Com base em suas probabilidades pessoais a respeito do resultado 
da corrida, a probabilidade de voce veneer a primeira aposta e de 0,2 4- 0,2 
+0,15 = 0,55, enquanto a de veneer a segunda aposta e de 0,2 + 0,1 + 0,1 + 0,1 
= 0,5. Com isso, a primeira aposta e mais atraente. □ 

Note que, ao supormos que as probabilidades subjetivas de uma pessoa 
sao sempre consistentes com os axiomas da probabilidade, estamos tratando de 
uma pessoa idealizada e nao de uma pessoa de verdade. Por exemplo, se fosse- 
mos perguntar a alguem quais seriam, em sua opiniao, as chances de 

(a) choverhoje, 

(b) chover amanha, 

(c) chover hoje e amanha, 

(d) chover hoje ou amanha, 

e bem possivel que, apos pensar um pouco,esse alguem desse 30%, 40%,20% e 
60% como respostas. Infelizmente, tais respostas (ou tais probabilidade subjeti¬ 
vas) nao sao consistentes com os axiomas da probabilidade (por que nao?). Na- 
turalmente, esperariamos que, depois que tal objegao fosse colocada a pessoa 
consultada, ela mudasse as suas respostas (por exemplo, poderiamos aceitar 
30%,40%, 10% e 60%). 

RESUMO 

Seja S o conjunto de todos os possiveis resultados de um experimento. 5 e cha- 
mado de espago amostral do experimento. Um evento e um subconjunto de S. 

n 

Se A i sao eventos, com i = 1,..., n, entao o conjunto (J A;, chamado de uniao 

i=l 

desse eventos, e formado por todos os resultados que aparecem em pelo menos 

n 

um dos eventos A„ i = 1,..., n. Similarmente, o conjunto p| Ai, as vezes escrito 
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como A v • • A n , e chamado de interseqao dos eventos A i e e formado por todos 
os resultados que aparecem em todos os eventos A ( , i — n. 

Para cada evento A, definimos A c como sendo correspondente a todos os 
resultados no espago amostral que nao estao em A. Chamamos A c de comple- 
mento do evento A. O evento S c , que nao possui resultados, e representado pelo 
simbolo 0 e e chamado de conjunto vazio . Se AB = 0, entao dizemos que A e 
B sao mutuamente exclusivos. 

Para cada evento A do espago amostral S , supomos que o numero P(A), 
chamado de probabilidade de A, seja definido de forma que 

(i) 0<P(A)<1 

(ii) P(S) = 1 

(iii) Para eventos A { mutuamente exclusivos, i > 1, 

( oo \ oo 

LMij=5>(A) 


P(A) representa a probabilidade de que o resultado do experimento esteja em A. 
Pode-se mostrar que 

P(A C ) = 1 - P(A) 

Um resultado util e dado pela equagao a seguir, 

P(A U B)= P{A) + P(B) - P(AB) 

que pode ser generalizada para fornecer 

p (lM) =I>^) - 

y=l ) i =1 i<j i<j<k 

+ ••• + (-ir + 1 P(^i---^ n ) 


Se S e finito e se supoe que cada um dos pontos do conjunto tenha a mesma 
probabilidade de ocorrer, entao 


P(A) = 


UM 

\s\ 


onde \A\ representa o numero de resultados no evento A. 

A probabilidade P(A) pode ser interpretada como uma frequencia relativa 
de ocorrencia em uma longa sequencia de experimentos ou como uma medida 
de crenga. 


PROBLEMAS 


2.1 Uma caixa contem 3 bolas de gude: 1 ver- 
melha, 1 verde e uma azul. Considere um 
experimento que consiste em retirar uma 


bola de gude da caixa, colocar outra em seu 
lugar e entao retirar uma segunda bola da 
caixa. Descreva o espago amostral. Repita 
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considerando que a segunda bola seja reti- 
rada sem que a primeira seja substitufda. 

2.2 Em um experimento, um dado e rolado 
continuamente ate que um 6 aparega, 
momento em que o experimento e in- 
terrompido. Qual e o espago amostral do 
experimento? Chame de E n o evento em 
que o dado e rolado n vezes para que o 
experimento seja finalizado. Que pontos 
do espago amostral estao contidos em 

CO \ C 

H ? 

2.3 Dois dados sao langados. Seja E o even¬ 
to em que a soma dos dados e impar, F 
o evento em que o numero 1 sai em pelo 
menos um dos dados, e G o evento em 
que a soma dos dados e igual a 5. Descre- 
va os eventos EF, EG F, FG, EF C e EFG . 

2.4 A, B e C se alternam jogando uma moe- 
da. O primeiro a tirar cara vence. O espa¬ 
go amostral deste experimento pode ser 
definido como 

1 , 01 , 001 , 0001 ,..., 

0000 ••• 

(a) Interprete o espago amostral 

(b) Defina os eventos a seguir em termos 
de S : 

(i) A vence = A 

(ii) B vence = B 
On) {Ainsy. 

Suponha que A jogue a moeda 
primeiro, entao B , entao C, en¬ 
tao A , e assim por diante. 

2.5 Um sistema e formado por 5 componen- 
tes; cada um deles ou esta funcionando 
ou esta estragado. Considere um experi¬ 
mento que consiste em observar a condi¬ 
gao de cada componente e represente o 
resultado do experimento como o vetor 
(xj, x 2 , x 3 , x 4 , x 5 ), onde x i e igual a 1 se o 
componente i estiver funcionando e igual 
a 0 se o componente i estiver estragado. 

(a) Existem quantos resultados no espago 
amostral deste experimento? 

(b) Suponha que o sistema ira funcionar 
se os componentes 1 e 2 estiverem 
funcionando, ou se os componentes 
3 e 4 estiverem funcionando, ou se os 
componentes 1, 3 e 5 estiverem fun¬ 
cionando. Seja W o evento em que o 


sistema ira funcionar. Especifique to- 
dos os resultados em W. 

(c) Seja A o evento em que os componen¬ 
tes 4 e 5 estao estragados. Quantos re¬ 
sultados estao contidos no evento A? 

(d) Escreva todos os resultados no evento 
AW. 

2.6 O administrador de um hospital codifica 
os pacientes baleados atendidos no pron- 
to-socorro de acordo com o fato de eles 
terem ou nao piano de saude (1 se tive- 
rem e 0 se nao tiverem) e de acordo com 
a sua condigao, que e classificada como 
boa (b), razoavel (r) ou seria (s). Conside¬ 
re o experimento que consiste em codifi- 
car um paciente baleado. 

(a) Fornega o espago amostral deste ex¬ 
perimento. 

(b) Seja A o evento em que o paciente 
esta em uma condigao seria. Especifi¬ 
que os resultados de A. 

(c) Seja B o evento em que o paciente 
nao possui seguro. Especifique os re¬ 
sultados em B. 

(d) Fornega todos os resultados do even¬ 
to B c U A. 

2.7 Considere um experimento que consiste 
em determinar o tipo de trabalho - bragal 
ou nao - e a afiliagao pohtica - republica- 
no, democrata ou independente - dos 15 
jogadores de um time de futebol. Quantos 
resultados existem no espago amostral? 

(b) no evento em que pelo menos um jo¬ 
gadores e um trabalhador bragal? 

(c) no evento em que nenhum dos joga¬ 
dores se considera independente? 

2.8 Suponha que A e B sejam eventos mutu- 
amente exclusivos para os quais P(A) = 
0,3 e P{B) = 0,5. Qual e a probabilidade 
de que: 

(a) A ou B ocorra? 

(b) A ocorra mas B nao ocorra? 

(c) A e B ocorram? 

2.9 Uma loja aceita cartoes de credito Ame¬ 
rican Express ou Visa. Um total de 24% 
de seus consumidores possui um cartao 
da American Express, 61% possuem um 
cartao Visa e 11% possuem ambos. Que 
percentual desses consumidores possui 
um cartao aceito pelo estabelecimento? 

2.10 Sessenta por cento dos estudantes de 
certa escola nao usam nem anel nem co- 


E n l O que e 


i 
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lar. Vinte por cento usam um anel e 30% 
usam um colar. Se um dos estudantes for 
escolhido aleatoriamente, qual e a pro¬ 
babilidade de que este estudante esteja 
usando: 

(a) um anel ou um colar? 

(b) um anel e um colar? 

2.11 Um total de 28% dos homens americanos 
fuma cigarros, 7% fumam charutos e 5% 
fumam cigarros e charutos. 

(a) Que percentual de homens e nao fu- 
mante? 

(b) Que percentual fuma charutos mas 
nao cigarros? 

2.12 Uma escola fundamental oferece tres 
cursos de lfnguas: um de espanhol, um de 
frances e outro de alemao. As classes estao 
abertas para todos os 100 estudantes da 
escola. Ha 28 estudantes na classe de espa¬ 
nhol, 26 na classe de frances e 16 na classe 
de alemao. Ha 12 estudantes que fazem 
aulas de espanhol e frances, 4 que fazem 
aulas de espanhol e alemao, e 6 que fazem 
aulas de frances e alemao. Alem disso, ha 2 
estudantes fazendo os tres cursos. 

(a) Se um estudante e escolhido aleatoria¬ 
mente, qual e a probabilidade de que 
ele ou ela nao esteja matriculado(a) 
em nenhum dos cursos? 

(b) Se um estudante e escolhido aleato¬ 
riamente, qual e a probabilidade de 
que ele ou ela esteja fazendo exata- 
mente um curso de lfnguas? 

(c) Se dois estudantes sao escolhidos ale¬ 
atoriamente, qual e a probabilidade 
de que pelo menos um deles esteja 
fazendo um curso de lfnguas? 

2.13 Certa cidade com uma populagao de 
100.000 habitantes possui 3 jornais: I, II 
e III. As proporgoes de moradores que 
leem esses jornais sao as seguintes: 

1:10% I e II: 8% I eHe III: 1% 
11:30% I e III: 2% 

III:5% He III:4% 

(Essa lista nos diz, por exemplo, que 8.000 
pessoas leem os jornais I e II.) 

(a) Determine o niimero de pessoas que 
leem apenas um jornal. 

(b) Quantas pessoas leem pelo menos 
dois jornais? 

(c) Se I e III sao jornais matutinos e II e 
um jornal vespertino, quantas pessoas 


leem pelo menos um jornal matutino 
mais um jornal vespertino? 

(d) Quantas pessoas nao leem nenhum 
jornal? 

(e) Quantas pessoas leem apenas um jor¬ 
nal matutino e um jornal vespertino? 

2.14 Os dados a seguir foram obtidos com a 
pesquisa de um grupo de 1000 assinan- 
tes de uma revista: avaliando-se trabalho, 
estado civil e instruqao, verificou-se que 
havia 312 pessoas empregadas, 470 pes¬ 
soas casadas, 525 pessoas formadas em 
universidades, 42 pessoas formadas em 
escolas tecnicas, 147 pessoas formadas em 
universidades e casadas, 86 pessoas com 
emprego e casadas, e 25 pessoas com em- 
prego formadas em universidades e casa¬ 
das. Mostre que os numeros apontados 
por esse estudo estao incorretos. 

Dica: Suponha que C, E e U representem, 
respectivamente, o conjunto de pessoas 
casadas, de pessoas com emprego e de 
pessoas formadas em universidades. Su¬ 
ponha que uma das 1000 pessoas seja es- 
colhida aleatoriamente e se use a Propo- 
sigao 4.4 para mostrar que, se os numeros 
fornecidos estiverem corretos, entao P(C 
U E U U) > 1. 

2.15 Se e assumido que todas as 


(?) 


de poquer sao igualmente provaveis, qual 


e a probabilidade de alguem sair com 

(a) um flush (uma mao e chamada de 
flush se todas as 5 cartas sao do mes- 
mo naipe)? 

(b) um par (que ocorre quando as cartas 
sao do tipo a, a , b , c, d, onde a, b, c e d 
sao cartas distintas)? 

(c) dois pares (que ocorre quando as car¬ 
tas sao do tipo a, a , b , b, c, onde a, b e c 
sao cartas distintas)? 

(d) trinca (que ocorre quando as cartas 
sao do tipo a, a , a , b , c, onde a, b e c 
sao cartas distintas)? 

(e) quadra (que ocorre quando as cartas 
sao do tipo a, a , a , a, b, onde a e b sao 
cartas distintas)? 

2.16 Poquer com dados e jogado com o lan- 

^amento simultaneo de 5 dados. Mostre 

que: 

(a) Pjnenhum dado de mesmo valor) = 
0,0926 
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(b) Pjum par} = 0,4630 

(c) Pfdois pares] = 0,2315 

(d) pjtrinca) = 0,1543 

(e) Pjuma trinca e um par] = 0,0386 

(f) P{quadro dados iguais) = 0,0193 

(g) pjcinco dados iguais] = 0,0008 

2.17 Se 8 torres sao colocadas aleatoriamen- 
te em um tabuleiro de xadrez, calcule a 
probabilidade de que nenhuma das torres 
possa capturar qualquer uma das demais. 
Isto e, compute a probabilidade de que 
nenhuma linha contenha mais que uma 
torre. 

2.18 Duas cartas sao selecionadas aleatoria- 
mente de um baralho comum. Qual e a 
probabilidade de que elas formem um 
vinte e um? Isto e, qual e a probabilidade 
de que um das cartas seja um as e a outra 
seja ou um dez, um valete, uma dama ou 
um rei? 

2.19 Dois dados simetricos tern dois de seus la- 
dos pintados de vermelho, dois de preto, 
um de amarelo e o outro de branco. Quan- 
do esse par de dados e rolado, qual e a pro¬ 
babilidade de que ambos os dados saiam 
com uma face de mesma cor para cima? 

2.20 Suponha que voce esteja jogando vinte 
e um contra um crupie. Em um baralho 
que acabou de ser embaralhado, qual e 
a probabilidade de que nem voce nem o 
crupie saiam com um vinte e um (as mais 
um dez, um valete, uma dama ou rei)? 

2.21 Uma pequena organizagao comunitaria e 
formada por 20 famflias, das quais 4 tern 
uma crianga, 8 tern duas criangas, 5 tern 
tres criangas, 2 tern quatro criangas e 1 
tern 5 criangas. 

(a) Se uma dessas famflias e escolhida 
aleatoriamente, qual e a probabilida¬ 
de de que ela tenha i criangas, i = 1,2, 
3,4,5? 

(b) Se uma das criangas e escolhida alea¬ 
toriamente, qual e a probabilidade de 
que a crianga venha de uma famflia 
com i criangas, z=l, 2,3,4,5? 

2.22 Considere a seguinte tecnica para emba- 
ralhar um baralho de n cartas: para qual¬ 
quer ordem inicial das cartas, percorra o 
baralho tirando uma carta de cada vez 
e, para cada carta, jogue uma moeda. Se 
der cara, entao deixe a carta onde esta; 


se der coroa, entao ponha a carta no fim 
do baralho. Apos ter jogado a moeda n 
vezes, considere que uma rodada tenha 
sido completada. Por exemplo, se n = 4 e 
a ordem inicial for 1, 2, 3, 4, se a moeda 
der cara, coroa, coroa, cara, entao a ordem 
das cartas no final da rodada sera 1, 4, 2, 
3. Supondo que todos os resultados possf- 
veis da sequencia de n jogadas de moeda 
sejam igualmente provaveis, qual e a pro¬ 
babilidade de que a ordem das cartas apos 
uma rodada seja igual a ordem inicial? 

2.23 Rola-se um par de dados honestos. Qual 
e a probabilidade de o segundo dado sair 
com um valor maior do que o primeiro? 

2.24 Se dois dados sao rolados, qual e a pro¬ 
babilidade de que a soma das faces para 
cima seja igual a z? Determine essa pro¬ 
babilidade para z = 2,3,..., 11,12. 

2.25 Um par de dados e rolado ate que saia 
uma soma igual a 5 ou 7. Determine a pro¬ 
babilidade de que um resultado igual a 5 
ocorra primeiro. Dica\ Suponha que E n 
represente o evento em que um resulta¬ 
do igual 5 ocorra na n-6 sima rodada e que 
um resultado igual a 5 ou 7 nao ocorra nas 
primeiras n - 1 rodadas. Compute P(E n ) 
e mostre que £ P(E n ) e a probabilidade 
desejada. n ~ 

2.26 Um popular jogo de dados e jogado da 
seguinte maneira: um jogador rola dois 
dados. Se a soma dos dados e igual a 2, 
3 ou 12, o jogador perde; se a soma e 
igual a 7 ou 11, ele vence. Para qualquer 
resultado diferente, o jogador continua a 
rolar os dados ate que o resultado inicial 
saia novamente ou que saia um 7. Se o 7 
aparecer primeiro, o jogador perde; se o 
resultado inicial for repetido antes que o 
7 aparega, o jogador vence. Calcule a pro¬ 
babilidade de um jogador veneer neste 
jogo de dados. 

Dica: Suponha que £, represente o even¬ 
to em que a safda inicial e i e o jogador 

vence. A probabilidade desejada e igual a 

12 

P(Ei). Para computar /*(£,), defina os 

f=2 

eventos E i/t como aqueles em que a soma 
inicial e z e o jogador vence^a «-esima 
rodada. Mostre que P(E{) = £ P(E^ n ). 
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2.27 Uma urna contem 3 bolas vermelhas e 7 
bolas pretas. Os jogadores A e B retiram 
bolas da urna alternadamente ate que 
uma bola vermelha seja selecionada. De¬ 
termine a probabilidade de A selecionar 
uma bola vermelha. (A tira a primeira 
bola, depois B, e assim por diante. Nao ha 
devolugao das bolas retiradas.) 

2.28 Uma urna contem 5 bolas vermelhas, 6 
bolas azuis e 8 bolas verdes. Se um con- 
junto de 3 bolas e selecionado aleatoria- 
mente, qual e a probabilidade de que cada 
uma das bolas seja (a) da mesma cor? (b) 
de cores diferentes? Repita esse problema 
considerando que, sempre que uma bola 
seja selecionada, sua cor seja anotada e 
ela seja recolocada na urna antes da pro- 
xima selegao. Esse experimento e conhe- 
cido como amostragem com devolugao. 

2.29 Uma urna contem n bolas brancas e m 
bolas pretas, onde ncm sao numeros po¬ 
sitives. 

(a) Se duas bolas sao retiradas da urna 
aleatoriamente, qual e a probabilida¬ 
de de que elas sejam da mesma cor? 

(b) Se uma bola e retirada da urna alea¬ 
toriamente e entao recolocada antes 
que a segunda bola seja retirada, qual 
e a probabilidade de que as bolas sa- 
cadas sejam da mesma cor? 

(c) Mostre que a probabilidade calculada 
na letra (b) e sempre maior do que 
aquela calculada na letra (a)? 

2.30 Os clubes de xadrez de duas escolas sao 
formados por 8 e 9 jogadores, respectiva- 
mente. Quatro membros de cada um dos 
clubes sao selecionados aleatoriamente 
para participar de uma competigao entre 
as duas escolas. Os jogadores escolhidos 
de um time entao formam pares com 
aqueles do outro time, e cada um dos pa¬ 
res jogam uma partida de xadrez entre 
si. Suponha que Rebeca e sua irma Eli¬ 
sa pertengam aos clubes de xadrez, mas 
joguem por escolas diferentes. Qual e a 
probabilidade de que 

(a) Rebeca e Elisa joguem uma partida? 

(b) Rebeca e Elisa sejam escolhidas para 
representar as suas escolas mas nao 
joguem uma contra a outra? 

(c) Rebeca ou Elisa sejam escolhidas 
para representar suas escolas? 


2.31 Um time de basquete de 3 pessoas e for- 
mado por um defensor, um atacante e um 
central. 

(a) Se uma pessoa e escolhida aleatoria¬ 
mente de cada um de tres times com 
uma formagao igual a essa, qual e a 
probabilidade de um time completo 
ser selecionado? 

(b) Qual e a probabilidade de que os 3 jo¬ 
gadores selecionados joguem na mes¬ 
ma posigao? 

2.32 Um grupo de individuos contendo m 
meninos e g garotas e alinhado de forma 
aleatoria; isto e, supoe-se que cada uma 
das (m + g)! permutagoes seja igualmen- 
te provavel. Qual e a probabilidade de 
que a pessoa na i-6 sima posigao, 1 < i < 
m + g, seja uma garota? 

2.33 Em uma floresta vivem 20 renas, das quais 
5 sao capturadas,marcadas e entao soltas. 
Certo tempo depois, 4 das renas sao cap- 
turadas. Qual e a probabilidade de que 
2 dessas 4 renas tenham sido marcadas? 
Que suposigoes voce esta fazendo? 

2.34 Diz-se que o segundo conde de Yarbo¬ 
rough teria apostado com chances de 
1000 para 1 que uma mao de bridge com 
13 cartas conteria pelo menos uma carta 
maior ou igual a dez (ou seja, uma carta 
igual a um dez, um valete, uma dama, um 
rei ou um as). Hoje em dia, chamamos de 
Yarborough uma mao que nao possua car¬ 
tas maiores que 9. Qual e a probabilidade 
de que uma mao de bridge selecionada 
aleatoriamente seja um Yarborough? 

2.35 Sete bolas sao retiradas aleatoriamente 
de uma urna que contem 12 bolas ver¬ 
melhas, 16 bolas azuis e 18 bolas verdes. 
Determine a probabilidade de que 

(a) 3 bolas vermelhas, 2 bolas azuis e 2 
bolas verdes sejam sacadas; 

(b) pelo menos duas bolas vermelhas se¬ 
jam sacadas; 

(c) todas as bolas sacadas sejam de mes¬ 
ma cor; 

(d) exatamente 3 bolas vermelhas ou exa- 
tamente 3 bolas azuis sejam sacadas. 

2.36 Duas cartas sao escolhidas aleatoriamen¬ 
te de um baralho de 52 cartas. Qual e a 
probabilidade de 

(a) ambas serem ases? 

(b) ambas terem o mesmo valor? 
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2.37 Um instrutor propoe para a classe um 
conjunto de 10 problemas com a infor- 
magao de que o exame final sera formado 
por uma selegao aleatoria de 5 deles. Se 
um estudante tiver descoberto como re¬ 
solver 7 dos problemas, qual e a probabi¬ 
lidade de que ele ou ela venha a respon¬ 
der corretamente: 

(a) todos os 5 problemas? 

(b) pelo menos 4 dos problemas? 

2.38 Existem n meias em uma gaveta, 3 das 
quais sao vermelhas. Qual e o valor de n 
se a probabilidade de que duas meias ver¬ 
melhas sejam retiradas aleatoriamente da 
gaveta e igual a 1/2? 

2.39 Existem 5 hoteis em certa cidade. Se, em 
um dia, 3 pessoas fizerem registro nesses 
hoteis, qual e a probabilidade de que elas 
se registrem em hoteis diferentes? Que 
suposi^oes voc$ esta fazendo? 

2.40 Uma cidade contem 4 pessoas que con- 
sertam televisoes. Se 4 aparelhos estive- 
rem estragados, qual e a probabilidade 
de que exatamente i dos tecnicos sejam 
chamados? Que suposi^oes voce esta fa¬ 
zendo? 

2.41 Se um dado e rolado 4 vezes, qual e a 
probabilidade de que o 6 saia pelo menos 
uma vez? 

2.42 Dois dados sao jogados n vezes em se- 
quencia. Compute a probabilidade de 
que um duplo 6 apare^a pelo menos uma 
vez. Quao grande deve ser n para que 
essa probabilidade seja pelo menos igual 
a 1/2? 

2.43 (a) Se N pessoas, incluindo AtB, sao dis- 

postas aleatoriamente em linha, qual 
e a probabilidade de que A e B este- 
jam uma ao lado da outra? 

(b) E se as pessoas tivessem sido dispos- 
tas aleatoriamente em cfrculo? 

2.44 Cinco pessoas, designadas como A, B,C, 
D , E , sao arranjadas em uma sequencia li¬ 
near. Supondo que cada uma das ordena- 
goes possiveis seja igualmente provavel, 
qual e a probabilidade de que: 

(a) exista exatamente uma pessoa entre 
AeBl 

(b) existam exatamente duas pessoas en¬ 
tre A gB? 


(c) existam tres pessoas entre A e £? 

2.45 Uma mulher tem n chaves, das quais uma 
abre a sua porta. 

(a) Se ela tentar usar as chaves aleatoria¬ 
mente, descartando aquelas que nao 
funcionam, qual e a probabilidade de 
ela abrir a porta em sua A>esima ten- 
tativa? 

(b) E se ela nao descartar as chaves ja uti- 
lizadas? 

2.46 Quantas pessoas tem de estar em uma 
sala para que a probabilidade de que pelo 
menos duas delas celebrem aniversario 
no mesmo mes seja igual a 1/2? Suponha 
que todos os possiveis resultados mensais 
sejam igualmente provaveis. 

2.47 Se ha 12 estranhos em uma sala, qual e a 
probabilidade de que nenhum deles cele- 
bre aniversario no mesmo dia? 

2.48 Dadas 20 pessoas, qual e a probabilidade 
de que, entre os 12 meses do ano, existam 
4 meses contendo exatamente 2 aniversa- 
rios e 4 contendo exatamente 3 aniversa- 
rios? 

2.49 Um grupo de 6 homens e 6 mulheres e di- 
vidido aleatoriamente em 2 grupos de 6 
pessoas cada. Qual e a probabilidade de 
que ambos os grupos possuam o mesmo 
numero de homens? 

2.50 Em uma mao de bridge (13 cartas) deter¬ 
mine a probabilidade de que voce tenha 5 
cartas de espadas e seu parceiro tenha as 
8 cartas de espadas restantes? 

2.51 Suponha que n bolas sejam aleatoria¬ 
mente distribuidas entre N compartimen- 
tos. Determine a probabilidade de que m 
bolas caiam no primeiro compartimento. 
Suponha que todos os N* 7 arranjos sejam 
igualmente provaveis. 

2.52 Um armario contem 10 pares de sapatos. 
Se 8 sapatos sao selecionados aleatoria¬ 
mente, qual e a probabilidade de 

(a) nenhum par completo ser formado? 

(b) ser formado exatamente 1 par com¬ 
pleto? 

2.53 Se quatro casais estao dispostos em linha, 
determine a probabilidade de nenhum 
marido se sentar ao lado de sua esposa. 

2.54 Compute a probabilidade de que uma 
mao de bridge esteja vazia em pelo me- 
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nos uma sequencia. Note que a resposta 
nao e 

(t)(g) 

(S) 

(Por que nao?) 

Dica: Use a Proposigao 4.4 
2.55 Compute a probabilidade de que uma 
mao de 13 cartas contenha: 

(a) oaseo rei de pelo menos um naipe; 

(b) todos os naipes de pelo menos uma 
das 13 cartas diferentes. 


2.56 Dois jogadores jogam o seguinte jogo: o 
jogador A escolhe uma das tres roletas 
desenhadas na Figura 2.6 e entao o joga¬ 
dor B escolhe uma das duas roletas res¬ 
tates. Entao, ambos os jogadores giram 
suas roletas e aquele cuja roleta sair com 
o maior numero e declarado vencedor. 
Supondo que cada uma das 3 regioes de¬ 
senhadas em cada uma das roletas tenha 
a mesma probabilidade de sair, voce pre- 
feriria ser o jogador A ou B1 Explique a 
sua resposta! 





Figura 2.6 Roletas. 


EXERCICIOS TEORICOS 


Prove as seguintes relaijoes: 

2.1 £FC£C£UF 

2.2 Se E C F, entao F C £°. 

2.3 F = FE U FF e E U F = E U FF. 


( oo \ oo 

\JE l \F=\JE,F e 

( 00 \ oo 

f)£| u F = n (Ei U F). 
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2.5 Para qualquer sequencia de eventos E v 
E 29 ... 9 defina uma nova sequencia F v F 2 ,... 
de eventos disjuntos (isto e, eventos tais 
que F [ F j = 0 sempre que i # j) de forma 
que, para todo n ^ 1, 

U«-U* 

1 l 

2.6 Sejam tres eventos E,F e G. Determine 
expressoes para esses eventos de forma 
que, de E y F e G, 

(a) apenas E ocorra; 

(b) E qG ocorram, mas nao F; 

(c) pelo menos um dos eventos ocorra; 

(d) pelo menos dois dos eventos ocor¬ 
ram; 

(e) todos os tres eventos ocorram; 

(f) nenhum dos eventos ocorra; 

(g) no maximo um dos eventos ocorra; 

(h) no maximo dois dos eventos ocor¬ 
ram; 

(j) no maximo tres dos eventos ocorram. 

2.7 Determine a expressao mais simples para 
os seguintes eventos: 

(a) (. EUF)(EUF C ); 

(b) (E U F)(E C U F)(E U F c )\ 

(c) (E U F)(FU G). 

2.8 Seja S um dado conjunto. Se, para algum 
k > 0, S ]s S 2 ,..., S k sao subconjuntos de S 
nao nulos e mutuamente exclusivos de 

k 

forma que 1J Si — S , entao chamamos 
i=l 

o conjunto {S l9 S 2 ,..., S k } uma partigao de S. 
Suponha que T n represente o numero de 
diferentes partigoes de {1,2,..., n}. Assim, 
T x = 1 (a unica partigao e S x = {1}) e T 2 = 
2 (as duas parties sao {{1,2}},{{1},{2}}). 

(a) Mostre, calculando todas as partigoes, 
que T 3 = 5, r 4 = 15. 

(b) Mostre que 

r„ +J =i + X:(”)r fc 

k—1 v 7 

e use essa equagao para computar 

2V 

Dica: Uma maneira de escolher uma 
partigao de n + 1 itens e chamar um dos 
itens de especial Entao, obtemos diferen¬ 
tes partigoes primeiramente escolhendo 
k,k = 0 9 1,..., n ,depois um subconjunto de 
tamanho n-k dos itens que nao sao espe- 


ciais, entao qualquer uma das T k partigoes 
dos itens nao especiais restantes. Acres- 
centando o item especial ao subconjunto 
de tamanho n-k, podemos obter uma 
partigao de todos os n + 1 itens. 

2.9 Suponha que um experimento seja reali- 
zado n vezes. Para qualquer evento E do 
espago amostral, suponha que n(E) repre¬ 
sente o numero de vezes em que o evento 
E ocorre e defina f(E) = n(E)ln . Mostre 
que/(-) satisfaz os Axiomas 1,2 e 3. 

2.10 Demonstre que P(E U F U G) = P(E) 
+ P(F) + P(G) - P(E C FG) - P(EF C G) - 
P(EFG C )-2P(EFG). 

2.11 Se P(E) = 0,9 e P(F) = 0,8, mostre que 
P(EF) > 0,7. De forma geral, demonstre a 
desigualdade de Bonferroni, isto e 

P(EF) > P(E) + P(F) -1 

2.12 Mostre que a probabilidade de que exa- 
tamente um dos eventos E ou F ocorra e 
igual a P(E) + P(F) - 2P(EF). 

2.13 Demonstre que P(EF) = P(E) - P(EF). 

2.14 Demonstre a Proposigao 4.4 por indugao 
matematica. 

2.15 Uma urna contem M bolas brancas e N 
bolas pretas. Se uma amostra aleatoria de 
tamanho r e escolhida, qual e a probabi¬ 
lidade de que ela contenha exatamente k 
bolas brancas? 

2.16 Use a indugao para generalizar a desi¬ 
gualdade de Bonferroni para n eventos. 
Isto e, mostre que 

P{E,E 2 ... E n ) > P(E : ) +... + P(E n ) -(n- 1) 

2.17 Considere o problema do pareamento, 
visto no Exemplo 5m, e defina A N como 
o numero de maneiras pelas quais N ho- 
mens podem selecionar seus chapeus de 
forma que nenhum deles selecione o seu 
proprio chapeu. Mostre que 

Ah = (N — 1)04^ + A n _ 2 ) 

Essa formula, juntamente com as condi- 
goes de contorno A x = 0, A 2 = 1, pode 
entao ser resolvida para A N9 e a probabili¬ 
dade desejada de que nao ocorram parea- 
mentos seria A n /N\. 

Dica: Apos o primeiro homem selecionar 
um chapeu que nao e o seu, havera ainda 
N - 1 homens para selecionar um chapeu 



78 Probabilidade: Um Curso Moderno com Aplicagoes 


de um conjunto de N - 1 chapeus. Note 
que esse conjunto nao contem o chapeu 
de um desses homens. Assim, ha um ho- 
mem extra e um chapeu extra. Mostre 
que podemos obter a condigao de ausen- 
cia de pareamento seja com o homem ex¬ 
tra selecionando o chapeu extra ou com o 
homem extra nao selecionando o chapeu 
extra. 

2.18 Suponha que f n represente o numero de 
maneiras de jogar uma moeda n vezes de 
forma que nunca saiam caras sucessivas. 
Mostre que 

fn = fn-\ + fn-2 « - 2 > onde /„ = 1,/, = 2 

Dica\ Existem quantos resultados que co- 
megam com uma cara e quantos que co- 
megam com uma coroa? Se P n representa 
a probabilidade de que caras sucessivas 
nunca aparegam quando uma moeda e jo- 
gada n vezes, determine P n (em termos de 
f n ) quando todos os resultados possfveis 
das n jogadas forem igualmente provaveis. 
Compute P 10 . 

2.19 Uma uma contem n bolas vermelhas e 
m bolas azuis. Elas sao retiradas uma de 
cada vez ate que um total de r, r < n , bo¬ 
las vermelhas tenha sido retirado. Deter¬ 
mine a probabilidade de que um total de 
k bolas seja retirado. 


Dica: Um total de k bolas sera retirado 
se houver r - 1 bolas vermelhas nas pri- 
meiras k- 1 retiradas e se a fc-esima bola 
retirada for vermelha. 

2.20 Considere um experimento cujo espa- 
go amostral e formado por um numero 
infinito porem contavel de pontos. Mos¬ 
tre que nem todos os pontos podem ser 
igualmente provaveis. Todos os pontos 
podem ter uma probabilidade de ocor- 
rencia positiva? 

*2.21 Considere o Exemplo 5o, que lida com 
o numero de series de vitorias obtidas 
quando n vitorias e m derrotas sao per- 
mutadas aleatoriamente. Agora, conside¬ 
re o numero total de series - isto e, series 
de vitorias mais series de derrotas - e 
mostre que 


P{2k series) = 2 


(rlKili) 


/ m + n \ 

v n ) 

P{2k + 1 series} 

( m r) 


PROBLEMAS DE AUTOTESTE E EXERCICIOS 


2.1 Uma cantina oferece um menu de tres 
pratos composto por uma entrada, uma 
guarnigao e uma sobremesa. As opgoes 
possfveis sao dadas na tabela a seguir: 


Refeigao 

Opgoes 

Entrada 

Galinha ou bife grelhado 

Guarnigao 

Massa ou arroz ou batata 

Sobremesa 

Sorvete ou gelatina ou torta 
de maga ou uma pera 


Uma pessoa deve escolher um prato de 
cada categoria. 

(a) Ha quantos resultados no espago 
amostral? 

(b) Seja A o evento em que o sorvete e es- 
colhido. Ha quantos resultados em A1 


(c) Seja B o evento em que a galinha e es- 
colhida.Ha quantos resultados em B1 

(d) Liste todos os resultados do evento 
AB. 

(e) Seja C o evento em que o arroz e esco- 
Ihido. Ha quantos resultados em C? 

(f) Liste todos os resultados no evento 
ABC . 

2.2 Um cliente que visita o departamento de 
ternos de um loja tern probabilidade 0,22 
de comprar um terno, 0,30 de comprar 
uma camisa e 0,28 de comprar uma gra- 
vata. O cliente tern probabilidade 0,11 de 
comprar um terno e uma camisa, 0,14 de 
comprar um terno e uma gravata, e 0,10 
de comprar uma camisa e uma gravata. 
Ele tern probabilidade 0,06 de comprar 
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todos os tres itens. Qual e a probabilidade 
de o cliente comprar 

(a) nenhum desses itens? 

(b) exatamente 1 desses itens? 

2.3 Um baralho de cartas e distribuido. Qual 
e a probabilidade de que a decima quarta 
carta seja um as? Qual e a probabilidade 
de o primeiro as ocorrer na decima quar¬ 
ta carta? 

2.4 Seja A o evento em que a temperatura 
no centro de Los Angeles e de 21°C e B o 
evento em que a temperatura no centro de 
Nova York e de 21°C. Alem disso, suponha 
que C represente o evento em que o ma- 
ximo das temperaturas no centro de Nova 
York e Los Angeles e de 21 °C. Se P(A) = 
0,3, P(B) = 0,4 e P(C) = 0,2, determine a 
probabilidade de que a temperatura mi¬ 
nima no centro das duas cidades seja de 
21°C. 

2.5 Embaralha-se um baralho comum de 52 
cartas. Qual e a probabilidade de que as 
quatro cartas de cima tenham 

(a) denomina 9 oes diferentes? 

(b) naipes diferentes? 

2.6 A urna A contem 3 bolas vermelhas e 3 
bolas pretas, enquanto a urna B contem 4 
bolas vermelhas e 6 bolas pretas. Se uma 
bola e sorteada de cada uma das urnas, 
qual e a probabilidade de que as bolas se- 
jam de mesma cor? 

2.7 Em uma loteria, um jogador deve esco- 
lher 8 numeros entre 1 e 40. A comissao 
da loteria entao realiza um sorteio em 
que 8 desses 40 numeros sao seleciona- 
dos. Supondo que o resultado do sorteio 
tenha a mesma probabilidade de ser igual 

a qualquer uma das ^ ^ ^ combinaqoes 
possiveis, qual e a probabilidade de que 
um jogador tenha 

(a) todos os 8 numeros sorteados na lo¬ 
teria? 

(b) 7 dos numeros sorteados na loteria? 

(c) pelo menos 6 dos numeros sorteados 
na loteria? 

2.8 De um grupo de 3 calouros, 4 alunos do 
segundo ano, 4 alunos do terceiro ano e 
3 formandos,forma-se aleatoriamente um 
comite de 4 pessoas. Determine a probabi¬ 
lidade de que o comite seja formado por 


(a) 1 aluno de cada classe; 

(b) 2 alunos do segundo ano e 2 alunos do 
terceiro ano. 

(c) apenas alunos do segundo ou terceiro 
ano. 

2.9 Em um conjunto finito A, suponha que 
N(A) represente o numero de elementos 
em A. 

(a) Mostre que 

N(A U B) = N(A) + N(B) - N(AB ) 

(b) De forma mais geral, mostre que 

J = E N ^> - 

\i =1 / « '</ 

+ ... + (-1)"+! N(Ai~-A n ) 

2.10 Considere um experimento que consiste 
na corrida de seis cavalos numerados de 
1 a 6, e suponha que o espago amostral 
seja formado pelas 6! ordens de chegada 
possiveis. Seja A o evento em que o ca- 
valo de numero 1 esta entre os tres pri- 
meiros classificados e B o evento em que 
o cavalo de numero 2 chega em segundo. 
Quantos resultados estao contidos no 
evento AUfi? 

2.11 Uma mao de cinco cartas e distribuida de 
um baralho de 52 cartas bem embaralha- 
do. Qual e a probabilidade de que a mao 
tenha pelo menos uma carta de cada um 
dos quatro naipes? 

2.12 Uma equipe de basquete e formada por 6 
atacantes e 4 defensores. Se os jogadores 
sao divididos em pares de forma aleato- 
ria, qual e a probabilidade de que existam 
exatamente dois pares formados por um 
defensor e um atacante? 

2.13 Suponha que uma pessoa escolha alea¬ 
toriamente uma letra de RESERVE 
e depois uma letra de VERTICAL. 
Qual e a probabilidade de que a mesma 
letra seja escolhida? 

2.14 Demonstre a desigualdade de Boole: 

OO \ CO 

(JA U E F( A) 

i =1 / /=1 

2.15 Mostre que se R(A;) = 1 para todo i > 1, 
entao P A*^ = 1. 
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2.16 Suponha que T k (n) represente o numero 
de partigoes do conjunto {1,..., n } em k 
subconjuntos nao vazios, onde 1 < k < n 
(veja o Exercicio Teorico 2.8 para a defi- 
nigao de uma partigao). Mostre que 

T k (n) = kT k (n-l) + T kA (n~ 1) 

Dica : Em quantas partigoes {1} e um sub- 
conjunto e em quantas partigoes 1 e um 
elemento de um subconjunto que contem 
outros elementos? 

2.17 Cinco bolas sao escolhidas aleatoria¬ 
mente, sem devolugao, de uma urna que 
contem 5 bolas vermelhas, 6 brancas e 7 
azuis. Determine a probabilidade de que 
pelo menos uma bola de cada cor seja es- 
colhida. 

2.18 Quatro bolas vermelhas, 8 azuis e 5 ver- 
des sao alinhadas aleatoriamente. 

(a) Qual e a probabilidade de que as pri- 
meiras 5 bolas sejam azuis? 

(b) Qual e a probabilidade de que nenhu- 
ma das primeiras 5 bolas seja azul? 


(c) Qual e a probabilidade de que as tres 
ultimas bolas tenham cores diferentes? 

(d) Qual e a probabilidade de que todas 
as bolas vermelhas estejam juntas? 

2.19 Dez cartas sao escolhidas aleatoriamente 
de um baralho de 52 cartas formado por 
13 cartas de cada um dos naipes diferen¬ 
tes. Cada uma das cartas selecionadas e 
colocada em uma de 4 pilhas, dependen- 
do de seu naipe. 

(a) Qual e a probabilidade de que a maior 
pilha tenha 4 cartas, a segunda maior 
tenha 3 cartas, a terceira maior tenha 2 
cartas, e a menor pilha tenha 1 carta? 

(b) Qual e a probabilidade de que duas 
das pilhas tenham 3 cartas, uma tenha 
4 cartas, e uma nao tenha cartas? 

2.20 Bolas sao removidas aleatoriamente de 
uma urna que contem inicialmente 20 bo¬ 
las vermelhas e 10 bolas azuis. Qual e a 
probabilidade de que todas as bolas ver¬ 
melhas sejam retiradas antes que todas as 
bolas azuis? 
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3.1 INTRODUCAO 

Neste capitulo, introduzimos um dos conceitos mais importantes da teoria da 
probabilidade. A importancia desse conceito e dupla. Em primeiro lugar, esta- 
mos frequentemente interessados em calcular probabilidades quando temos 
alguma informagao parcial a respeito do resultado de um experimento; em tal 
situagao, as probabilidades desejadas sao condicionais. Em segundo lugar, mes- 
mo quando nao temos nenhuma informagao parcial sobre o resultado de um 
experimento, as probabilidades condicionais podem ser frequentemente utili- 
zadas para computar mais facilmente as probabilidades desejadas. 


3.2 PROBABILIDADES CONDICIONAIS 

Suponha que lancemos dois dados. Suponha tambem que cada um dos 36 re- 
sultados possiveis seja igualmente provavel e que portanto tenha probabilidade 
1/36. Alem disso, digamos que o primeiro dado seja um 3. Entao, dada essa 
informagao, qual e a probabilidade de que a soma dos 2 dados seja igual a 8? 
Para calcular essa probabilidade, pensamos da seguinte maneira: sabendo que 
saiu um 3 no dado inicial, existirao no maximo 6 resultados possiveis para o 
nosso experimento, isto e, (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5) e (3,6). Como cada um 
desse resultados tinha originalmente a mesma probabilidade de ocorrencia, os 
resultados deveriam continuar a ter probabilidades iguais. Isto e, dado que o 
primeiro dado e um 3, a probabilidade (condicional) de cada um dos resultados 
(3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5) e (3,6) e 1/6, enquanto a probabilidade (condi- 
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cional) dos outros 30 pontos no espago amostral e 0. Com isso, a probabilidade 
desejada sera igual a 1/6. 

Se E e F representarem, respectivamente, o evento em que a soma dos da¬ 
dos e igual a 8 e o evento em que o primeiro dado 6 um 3, entao a probabilida¬ 
de que acabamos de obter e chamada de probabilidade condicional de que E 
ocorra dado que F ocorreu e e representada por 

P(E\F) 

Uma formula geral para P(E\F) que seja valida para todos os eventos E e F e 
deduzida da mesma maneira: se o evento F ocorrer, entao, para que E ocorra, e 
necessario que a ocorrencia real seja um ponto tanto em E quanto em F\ isto e, 
ela deve estar em EF. Agora, como sabemos que F ocorreu, tem-se que F se tor- 
na nosso novo, ou reduzido, espago amostral; com isso, a probabilidade de que 
o evento EF ocorra sera igual a probabilidade de EF relativa a probabilidade 
de F. Isto e, temos a seguinte definigao. 


Definigao 

Se P(F) > 0, entao 

P(£|F) = w’ 

(2.1) 


Exemplo 2a 

Um estudante faz um teste com uma hora de duragao. Suponha que a proba¬ 
bilidade de que o estudante finalize o teste em menos que x horas seja igual 
a x/2, para todo 0 ^ x < 1. Entao, dado que o estudante continua a trabalhar 
apos 0,75 horas, qual e a probabilidade condicional de que a hora completa seja 
utilizada? 


Solugao Seja L x o evento em que o estudante finaliza o teste em menos que x 
horas, 0<r<l,eFo evento em que o estudante usa a hora completa. Como F 
e o evento em que o estudante nao finalizou o teste em menos que 1 hora, 

P(F) = P(L{) = 1 - P(L X ) = 0,5 


Agora, o evento em que o estudante ainda esta trabalhando no horario de 0,75 
horas e o complemento do evento L 075 , entao a probabilidade desejada e ob- 
tida de 


P(F\L c 0 ; 75> = 


Piths '* 

PjF) 

1 - P(L 0 ,75) 
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Se cada resultado de um espago amostral finito S e igualmente provavel, 
entao, tendo como condigao o evento em que o resultado esta contido no sub- 
conjunto FC S, todos os resultados emFse tornam igualmente provaveis. Em 
tais casos, e muitas vezes conveniente computar probabilidades condicionais 
da forma P(E\F ) usando F como o espago amostral. De fato, trabalhar com 
esse espago amostral reduzido frequentemente resulta em uma solugao mais 
facil e mais bem compreendida. Nossos proximos exemplos ilustram esse 
ponto. 


Exemplo 2b 

Uma moeda e jogada duas vezes. Supondo que todos os quatros pontos no es¬ 
pago amostral S = {( h , h), ( h , t ), ( t , h ), (/, t )} sejam igualmente provaveis, onde h 
representa cara e t representa coroa, qual e a probabilidade condicional de que 
de cara em ambas as jogadas, dado que (a) de cara na primeira jogada? (b) de 
cara em pelo menos uma das jogadas? 


Solugao Seja B = {(h,h)} o evento em que ambas as jogadas dao cara;F{(ft,/z), 
(j h , t )} o evento em que da cara na primeira moeda, eA = {( h , h), ( h , t ), (r, h)) 
o evento em da cara em pelo menos uma jogada. A probabilidade referente a 
letra (a) pode ser obtida de 


P(B\F) = 


P(BF) 

P(P) 


mKm 

P({(M),(M 1) 



Para a letra (b), temos 


P(B\A) 


P{BA) 

P(A) 


P({(h,h)}) 


P({(h,h\(h,t)At,h)}) 


U = 1/3 

3/4 1 


Assim, a probabilidade de que de cara em ambas as jogadas dado que a primei¬ 
ra jogada tenha dado cara e igual a 1/2, enquanto a probabilidade condicional 
de que de cara em ambas as moedas dado que pelo menos uma delas tenha 
dado cara e igual a 1/3. Muitos estudantes inicialmente acham esse ultimo re¬ 
sultado surpreendente. Eles pensam que, dado que pelos menos uma moeda de 
cara, existem dois resultados possiveis: ou da cara em ambas as moedas ou da 
cara em apenas uma. Seu engano, no entanto, esta em supor que essas duas pos- 
sibilidades sao igualmente provaveis. Pois, inicialmente, existem 4 resultados 
igualmente provaveis. Como a informagao de que pelo menos uma das jogadas 
da cara e equivalente a informagao de que o resultado nao e ( t , t ), ficamos com 
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os tres resultados igualmente provaveis (h, h ), (ft, t), (t, h ), apenas um deles re- 
sultando em cara em ambas as moedas. □ 

Exemplo 2c 

No jogo de bridge, as 52 cartas do baralho sao distribuidas igualmente entre 
4 jogadores - chamados leste, oeste, norte e sul. Se norte e sul tem um total 
de 8 espadas, qual e a probabilidade de que leste tenha as 5 cartas de espadas 
restantes? 

Solugdo Provavelmente, o jeito mais facil de calcular a probabilidade dese- 
jada e trabalhar com o espago amostral reduzido. Is to e, dado que norte e sul 
tem um total de 8 espadas entre suas 26 cartas, resta um total de 26 cartas, onde 
exatamente 5 delas sao espadas, a serem distribuidas entre as maos leste-oeste. 
Como cada distribuigao e igualmente provavel, tem-se que a probabilidade 
condicional de que leste tenha exatamente 3 espadas entre suas 13 cartas e 
igual a 



Exemplo 2d 

Um total de n bolas e sequencial e aleatoriamente escolhido, sem devolugao, de 
uma urna contendo r bolas vermelhas e b bolas azuis (n < r 4- b). Dado que k 
das n bolas sao azuis, qual e a probabilidade condicional de que a primeira bola 
escolhida seja azul? 


Solugao Se imaginarmos que as bolas sao numeradas, com as bolas azuis re- 
cebendo os numeros de 1 a b e as bolas vermelhas recebendo os numeros de 
b + 1 ate b 4- r, entao o resultado do experimento de selecionar n bolas sem 
promover a sua devolugao e um vetor de inteiros distintos x v ...,x n , onde cada x { 
esta entre 1 e r + b. Alem disso, cada um desses vetores tem a mesma probabi¬ 
lidade de ser o resultado. Assim, dado que o vetor contem k bolas azuis (isto e, 
ele contem k valores entre 1 e b ), tem-se que cada um desses resultados e igual¬ 
mente provavel. Mas como a primeira bola escolhida tem, portanto, a mesma 
probabilidade de ser qualquer uma das n bolas escolhidas, das quais k sao azuis, 
tem-se que a probabilidade e igual a kin. 

Se nao tivessemos escolhido trabalhar com o espago amostral reduzido, 
poderiamos ter resolvido o problema supondo que B fosse o evento em que a 
primeira bola escolhida e azul e B k o evento em que um total de k bolas azuis 
e escolhido. Entao 


P(B\B k ) = 


P(BB k ) 

P(Bk) 

P(B k \B)P(B) 


P(B k ) 
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Agora, P(B k \B ) e a probabilidade de que a escolha aleatoria de n - 1 bolas de 
uma urna contendo r bolas vermelhas e b -1 bolas azuis resulte na escolha de 
um total de k - 1 bolas azuis; consequentemente, 


P{B k \B) = 



Usando a formula anterior juntamente com 


P(B) = 


b 

r + b 


e a probabilidade hipergeometrica 


P(B k ) = 



novamente obtem-se o resultado 

P(B\B k ) = - m 

n 

Multiplicando ambos os lados da Equagao (2.1) por E(E), obtemos 

P(EF) = P(F)P(E\F) (2.2) 

Colocando em palavras, a Equagao (2.2) diz que a probabilidade de que E e F 
ocorram e igual a probabilidade de que Eocorra multiplicada pela probabilida¬ 
de condicional de E dado que Etenha ocorrido. A Equagao (2.2) e muitas vezes 
util no calculo da probabilidade da intersegao de eventos. 

Exemplo 2e 

Celina esta indecisa quanto a fazer uma disciplina de frances ou de qufmica. 
Ela estima que sua probabilidade de conseguir um conceito A seria de 1/2 em 
uma disciplina de frances e de 2/3 em uma disciplina de qufmica. Se Celina 
decide basear a sua escolha no langamento de uma moeda honesta, qual e a 
probabilidade de que ela obtenha um A em qufmica? 

Solugao (a) Suponha que C seja o evento em que Celina faz o cur so de qui- 
mica e A o evento em que ela que ela tira A independentemente 
do curso que fizer. Entao a probabilidade desejada e P(CA ), que 
e calculada usando-se a Equagao (2.2) como se segue 

P(CA) = P(C)P(A\C) 



Exemplo 2f 

Suponha que uma urna contenha 8 bolas vermelhas e 4 bolas brancas. Reti- 
ramos 2 bolas da urna e nao as repomos. (a) Se supomos que em cada retira- 
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da cada bola na urna tenha a mesma probabilidade de ser escolhida, qual e a 
probabilidade de que ambas as bolas retiradas sejam vermelhas? (b) Suponha 
agora que as bolas tenham pesos diferentes, com cada bola vermelha tendo um 
peso r e cada bola branca tendo um peso w. Suponha que a probabilidade de 
que a proxima bola a ser retirada da urna seja igual ao peso da bola dividido 
pela soma dos pesos de todas as bolas na urna naquele momento. Qual e a pro¬ 
babilidade de que ambas as bolas sejam vermelhas? 

Solugao Suponha que R x e R 2 representem, respectivamente, os eventos em 
que a primeira e a segunda bola sacadas sao vermelhas. Agora, dado que a pri- 
meira bola selecionada e vermelha, existem 7 bolas vermelhas e 4 bolas brancas 
restantes, de forma que P(R 2 \R 1 ) = 7/11. Como P(R^) e claramente 8/12, a pro¬ 
babilidade desejada e 

P(R 1 R 2 ) = P(Ri)P(R 2 \Ri) 



Naturalmente, essa probabilidade poderia ter sido computada por 
P(R X R 2 ) = 

Para resolver a letra (b), novamente supomos que R t seja o evento em que 
a i-6 sima bola escolhida e vermelha e usamos 

P(R l R 1 ) = P(R,)P(R 1 \R,) 

Agora, numere as bolas vermelhas e suponha que B if i = 1,..., 8, seja o evento 
em que a primeira bola retirada e uma bola vermelha de numero i. Entao, 

= f:?®) =s s ^ 

1=1 

Alem disso, se a primeira bola e vermelha, a urna passa a conter 7 bolas verme¬ 
lhas e 4 bolas brancas. Assim, por um argumento similar ao precedente, 

*(*21*1) = 7 ^T - 
lr -f 4 w 

Com isso, a probabilidade de que ambas as bolas sejam vermelhas e 

= 87T*T t7T4^ d 

Uma generaliza^ao da Equa^ao (2.2), a qual fornece uma expressao para a pro¬ 
babilidade de intersegao de um numero arbitrario de eventos, e as vezes cha- 
mada de regra da multiplicagdo. 


A regra da multiplicagao 

P(E 1 E 2 E 3 •••£„)= P(E 1 )P(E 2 \E l )P(E 3 \E 1 E 2 ) • • • P{En\E 1 • ■ • E n . ± ) 
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Para provar a regra da multiplicagao, basta aplicar a dcfinigao de probabili¬ 
dade condicional ao lado direito da expressao acima, o que resulta em 


PjEiE2) PUhEiEd 

P(E\) P(£i£ 2 ) 


P{EiE2 •■■£„) 
P(E\E2 ■ ■ ■ E n - 1) 


= P{E\E 2 ■■■E n ) 


Exemplo 2g 

No problema de pareamento discutido no Exemplo 5m do Capi'tulo 2, mos- 
trou-se que P N , a probabilidade de nao haver pareamentos quando N pessoas 
selecionam aleatoriamente chapeus dentre o conjunto formado por seus N cha¬ 
peus, e dada por 

N 

Pn = 

1=0 

Qual e a probabilidade de que exatamente k das N pessoas encontrem seus 
chapeus? 

Solugdo Vamos fixar nossa aten^ao em um conjunto particular de k pessoas 
e determinar a probabilidade de que esses k individuos encontrem os seus cha¬ 
peus e ninguem mais. Supondo que E represente o evento em que todos neste 
conjunto encontrem os seus chapeus e que G represente o evento em que ne- 
nhuma das outras N-k pessoas encontre o seu chapeu,temos 

P{GE) = P(E)P(G\E) 

Agora, suponha que i = 1,..., k , seja o evento em que o /-esimo membro do 

conjunto encontre o seu chapeu. Entao 
P(E) = P(F 1 F 2 - -F k ) 

= P(F 1 )P(F 2 \Fi)P(F3\F 1 F 2 ) • ■ • P{F k \F x * • • F k - X ) 
111 1 
~ N N - 1 N - 2 ’ * ’ TV - k + 1 
(N - k)l 
~ TV! 

Dado que todos no conjunto de k encontraram os seus chapeus, as outras N 
- k pessoas estarao aleatoriamente escolhendo dentre os seus proprios N - k 
chapeus. Assim, a probabilidade de que nenhum deles encontre o seu chapeu e 
igual a probabilidade de ninguem encontrar seu chapeu em um problema ten- 
do N - k pessoas escolhendo dentre seus proprios N-k chapeus. Portanto, 

N-k 

p(G\E)=p N - k =j2(~ i y/ i '- 

i =0 


o que mostra que a probabilidade de um conjunto especificado de k pessoas 
encontrar os seus chapeus e ninguem mais e igual a 


P(EG) = 


(N - k)\ 

m 


PN-k 
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Como existirao exatamente k pareamentos se a equagao anterior for verdadeira 
para qualquer um dos ^ conjuntos de k individuos, a probabilidade desejada e 

P(exatamente k pareamentos) — P^^k/k\ 

~ e~ l /k\ quando N e grande ■ 

Vamos agora empregar a regra da multiplicagao para obter uma segunda abor- 
dagem de solu^ao para o Exemplo 5h(b) do Capitulo 2. 

Exemplo 2h 

Um baralho comum de 52 cartas e dividido aleatoriamente em 4 pilhas de 13 
cartas cada. Calcule a probabilidade de que cada pilha tenha exatamente um as. 

Solugao Defina os eventos E t , i = 1,2,3,4, como se segue: 

E l = {o as de espadas esta em qualquer uma das pilhas} 

E 2 = {o as de espadas e o as de copas estao em pilhas diferentes} 

E 3 = {os ases de espadas, copas e ouros estao em pilhas diferentes} 

£ 4 = {todos os 4 ases estao em pilhas diferentes} 

A probabilidade desejada e P(E l E 2 E 3 E 4 ), e, pela regra da multiplicagao, 

PiE^EsE*) = P(E 1 )P(E 2 \E 1 )P(E 3 \E 1 E 2 )P(E 4 \E 1 E 2 E 3 ) 


Agora, 


P{Ei) = 1 

ja que E x i o espago amostral 5-Tambem, 

39 

P(E 2 \Ei) - — 


ja que a pilha contendo o as de espadas ira receber 12 das 51 cartas restantes, e 

26 

PiEslEtEz) = ^ 

ja que as pilhas contendo os ases de espadas e copas irao receber 24 das 50 
cartas restantes. Finalmente, 

P(E^\E\E 2 E 3 ) = — 


Portanto, a probabilidade de que cada pilha receba exatamente 1 as e 


P{E\E 2 E 3 E 4) = 


39 • 26 • 13 
51 • 50 • 49 


0,105 


Isto e, existe uma chance de aproximadamente 10,5% de que cada pilha con- 
tenha um as (o Problema 3.13 fornece uma outra maneira de usar a regra da 
multiplicagao para resolver este problema). ■ 

Observa^des: Nossa defini^ao de P(E\F) e consistente com a interpreta- 
$ao de probabilidade como sendo uma frequencia relativa em uma longa se- 
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quencia de experimentos. Para ver isso, suponha que n repetigoes do experi- 
mento devam ser realizadas, para n grande. Afirmamos que se considerarmos 
apenas os experimentos em que F ocorre, entao P(E\F) sera, em uma longa 
sequencia de experimentos, igual a proporgao na qual E tambem ocorrera. Para 
verificar essa afirmagao, note que, como P(F) e a proporgao de experimentos 
nos quais F ocorre a longo prazo, tem-se que, nas n repetigoes do experimento, 
F ocorrera nP(F) vezes. Similarmente, em aproximadamente nP(EF) desses 
experimentos, tanto E quanto F irao ocorrer. Com isso, de aproximadamente 
nP(F) experimentos em que F ocorre, a proporgao de experimentos em que E 
tambem ocorre e aproximadamente igual a 

nP(EF) __ P(EF) 
nP(F) ~ P(F ) 

Como essa aproximagao se torna exata a medida que n cresce mais e mais, te- 
mos a definigao apropriada de P(E\F). 


3.3 FORMULA DE BAYES 

Suponha os eventos E e F. Podemos expressar E como 

E = EF U EF C 

pois, para que um resultado esteja em E , ele deve estar em£eFou em£ mas 
nao em F (veja a Figura 3.1). Como e claro que EF e EF sao mutuamente ex- 
clusivos, temos, pelo Axioma 3, 


P(E) =P(EF ) + P{EF C ) 

= P(E\F)P(F) + P(E\F C )P(F C ) 

— P(E\F)P(F) + P(E\F C )[1 - P(F)] 


(3.1) 


A Equagao (3.1) diz que a probabilidade do evento E e uma media pondera- 
da da probabilidade condicional de E dado que F ocorreu e da probabilida¬ 
de condicional de E dado que Fnao ocorreu - com cada probabilidade con¬ 
dicional recebendo um maior peso quanto mais provavel for a ocorrencia do 
evento ao qual esta relacionada. Esta formula e extremamente util porque 
seu uso muitas vezes nos permite determinar a probabilidade de um evento 



Figura 3.1 E — EF U EF. EF = Area sombreada; AF = Area tracejada. 
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com base na condigao de ocorrencia ou nao de um segundo evento. Isto e, ha 
muitos casos nos quais e dificil calcular diretamente a probabilidade de um 
evento, mas esse calculo se torna simples se conhecermos a probabilidade de 
ocorrencia ou nao de um segundo evento. Ilustramos essa ideia com alguns 
exemplos. 

Exemplo 3 a (parte 1) 

Uma companhia de seguros acredita que pessoas possam ser divididas em duas 
classes: aquelas que sao propensas a acidentes e aquelas que nao sao. A esta- 
tistica da companhia mostra que uma pessoa propensa a acidentes tem pro¬ 
babilidade de 0,4 de sofrer um acidente dentro de um periodo fixo de 1 ano, 
enquanto essa probabilidade cai para 0,2 no caso de uma pessoa nao propensa 
a acidentes. Se supomos que 30% da populagao e propensa a acidentes, qual e 
a probabilidade de que um novo segurado sofra um acidente no periodo de um 
ano posterior a compra de sua apolice? 

Soluqfio Vamos obter a probabilidade desejada primeiro analisando a con- 
digao que diz se o segurado e propenso a acidentes ou nao. Suponha que A 1 
represente o evento em que o segurado sofrera um acidente no periodo de 
um ano apos a compra de sua apolice, e que A represente o evento em que o 
segurado e propenso a acidentes. Com isso, a probabilidade desejada e dada 
por 

= P(A!\A)P{A) + P{A X \A C )P{A C ) 

= (0,4) (0,3) + (0,2) (0,7) = 0,26 □ 


Exemplo 3a (parte 2) 

Suponha que um novo segurado sofra um acidente em menos de um ano apos a 
compra da apolice. Qual e a probabilidade de que ele seja propenso a acidentes? 


Soluqao A probabilidade desejada e 


P(A\A{) = 


P(M i) 
mi) 

P(A)P(A X \A) 


P(A\) 

(0,3) (0,4) 6 

0,26 “ 13 


□ 


Exemplo 3b 

Considere o seguinte jogo de cartas jogado com um baralho comum de 52 car¬ 
tas: as cartas sao embaralhadas e entao viradas uma de cada vez. Em qualquer 
momento, o jogador pode dizer que a proxima carta a ser virada sera o as de 
espadas; se ela o for, entao o jogador vence. Alem disso, o jogador e considera- 
do vencedor se o as de espadas nao tiver aparecido e restar apenas uma carta, 
desde que nenhuma tentativa de adivinha-lo tenha sido feita. Qual seria uma 
boa estrategia? Qual seria uma estrategia ruim? 
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Solugao Cada estrategia tem uma probabilidade de 1/52 de veneer! Para 
mostrar isso, usaremos a indu^ao para provar o resultado mais forte de que, 
para um baralho com n cartas, uma daquelas cartas e o as de espadas, e que a 
probabilidade de vitoria e de 1 In nao importando qual seja a estrategia empre- 
gada. Como isso e claramente verdade para n = 1, suponha que tambem o seja 
para um baralho com n - 1 cartas, e agora considere um baralho de n cartas. 
Fixe qualquer estrategia e suponha que p represente a probabilidade de que a 
estrategia adivinhe que a primeira carta e o as de espadas. Dado que ocorra o 
acerto, a probabilidade de o jogador veneer e de 1 In. Se, no entanto, a estrategia 
nao adivinhar que a primeira carta e o as de espadas, entao a probabilidade de 
que o jogador ven^a e igual a probabilidade de que a primeira carta nao seja 
o as de espadas, isto e, (n - 1 )/n, multiplicada pela probabilidade condicional 
de vitoria dado que a primeira carta nao seja o as de espadas. Mas esta ultima 
probabilidade condicional e igual a probabilidade de vitoria quando se utiliza 
um baralho com n - 1 cartas contendo um unico as de espadas; assim, ela e, pela 
hipotese de indugao, igual a l/(n -1). Com isso, dado que a estrategia nao adivi¬ 
nhe a primeira carta, a probabilidade de vitoria e 

n - 1 1 _ 1 

n n — 1 n 

Assim, supondo que G seja o evento em que a primeira carta e adivinhada, 
obtemos 

1 1 

P{vitoria} = P{vitoria|G}P(G) + P{vitoria|G c }(l -P{G)) = —p 4 -(1 - p) 

n n 

1 

= - ■ 
n 


Exemplo 3c 

Ao responder uma questao em uma prova de multipla escolha, um estudante 
sabe a resposta ou a “chuta’.’Seja p a probabilidade de que o estudante saiba a 
resposta el-pa probabilidade de que ele chute. Suponha que um estudante 
que chuta a resposta tem probabilidade de acerto de 1 /m, onde me o numero 
de alternativas em cada questao de multipla escolha. Qual e a probabilidade 
condicional de que o estudante saiba a resposta de uma questao dado que ele 
ou ela a tenha respondido corretamente? 


Solugao Suponha que C e K representem, respectivamente, o evento em que 
o estudante responde a questao corretamente e o evento em que ele ou ela 
realmente saiba a resposta. Agora, 


P(K\C ) = 


P(KC ) 
P(C) 


P(C\K)P(K ) 

P(C\K)P(K)~+ P(C\K C )P(K C ) 
P 


p + (l/m)(l - p) 
mp 


1 + (m - 1 )p 
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Por exemplo, se m — 5,p = entao a probabilidade de que o estudante saiba 
a resposta de uma questao que ele ou ela respondeu corretamente e de □ 


Exemplo 3d 

Um exame de sangue feito por um laboratorio tern eficiencia de 95% na detec- 
gao de certa doenga quando ela esta de fato presente. Entretanto, o teste tam- 
bem leva a um resultado “falso positivo” em 1% das pessoas saudaveis testadas 
(isto e, se uma pessoa testada for saudavel, entao, com probabilidade 0,01, o 
teste indicara que ele ou ela tern a doenga). Se 0,5% da populagao realmente 
tern a doenga, qual e a probabilidade de que uma pessoa tenha a doenga dado 
que o resultado do teste e positivo? 


Solugdo Suponha que D seja o evento em que a pessoa testada tern a doenga e E 
o evento em que o resultado do teste e positivo. A probabilidade desejada e entao 


P(D\E) = 


P(DE ) 
P(E) 


P(E\D)P(D) 

P(E\D)P(D) + P(E\D C )P(D C ) 
(0,95) (0,005) 

(0,95)(0,005) + (0,01)(0,995) 


Assim, apenas 32% das pessoas cujos exames dao positivo tern de fato a doenga. 
Muitos estudantes ficam frequentemente surpresos com esse resultado (eles es- 
peram que a porcentagem sejam muito maior, ja que o exame de sangue parece 
ser de boa qualidade), entao e provavelmente valido apresentar um segundo 
argumento que, embora seja menos rigoroso que o anterior, e possivelmente 
mais revelador. Faremos isso agora. 

Como 0,5% da populagao tern de fato a doenga, tem-se como consequencia 
que, em media, 1 pessoa em cada uma das 200 testadas estara infectada. O teste 
confirmara que essa pessoa tern a doenga com uma probabilidade de 0,95. Assim, 
na media, de cada 200 pessoas testadas, o teste confirmara corretamente que 0,95 
pessoas tern a doenga. Por outro lado, contudo, das (em media) 199 pessoas sau¬ 
daveis, o teste dira incorretamente que (199)(0,01) dessas pessoas tern a doenga. 
Com isso, para cada 0,95 pessoas doentes que o teste corretamente apontar como 
doente, existirao (em media) um total de (199)(0,01) pessoas saudaveis que o 
teste incorretamente declarara como doentes. Assim, a proporgao de vezes em 
que o resultado esta correto ao declarar a pessoa como doente e de 


0,95 

0,95 + (199)(0,01) 


95 

294 


0,323 


□ 


A Equagao (3.1) tambem e util quando alguem precisa reavaliar suas pro- 
babilidades pessoais a luz de informagoes adicionais. Por exemplo, considere os 
exemplos a seguir. 
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Exemplo 3e 

Considere um medico residente ponderando acerca do seguinte dilema: “Se 
estou pelo menos 80% certo de que meu paciente tem essa doenga, entao 
sempre recomendo cirurgia. Do contrario, se nao estiver tao certo, recomen- 
do testes adicionais que sao caros e as vezes dolorosos. Como inicialmente 
eu tinha apenas 60% de certeza de que Jonas estava doente, eu pedi o tes¬ 
te tipo A, que sempre da um resultado positivo quando o paciente tem a 
doenga e quase nunca da falso positivo. O resultado do teste foi positivo e 
eu estava prestes a recomendar a cirurgia quando Jonas me informou, pela 
primeira vez, que era diabetico. A informagao complica a questao porque, 
embora nao altere a minha estimativa inicial de 60% de chances de ele ter a 
doenga em questao, o diabetes altera a interpretagao dos resultados do teste 
A. Isso ocorre porque o teste A, embora quase nunca leve a um resultado 
falso positivo, infelizmente da positivo em 30% dos casos quando o paciente 
e diabetico e nao sofre da doenga em questao. O que fago agora? Mais testes 
ou cirurgia imediata?’’ 


Solugao Para decidir entre recomendar ou nao a cirurgia, o medico deve pri- 
meiro calcular a probabilidade atualizada de que Jonas tenha a doenga dado 
que o resultado do teste A tenha sido positivo. Suponha que D represente o 
evento em que Jonas tem a doenga e E o evento em que o resultado do teste A 
e positivo. A probabilidade condicional desejada e entao 


P(D\E) = 


P(DE ) 
P{E) 


P(D)P(E\D) 

~ P(E\D)P(D) + P(E\D C )P(D C ) 

(0,6)1 

1(0,6) + (0,3) (0,4) 

= 0,833 


Note que calculamos a probabilidade de um resultado de teste positivo pri- 
meiro usando a condigao de que Jonas tem ou nao a doenga e depois o fato 
de que, como Jonas e diabetico, sua probabilidade condicional de receber um 
falso positivo, P(E\D c ) i e igual a 0,3. Com isso, como o medico tem agora uma 
certeza maior que 80% de que Jonas tem a doenga, ele deve recomendar a 
cirurgia. ■ 


Exemplo 3f 

Em certo estagio de uma investigagao criminal, o inspetor encarregado esta 
60% convencido da culpa de certo suspeito. Suponha, no entanto, que uma 
nova prova que mostre que o criminoso tinha certa caracteristica (como o fato 
de ser canhoto, careca, ou ter cabelo castanho) aparega. Se 20% da populagao 
possuem essa caracteristica, quao certo da culpa do suspeito o inspetor estara 
agora se o suspeito apresentar a carateristica em questao? 
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Solugdo Supondo que G represente o evento em que o suspeito e culpado e 
C o evento em que ele possui a caracteristica do criminoso, temos 


P(G\C) = 


P(GC) 

P(C) 

P(C\G)P(G) 

P(C\G)P(G) + P(C\G C )P(G C ) 

1 ( 0 , 6 ) 

1(0,6) + (0,2) (0,4) 

0,882 


onde supomos que a probabilidade de o suspeito ter a caracteristica em ques- 
tao mesmo sendo inocente e igual a 0,2, isto e, o percentual da populagao que 
possui tal caracteristica. □ 


Exemplo 3g 

No campeonato mundial de bridge que ocorreu em Buenos Aires em maio 
de 1965, os famosos parceiros de bridge Terrence Reese e Boris Schapiro 
foram acusados de trapacear utilizando um sistema de sinais com os dedos 
que poderia indicar o numero de cartas do naipe de copas que eles tinham. 
Reese e Schapiro negaram a acusagao e o caso acabou em uma audiencia 
realizada pela liga inglesa de Bridge. A audiencia foi feita na forma de um 
julgamento com grupos de acusagao e defesa, ambos com o poder de cha- 
mar e arguir as testemunhas. Durante o procedimento em curso, o promotor 
examinou maos especificas jogadas por Reese e Schapiro e afirmou que suas 
jogadas eram consistentes com a hipotese de eles terem tido conhecimento 
ilicito acerca das cartas do naipe de copas. Neste ponto, o advogado de de¬ 
fesa disse que as jogadas que eles fizeram eram consistentes com a sua linha 
de jogo usual. Entretanto, o promotor afirmou em seguida que, desde que 
suas jogadas fossem consistentes com a hipotese de culpa, isso deveria ser 
contado como evidencia em diregao a essa hipotese. O que voce pensa do 
raciocinio da acusagao? 


Solugdo O problema consiste basicamente em determinar como a introdu- 
gao de uma nova evidencia (no exemplo anterior, a jogada da mao de copas) 
pode afetar a probabilidade de uma hipotese em particular. Se supomos que H 
represente uma hipotese particular (como a hipotese de que Reese e Schapiro 
sao culpados) e E a nova evidencia, entao 


P(H\E) = 


P(HE ) 
P{E) 


P(E\H)P(H ) 

P(E\H)P(H) + P(E\H C )[1 - P(H)] 


(3.2) 


onde P{H) e nossa avaliagao da probabilidade da hipotese da acusagao estar 
certa antes da introdugao da nova evidencia. A nova evidencia reforgara a hi- 
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potese sempre que tornar a hipotese mais provavel - isto e, sempre que P(H\E) 
> P(H). Da Equagao (3.2), este sera o caso sempre que 

P(E\H) > P(E\H)P(H) + P(E|/T)[1 - P(H)] 

ou, equivalentemente, quando 

P(E\H) > P(E\ir) 


Em outras palavras, qualquer nova evidencia pode ser considerada uma ajuda 
para uma hipotese em particular apenas se a sua ocorrencia for mais provavel 
quando a hipotese for verdadeira do que quando ela for falsa. De fato, a nova 
probabilidade da hipotese depende de sua probabilidade inicial e da relagao 
entre essas probabilidades condicionais, ja que, da Equagao (3.2), 


P{H\E) = 


P(H) 


P(H) + [1 - P(H)] 


P(E\H C ) 
P{E\H) 


Com isso, no problema em consideragao, a jogada realizada pode ser conside¬ 
rada urn reforgo para a hipotese de culpa apenas se ela for mais provavel caso a 
dupla tenha trapaceado do que do contrario. Como o promotor nunca fez essa 
afirmagao, sua declaragao de que esta evidencia estaria em suporte da hipotese 
de culpa e invalida. ■ 


Quando o autor deste texto bebe cha gelado em uma cafeteria, ele pede 
um copo de agua e um copo de cha de mesmo tamanho. A medida que ele bebe 
o cha, ele preenche continuamente o copo de cha com agua. Supondo uma 
mistura perfeita de agua e cha, ele pensou a respeito da probabilidade de seu 
ultimo gole ser de cha. Esse pensamento levou a letra (a) do problema a seguir 
e a uma resposta muito interessante. 


Exemplo 3h 

A urna 1 tern inicialmente n moleculas vermelhas e a urna 2 tern n moleculas 
azuis. Moleculas sao removidas aleatoriamente da urna 1 da seguinte maneira: 
apos cada retirada da urna 1, uma molecula e retirada da urna 2 (se a urna 2 
ainda tiver moleculas) e colocada na urna 1.0 processo continua ate que todas 
as moleculas tenham sido removidas (assim, existem ao todo 2 n retiradas). 

(a) Determine P(R ), onde R e o evento em que a ultima molecula retirada da 
urna 1 e vermelha. 

(b) Repita o problema quando a urna 1 tiver inicialmente r x moleculas ver¬ 
melhas e b x moleculas azuis e a urna 2 tiver r 2 moleculas vermelhas e b 2 
moleculas azuis. 

Solugao (a) Fixe sua atengao em qualquer molecula vermelha em particular 
e suponha que Fseja o evento em que essa molecula e a ultima 
selecionada. Agora, para que F ocorra, a molecula em questao 
ainda deve estar na urna apos a remogao das primeiras n mole¬ 
culas (quando a urna 2 estara vazia). Assim, supondo que N i seja 
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o evento em que essa molecula nao seja a /-esima molecula a ser 
removida, temos 


P(F)=P(N 1 ---N n F) 


= P(Ni)P(N 2 \Ni) • • • P(N n |Ni • • • N„_i)P(F \Ni • ■ • N„) 


-KH-i) 


1 


onde a formula anterior usa o fato de que a probabilidade condi- 
cional de que a molecula em consideragao e a ultima molecula a 
ser removida, dado que ela ainda esta na urna 1 quando restam 
apenas n moleculas, e, por simetria, 1 In. 

Portanto, se numerarmos as n moleculas vermelhas e fizer- 
mos com que represente o evento em que a molecula ver- 
melha de numero j e a ultima molecula removida, entao tem-se 
como consequencia da formula anterior que 


P(Rj) = 



1 

n 


Como os eventos R j sao mutuamente exclusivos, obtemos 


P(R) = P 



Ilm) = a - b"« 


(b) Suponha agora que a urna i tenha inicialmente r i moleculas ver¬ 
melhas e b i moleculas azuis, para i = 1,2. Para determinar P(R), a 
probabilidade de que a ultima molecula removida seja vermelha, 
fixe sua atengao em qualquer molecula que esteja inicialmente 
na urna 1. Como na letra (a), tem-se que a probabilidade de que 
esta molecula seja a ultima a ser removida e 

j. \ r2+t>2 j 
n + h) r\ + bi 

/ i \ r 2~\~^2 

Istoedl — 1 e a probabilidade de que a molecula em 

consideragao ainda esteja na urna 1 quando a urna 2 se esvaziar, 
e & a probabilidade condicional, dado o evento anterior, de 
que a molecula em consideragao seja a ultima molecula removi¬ 
da. Com isso,seOeo evento em que a ultima molecula removi¬ 
da e uma das moleculas originalmente na urna 1, entao 

T2+b2 



P(O) = (r, + b\)p = (l - 
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Para determinar P(R ), usamos a condi^ao de ocorrencia de O 
para obter 

P(R) = P(R\0)P(0) + P(R\O c )P(O c ) 

= (i. _j_y +bi + -J2—L -(i- 
n + bi V n + bij r 2 + b 2 \ V n + bij I 

Se r x 4- b 1 = r 2 + b 2 = n, de modo que ambas as urnas tenham n 
moleculas, entao, quando n e grande, 


P(L) 


n + bi 


+ 


r 2 


r 2 + b 2 


(1 - e -1 ) 


A mudanga na probabilidade de uma hipotese quando uma nova evidencia e 
introduzida pode ser expressada de forma compacta em termos da mudan^a na 
chance de ocorrencia daquela hipotese; o conceito de chance e definido a seguir. 


Defini^ao 

A chance de ocorrencia de um evento A e definida como 

P(A) = P(A) 

P(A C ) 1 - P(A) 

Isto e, a chance de um evento A diz quao mais provavel e a ocorrencia 
desse evento do que a sua nao ocorrencia. Por exemplo, se P(A) - 2/3, 
entao P(A) = 2P(A C )\ com isso, a chance de ocorrencia de A e igual a 2. Se 
a chance de ocorrencia e igual a a, entao e comum dizer que a chance e de 
“a para 1” a favor da hipotese. 


Considere agora uma hipotese H que e verdadeira com probabilidade P(H) 
e suponha que a nova evidencia E seja introduzida. Entao, as probabilidades 
condicionais, dada a evidencia E , de que a hipotese H seja verdadeira ou de que 
essa hipotese H nao seja verdadeira, sao dadas respectivamente por 


P(H\E) = 


P(E\H)P(H ) 
P(E) 


P(H C \E ) = 


P(E\H C )P(H C ) 

P(E) 


Portanto, a nova chance de ocorrencia de H apos a introdugao da evidencia E 
e dada por 


P(H\E) P(H) P(E\H) 
P(H C \E) - P(H C ) P(E\H C ) 


Isto e, o novo valor da chance de ocorrencia de H e igual ao valor antigo mul- 
tiplicado pela relagao entre a probabilidade condicional da nova evidencia 
dado que a hipotese H e verdadeira e a probabilidade condicional dado que 
a hipotese H nao e verdadeira. Assim, a Equa^ao (3.3) verifica o resultado do 
Exemplo 3f. Isto porque a chance de ocorrencia de H e por conseguinte a sua 
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probabilidade de ocorrencia aumentam sempre que a nova evidencia for mais 
provavel quando a hipotese H for verdadeira do que do contrario. Similarmen- 
te, as chances diminuem sempre que a nova evidencia for mais provavel quan¬ 
do H for falso do que do contrario. 

Exemplo 3i 

Uma urna contem duas moedas do tipo A e uma moeda do tipo B. Quando 
uma moeda A e langada, ela tern probabilidade de 1/4 de dar cara. Por outro 
lado, quando uma moeda B e langada, ela tern probabilidade de 3/4 de dar cara. 
Uma moeda e sorteada aleatoriamente e langada. Dado que a moeda deu cara, 
qual e a probabilidade de que a moeda seja do tipo A? 

Soluqao Suponha que A seja o evento correspondente ao langamento de uma 
moeda de tipo A , e que B = A c seja o evento correspondente ao langamento de 
uma moeda de tipo B. Queremos calcular P(A|cara), onde cara corresponde ao 
evento em que a moeda langada da cara. Da Equagao (3.3), vemos que 
P(A|cara) P(A) P(cara|A) 

P(A c |cara) = P(B) P(cara|P) 

_ 2/3 1/4 
“ 1/3 3/4 
= 2/3 


Portanto, as chances sao de 2/3:1, ou, equivalentemente, a probabilidade de que 
uma moeda do tipo A tenha sido jogada e de 2/5. ■ 

A Equagao (3.1) pode ser generalizada da seguinte maneira: suponha que 
F v F 2 ,...,F n sejam eventos mutuamente exclusivos tais que 

(jFi = S 

i =1 

Em outras palavras, exatamente um dos eventos F v E 2 ,..., F n deve ocorrer. Es- 
crevendo 

n 

E=\jEF l 
i =1 

e usando o fato de que os eventos EF P i = 1,..., n , sao mutuamente exclusivos, 
obtemos 

n 

P(E) = J^PiEE) 

i =1 

n 

= ^P(£|F,)P(F t ) (3.4) 

i =1 

Assim, a Equagao (3.4) mostra, para dados eventos F t , F 2 ,..., F n , dos quais um e 
apenas um deve ocorrer, como podemos calcular P(E) primeiro analisando as 
condigoes em que F- ocorre. Isto e, a Equagao (3.4) diz que P(E) 6 igual a media 
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ponderada de P(E\F l ), com cada termo sendo ponderado pela probabilidade do 
evento ao qual esta condicionado. 


Exemplo 3j 

No Exemplo 5j do Capitulo 2, analisamos a probabilidade de, em um baralho 
embaralhado aleatoriamente, a carta retirada logo apos o primeiro as ser algu- 
ma carta especifica. Alem disso, fornecemos um argumento baseado em analise 
combinatoria para mostrar que essa probabilidade e de 1/52. Temos agora um 
argumento probabilistic baseado na analise condicional: seja E o evento em 
que a carta logo apos o primeiro as e alguma carta especifica, digamos, a carta x. 
Para calcular P(E ), ignoramos a carta x e analisamos as condigoes referentes a 
ordenagao relativa das outras 51 cartas no baralho. Supondo que O represente 
a ordenagao, temos 

P(E ) = £P(£|0)P(0) 

O 

Agora, dado O, existem 52 possiveis ordenagoes para as cartas correspondendo 
a ter a carta x como a /-esima carta do baralho, i = 1,2,..., 52. Mas, como todas as 
52! ordenagoes possiveis eram de inicio igualmente provaveis, tem-se como conse- 
quencia que, tendo O como condigao, cada uma das 52 ordenagoes remanescentes 
sao igualmente provaveis. Como a carta x vira logo apos o primeiro as em apenas 
uma dessas ordenagoes, temos P(£jO) = 1/52, o que implica P(E) = 1/52. ■ 

Novamente, suponha que F v P 2 ,..., F n seja um conjunto de eventos mutua- 
mente exclusivos e exaustivos (o que significa que exatamente um desses even¬ 
tos deve ocorrer). 

Suponha tambem que E tenha ocorrido e que estejamos interessados em 
determinar qual dos F j eventos ocorreu. Entao, pela Equagao (3.4), temos a 
proposigao a seguir. 


Proposigao 3.1 


P(Fj\E) = 


P(EFj) 

P(E) 

P(E\Fj)P(Fj) 

n 

^P(£|P,)P(P,) 

/= 1 


(3.5) 


A Equagao (3.5) e conhecida como formula de Bayes, em homenagem ao filo- 
sofo ingles Thomas Bayes. Se pensarmos nos eventos F t como sendo “hipote- 
ses” possiveis sobre algo, entao a formula de Bayes pode ser interpretada como 
se mostrasse como as opinioes que se tinha a respeito dessas hipoteses antes da 
realizagao do experimento [isto e, P^.)] deveriam ser modificadas pela eviden- 
cia produzida pelo experimento. 


Exemplo 3k 

Um aviao desapareceu e presume-se que seja igualmente provavel que ele tenha 
cafdo em qualquer uma de 3 regides possiveis. Suponha que 1 - ft, i = 1, 2, 3, 
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represente a probabilidade de que o aviao seja encontrado apos uma busca na i- 
esima regiao quando o aviao esta de fato naquela regiao (as constantes /3, sao cha- 
madas de probabilidades de negligencia , porque elas representam a probabilidade 
de nao se encontrar o aviao; elas sao em geral atribuidas as condigoes geograficas e 
ambientais da regiao). Qual e a probabilidade condicional de que o aviao esteja na 
/-esima regiao dado que a busca na regiao 1 tenha sido malsucedida? 


Solugao Suponha que R., i = 1,2,3 seja o evento em que o aviao esta na re¬ 
giao itE o evento em que a busca na regiao 1 e malsucedida. Da formula de 
Bayes, obtemos 


P(Ri\E) = 


P(ERi) 

P(E) 

P(E\R 1 )P(R 1 ) 


3 

i=1 

(ft>3 

(^1)3 + (l)j + (l)j 

fh 

01+2 


Para j = 2,3, 


P{Rj\E) 


P{E\Rj)P{Rj) 

P(E) 

o)i 


(fiok 


+ k + 


1 


^ 1+2 


7 = 2,3 


Note que a probabilidade atualizada (isto e, a probabilidade condicional) 
de o aviao estar na regiao 7 , dada a informagao de que a busca na regiao 1 nao 
o encontrou, e maior que a probabilidade inicial de que ele estivesse na regiao 
j quando /Vie menor que a probabilidade quando j =1. Essa afirmagao e 
certamente intuitiva, ja que nao encontrar o aviao na regiao 1 pareceria dimi- 
nuir as chances de o aviao estar naquela regiao e aumentar as chances de ele 
estar em outra regiao. Alem disso, a probabilidade condicional de o aviao estar 
na regiao 1 dada a busca malsucedida naquela regiao e uma fungao crescente 
da probabilidade de negligencia Essa afirmagao tambem e intuitiva, ja que, 
quanto maior /3 V mais razoavel e atribuir o fracasso da busca a “ma sorte” do 
que a possibilidade de o aviao nao estar la. Similarmente, P(Rj\E)J VI, e uma 
fungao decrescente de f3 v □ 

O proximo exemplo tern sido utilizado com frequencia por estudantes de 
probabilidade inescrupulosos para ganhar dinheiro de seus amigos menos es- 
pertos. 
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Exemplo 31 

Suponha que tenhamos 3 cartas identicas, exceto que ambos os lados da pri- 
meira carta sao vermelhos, ambos os lados da segunda carta sao pretos e um 
dos lados da terceira carta e vermelho enquanto o outro lado e preto. As tres 
cartas sao misturadas no interior de um bone; uma carta e selecionada aleato- 
riamente e colocada no chao. Se o lado de cima da carta escolhida e vermelho, 
qual e a probabilidade de que o outro lado seja preto? 


Solugdo Suponha que RR , BB e RB representem, respectivamente, os even- 
tos em que a carta escolhida e toda vermelha, toda preta ou vermelha e preta. 
Alem disso, suponha que R seja o evento em que o lado de cima da carta sorte- 
ada tern cor vermelha. Entao, a probabilidade desejada e obtida por 


P(RB\R) = 


P(RB n R) 
P(R) 


P(R\RB)P(RB) 

P(R\RR)P(RR) + P(R\RB)P(RB) + P(R\BB)P(BB) 


m 

W (3) + (2) (3) + °( 3 ) 3 


Portanto, a resposta e 1/3. Alguns estudantes acham que 1/2 e a resposta porque 
pensam incorretamente que, dado que um lado vermelho aparega, havera duas 
possibilidades igualmente provaveis: de que a carta seja toda vermelha ou que 
seja vermelha e preta. Seu erro, contudo, esta em supor que essas duas possi¬ 
bilidades sejam igualmente provaveis. Pois, se pensarmos em cada carta como 
sendo formada por dois lados distintos, entao veremos que existem 6 resultados 
igualmente provaveis para o experimento - isto e, R v R 2 , B v B 2 , R v B 3 - onde 
o resultado e igual a R r se o primeiro lado da carta vermelha for virado para 
cima, R 2 se o segundo lado da carta vermelha for virado para cima, R 3 se o lado 
vermelho da carta vermelha e preta for virado para cima, e assim por diante. 
Como o outro lado da carta com lado vermelho virado para cima sera preto 
somente se o resultado for R 3 , vemos que a probabilidade desejada e a proba¬ 
bilidade condicional de R 3 dado que R } ou R 2 ou R 3 tenham ocorrido, o que e 
obviamente igual a 1/3. ■ 


Exemplo 3m 

Um novo casal, que tern duas criangas, acabou de se mudar para a cidade. Su¬ 
ponha que a mae seja vista caminhando com uma de suas criangas. Se esta 
crianga e uma menina, qual e a probabilidade de que ambas as crian^as sejam 
meninas? 

Solugdo Comecemos definindo os seguintes eventos: 

Gy a primeira crianga (isto e, a crianga mais velha) e uma menina. 

G 2 : a segunda crianga e uma menina. 

G: a crianga vista com a mae e uma menina. 
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Alem disso, suponha que B,, B 2 e B representem eventos similares, exceto 
que agora o substantivo “menina” seja trocado por “menino’.’Agora, a probabi¬ 
lidade desejada e P(G l G 2 \G), o que pode ser escrito como se segue 


P(GiG 2 |G) = 


P(G\G 2 G) 
P(G) 
PjGiGi) 
P(G ) 


Tambem, 

P(G) = P(G|GiG 2 )P(GiG 2 ) + P(G|Gi5 2 )P(G!P 2 ) 

+ P(G|P!G 2 )P(PiG 2 ) + P(G\BiB 2 )P(B x B 2 ) 

= P(GiG 2 ) + P(G|GiB 2 )P(GiP 2 ) + P(G|B 1 G 2 )P(S 1 G 2 ) 

onde a ultima equagao fez uso dos resultados P(G|G,G 2 ) = 1 e P(G\B i B 2 ) = 0. 
Se agora fazemos a suposigao usual de que as quatro possibilidades de genero 
sao igualmente provaveis, entao vemos que 

l 

P(GiG 2 |G) = -4- 

\ + P{G\G\B 2 )/A + P(G|PiG 2 )/4 

1 

“ 1 + P(G\G 2 B 2 ) + P(G| 5iG 2 ) 

Assim, a resposta depende das suposigoes que queremos fazer a respeito das 
probabilidades condicionais de que a crianga vista com a mae e uma menina 
dado o evento G X B 2 e de que a crianga vista com a mae e uma menina dado o 
evento G 2 B V Por exempio, se quisermos supor, por um lado, que, independen- 
temente do sexo das criangas, a crianga caminhando ao lado da mae e a mais 
velha com certa probabilidade p, entao teremos que 

P{G\GiB 2 ) = p = 1 - P(G\B\G2) 


o que implica, neste cenario, que 

P(G x G 2 \G) = - 

Se, por outro lado, supormos que, se as criangas tiverem sexos diferentes, entao 
a mae escolheria caminhar com a menina com probabilidade q , independente- 
mente da ordem do nascimento das criangas, entao teriamos 

P(G\G 1 B 2 ) = P{G\B x G 2 ) = q 


o que implica 

P(GiG 2 \G) = t— 

1 + 2 q 

Por exempio, se fizermos q = 1, significando que a mae devesse sempre esco- 
lher caminhar com uma filha, entao a probabilidade condicional de que ela 
tivesse duas filhas seria igual a 1/3, o que esta de acordo com o Exempio 2b 
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porque ver a mae com uma filha e agora equivalente ao evento em que ela tem 
pelo menos uma filha. 

Com isso, como se ve, e impossfvel obter uma solugao para esse problema. 
De fato, mesmo quando a suposigao usual de que as criangas tenham a mesma 
probabilidade de ser menino ou menina e feita, precisamos ainda realizar su- 
posigoes adicionais antes que uma solugao possa ser dada. Isso ocorre porque o 
espago amostral de nosso experimento e formado por vetores na forma s v s 2 , /, 
onde 5 1 e sexo da crianga mais velha, s 2 e o sexo da crianga mais nova, e i iden- 
tifica a ordem de nascimento da crianga vista com a mae. Como resultado, para 
especificar as probabilidades dos eventos do espago amostral, nao e suficiente 
fazer suposigoes apenas sobre o sexo das criangas; tambem e necessario supor 
algo sobre as probabilidades condicionais a respeito de qual crianga esta com a 
mae dado o sexo das criangas. ■ 


Exemplo 3n 

Uma caixa contem 3 tipos de lanternas descartaveis. A probabilidade de que 
uma lanterna do tipo 1 funcione por mais de 100 horas e igual a 0,7, e as proba¬ 
bilidades referentes as lanternas de tipo 2 e 3 correspondent, respectivamente, 
a 0,4 e 0,3. Suponha que 20% das lanternas na caixa sejam do tipo 1,30% sejam 
do tipo 2, e 50% sejam do tipo 3. 

(a) Qual e a probabilidade de que uma lanterna aleatoriamente escolhida 
funcione mais que 100 horas? 

(b) Dado que uma lanterna tenha durado mais de 100 horas, qual e a proba¬ 
bilidade condicional de que ela seja uma lanterna do tipo jj = 1,2,3? 


Soluqao (a) Suponha que A represente o evento em que a lanterna escolhida 
funcione mais de 100 horas, e Fj o evento em que uma lanterna 
do tipo j seja escolhida,; = 1,2,3. Para calcular P(A), analisamos 
a condigao referente ao tipo da lanterna e obtemos 

P(A) = P(A\F } )P(F^) + P(A\F 2 )P(F 2 ) + P(A\F 3 )P(F 3 ) 

= (0,7)(0,2) + (0,4)(0,3) + (0,3)(0,5) = 0,41 
Ha 41% de chance de a lanterna funcionar por mais de 100 horas. 


(b) A probabilidade e obtida usando-se a formula de Bayes 


Assim, 


P(Fj\A) = 


PiAFj ) 

P(A) 

P{A\Fj)P{Fj) 

0,41 


P(F,\A) = (0,7)(0,2)/0,41 = 14/41 
P(F 2 \A) = (0,4)(0,3)/0,41 = 12/41 
/>(F 3 |A) = (0,3)(0,5)/0,41 = 15/41 


Por exemplo, enquanto a probabilidade de uma lanterna do tipo 
1 ser escolhida e de apenas 0,2, a informaqao de que a lanterna 
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funcionou por mais de 100 horas aumenta a probabilidade desse 
evento para 14/41 ~ 0,341. □ 


Exemplo 3o 

Um crime foi cometido por um unico individuo, que deixou algumas amostras 
de seu DNA na cena do crime. Peritos que estudaram o DNA recuperado no- 
taram que apenas 5 cadeias puderam ser identificadas, e que uma pessoa ino- 
cente teria uma probabilidade de 1CT 5 de ter seu DNA compativel com todas as 
cadeias recuperadas. O promotor do distrito imagina que o criminoso pode ser 
qualquer um dos 1 milhao de habitantes da cidade. Dez mil desses residentes 
foram libertados da prisao ao longo dos ultimos 10 anos; consequentemente, 
tem-se arquivada uma amostra de seu DNA. Antes de verificar os arquivos de 
DNA, o promotor do distrito acha que cada um dos dez mil ex-criminosos tern 
probabilidade a de ter cometido o novo crime, enquanto cada um dos 990.000 
moradores restantes tern probabilidade J3, onde a = c/3 (isto 6, o promotor su- 
poe que cada condenado recem-libertado e c vezes mais propenso a cometer 
um crime do que um morador da cidade que nao seja um condenado recem- 
libertado). Quando o DNA analisado e comparado com a base de dados dos 
dez mil ex-condenados, descobre-se que A. J. Jones e o unico cujo DNA e com¬ 
pativel com a amostra coletada. Supondo que a estimativa entre a e /3 feita 
pelo promotor da cidade seja precisa, qual e a probabilidade de que A. J. seja 
o culpado? 

Soluqao Para comegar, como a soma das probabilidades deve ser igual a 1, 
temos 


Assim, 


1 = 10.000a + 990.000j3 = (10.000c + 990.000)/3 

1 c 
~ 10.000c + 990.000’ “ " 10.000c + 990.000 


Agora, suponha que G seja o evento em que A. J. e culpado, e M o evento em 
que A.J.eo unico entre as dez mil pessoas no arquivo a ter o DNA compativel 
com os vestigios encontrados no local do crime. Entao 


P(G\M) = 


P(GM ) 
P(M) 


P(G)P(M\G) 

P(M\G)P(G) + P(M\G c )P{G c ) 


Por outro lado, se A. J. e o culpado, entao ele sera o unico a ter seu DNA com¬ 
pativel se nenhum dos outros no arquivo tiver seu DNA compativel. Portanto 

P(M\G) = (1 - lCT 5 ) 9999 


Por outro lado, se A. J. e inocente, entao, para que ele seja o unico com o DNA 
compativel, seu DNA deve ser compativel (o que ocorrera com probabilidade 
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1CT 5 ), todos os outros na base de dados devem ser inocentes, e nenhum destes 
outros pode ter DNA compativel com os vestigios encontrados no local do cri¬ 
me. Agora, dado que A. X e inocente, a probabilidade condicional de que todos 
os outros na base de dados tambem sejam inocentes e 


P(todos os demais inocentes|A. X inocente) 


P(todos na 

base de dados inocentes) 
P(A. X inocente) 

1 - 10.000a 
1 — a 


Alem disso, a probabilidade condicional de que nenhum dos outros na base de 
dados tenha DNA compativel com os vestigios encontrados, dada a sua inocen- 
cia, e de (1 - 1CT 5 ) 9999 . Portanto, 


P(M\G C ) = 10“ 5 


/I - 10.000a \ 

V 1 - « ) 


(1 _ IQ' 5 ) 9999 


Como P(G) = a, a formula anterior resulta em 


P(G\M) = 


a 

a + 10“ 5 (1 - 10.000a) 


1 


0,9 + 


10' 5 


Assim, se a impressao inicial do promotor do distrito fosse de que qualquer ex- 
condenado tivesse probabilidade 100 vezes maior de cometer o crime do que 
urn nao condenado (isto e, c — 100), entao a = 1/19.900 e 

P(G\M) = « 0,9099 

Se o promotor do distrito tivesse imaginado inicialmente que a relagao apro- 
priada seria c = 10, entao a = 1/109.000 e 

P(G\M) = A * o,5025 

Se o promotor do distrito tivesse imaginado inicialmente que o criminoso pu- 
desse, com a mesma probabilidade, ser qualquer um dos moradores da cidade 
(c = 1), entao a = 10” 6 e 

P(G|M) = 1^9 * °’ 0917 

Assim, a probabilidade varia de aproximadamente 9%, quando a suposigao 
inicial do promotor do distrito e a de que todos os membros da populagao tern 
a mesma chance de ser o criminoso, ate 91%, quando ele supoe que cada ex- 
condenado tern probabilidade 100 vezes maior de ser o criminoso do que uma 
pessoa que nao tenha sido condenada anteriormente. ■ 
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3.4 EVENTOS INDEPENDENTES 

Os exemplos anteriores deste capitulo mostram que P(E\F), a probabilidade con¬ 
ditional de E dado F, nao e geralmente igual a P(E ), a probabilidade incondicio- 
nal de E. Em outras palavras, o conhecimento de que Focorreu geralmente muda 
a chance de ocorrencia de E. Nos casos especiais em que P(E\F) e de fato igual 
a P(E ), dizemos que E e independente de F. Isto e, E e independente de F se o 
conhecimento de que F ocorreu nao mudar a probabilidade de ocorrencia de E. 

Como P(E\F) = P(EF)IP(F ), tem-se a condi^ao em que E e independente 
de Fse 


P(EF) = P(E)P(F) (4.1) 

O fato de a Equagao (4.4) ser simetrica em E t F mostra que sempre que E 
for independente de F , F tambem sera independente de E. Temos portanto a 
definigao a seguir. 


Definicao 

Dois eventos E e Fsao chamados de independentes se a Equagao (4.1) for 
verdadeira. 

Dois eventos E e Fque nao sao independentes sao chamados de dependentes . 


Exemplo 4a 

Uma carta e selecionada aleatoriamente de um baralho comum de 52 cartas. Se 
E e o evento em que a carta selecionada e um asefeo evento em que a carta 
selecionada e do naipe de espadas, entao E e F sao independentes. Isso ocorre 
porque P(EF) = 1/52, enquanto P(E) - 4/52 e P(F) = 13/52. □ 

Exemplo 4b 

Duas moedas sao langadas e supoe-se que os 4 resultados possiveis sejam igual- 
mente provaveis. Se E e o evento em que a primeira moeda da cara eFo evento 
em que a segunda moeda da coroa, entao E e F sao independentes, pois P(EF) 
= P({(cara, coroa))) = 1/4, enquanto P(E) = /"({(cara, cara), (cara, coroa)}) = 
1/2 e P(F) = P({(cara, coroa), (coroa, coroa))) = 1/2. □ 

Exemplo 4c 

Suponha que joguemos 2 dados honestos. Seja E } o evento em que a suma dos 
dados e igual a 6 e Fo evento em que o primeiro dado e igual a 4. Entao, 

P(EiE)=P«(4,2)}) = i 

enquanto que 



P(E\)P(F) = 
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Com isso, E 1 e F nao sao independentes. Intuitivamente, a razao para isso e cla- 
ra. Isto porque, se estamos interessados na probabilidade de obter um 6 (com 2 
dados), devemos ficar bastante contentes se o primeiro dado cair no 4 (ou, de 
fato, em qualquer um dos numeros 1,2,3, 4 e 5), pois com isso ainda teremos a 
probabilidade de conseguir um total de 6. Se, no entanto, o primeiro dado cair no 
6 , ficaremos tristes porque perderfamos a chance de conseguir um total de 6 com 
os dois dados. Em outras palavras, nossa chance de obter um total de 6 depende 
do resultado do primeiro dado; assim, E 1 e Fnao podem ser independentes. 

Agora, suponha que E 2 seja o evento em que a soma dos dados e igual a 7. 
E 2 e Fsao independentes? A resposta e sim, ja que 

P(E 2 F) = 


enquanto que 


P(E 2 )P(F) = 



) 


Deixamos para o leitor a apresenta^ao do argumento intuitivo do porque do 
evento em que a soma dos dados e igual a 7 ser independente do resultado do 
primeiro dado. ■ 


Exemplo 4d 

Se E representar o evento em que o proximo presidente dos EUA e republi- 
cano eFo evento em que um grande terremoto ocorrera no perfodo de um 
ano, entao a maioria das pessoas provavelmente tenderia a supor que E e F 
sao independentes. Entretanto, possivelmente haveria alguma controversia se 
E fosse considerado independente de G, onde Geo evento que representa a 
ocorrencia de recessao no perfodo de dois anos apos a eleu^ao. ■ 

Mostramos agora que, se E e independente de F, entao E tambem e inde¬ 
pendente de F°. 

Proposi^ao 4.1 Se E e Fsao independentes, entao E e E tambem o sao. 

Demonstragao Suponha que E e Fsejam independentes. Como E = EF 
U EE, e e obvio que EF e EE sao mutuamente exclusivos, temos 

P{E) = P(EF ) + P(EF C ) 

= P(E)P(F) + P(EF C ) 

ou, equivalentemente, 

P{EF C ) = P(E)[ 1 - P(F)] 

= P(E)P(F C ) 


e o resultado esta provado. □ 

Assim, se E e independente de F, a probabilidade da ocorrencia de E nao 
muda se F tiver ocorrido ou nao. 
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Suponha agora que E seja independente de Fe tambem de G. O evento E 
e nesse caso necessariamente independente de FG?A resposta, de certo modo 
surpreendente, e nao, como demonstra o exemplo a seguir. 

Exemplo 4e 

Dois dados honestos sao langados. Seja E o evento em que a soma dos dados e 
igual a 7, F o evento em que o primeiro dado e igual a 4 e G o evento em que o 
segundo dado e igual a 3. Do Exemplo 4c, sabemos que E e independente de F, 
e a aplicagao do mesmo raciocinio aqui mostra que E tambem e independente 
de G; mas, claramente, E nao e independente de EG [ja que P(F|FG) = 1]. ■ 

Parece uma consequencia do Exemplo 4e o fato de uma defini^ao apropria- 
da da independence de tres eventos F,Fe G ter que ir alem da mera suposi^ao 

de que todos os ^ ^ ^ pares de eventos sejam independentes. Somos assim leva- 

dos a seguinte definigao. 


Definicao 

Tres eventos F, F e G sao ditos independentes se 

P(EFG) = F(F)F(F)F(G) 
P{EF) = P{E)P(F) 
P(EG) - P(E)P(G) 
P(FG ) - P(F)P(G) 


Note que, se £, F e G sao independentes, entao E sera independente de 
qualquer evento formado a partir de Fe G. Por exemplo, E e independente de 
FU G,ja que 

P[E(F U G)] = P(EF U EG) 

= P(EF) + P(EG) - P(FFG) 

= P(E)P(F) + P(E)P(G) - P(E)P(FG) 

= F(F)[F(F) + P(G) - F(FG)] 

= P(E)P(F U G) 

Naturalmente, tambem podemos estender a definigao de independencia a mais 
de tres eventos. Os eventos E v E n sao ditos independentes se, para cada 
subconjunto E r , E 2 E r , desses eventos, r < n, 

P{E V E 2 ' - E^)= P{E v )P(E 2 >) • • • P(E r f ) 


Finalmente, definimos um conjunto infinito de eventos como sendo indepen¬ 
dente se cada subconjunto finito desses eventos for independente. 
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As vezes, um experimento de probabilidade consiste em realizar uma 
sequencia de subexperimentos. Por exemplo, se um experimento consiste 
em langar uma moeda continuamente, podemos pensar em cada langamen- 
to como sendo um subexperimento. Em muitos casos, e razoavel supor que 
os resultados de qualquer grupo de subexperimentos nao tenham efeito nas 
probabilidades associadas aos resultados dos outros experimentos. Se esse e 
o caso, dizemos que os subexperimentos sao independentes. Mais formalmen- 
te, dizemos que os subexperimentos sao independentes se E v £ 2 ,..., E n ,... e 
necessariamente uma sequencia independente de eventos sempre que E t for 
um evento cuja ocorrencia e completamente determinada pelo resultado do 
i-esimo subexperimento. 

Se cada subexperimento tern o mesmo conjunto de resultados possiveis, 
entao os subexperimentos sao frequentemente chamados de tentativas. 


Exemplo 4f 

Deve-se realizar uma sequencia infinita de tentativas independentes. Cada ten- 
tativa tern probabilidade de sucesso p e probabilidade de fracasso 1 -p. Qual e 
a probabilidade de que 

(a) pelo menos 1 sucesso ocorra nas primeiras n tentativas; 

(b) exatamente k sucessos ocorram nas primeiras n tentativas; 

(c) todas as tentativas resultem em sucessos? 

Solugao Para determinar a probabilidade de pelo menos 1 sucesso nas pri¬ 
meiras n tentativas, e mais facil caleular primeiro a probabilidade do evento 
complementar de que nenhum sucesso ocorra nas primeiras n tentativas. Se E t 
representar o evento fracasso na i-e sima tentativa, entao a probabilidade de 
nao haver eventos bem-sucedidos e, por independencia, 

P{E x E 2 ' • • E n ) = P(E 1 )P(E 2 ) . - • P(E n ) = (1 - p) n 


Portanto, a resposta da letra (a) e 1 - (1 -p) n . 

Para computar a resposta da letra (b), considere qualquer sequencia parti¬ 
cular em que os primeiros n resultados contenham k sucessos en-k fracassos. 
Cada uma dessas sequencias, pela hipotese de independencia das tentativas, ira 

ocorrer com probabilidade p k ( 1 - p) n k . Como existem ^ ^ ^ sequencias como 

essa [ha nl/kl(n - k)\ permutagoes de k sucessos en-k fracassos], a probabili¬ 
dade desejada na letra (b) e 


P{exatamente k sucessos) 


n k)p k(X ~p y 


Para responder a letra (c), notamos, pela letra (a), que a probabilidade de 
que as primeiras n tentativas resultem em sucesso e dada por 


P(E c 1 E c 2 ---E c n )=p n 
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Assim, usando a propriedade da continuidade das probabilidades (Segao 2.6), 
vemos que a probabilidade desejada e dada por 



P 


lim hq 

n—> oo ' ' 1 


i =1 


lim P 



limp” = 

n 


0 se p < 1 
1 se p = 1 


Exemplo 4g 

Um sistema formado por n diferentes componentes e chamado de sistema pa- 
ralelo se ele funcionar quando pelo menos um dos componentes estiver fun- 
cionando (veja Figura 3.2). Em um sistema como esse, se o componente i, que 
e independente dos demais componentes, funcionar com probabilidade p-, i = 
1 ,..., n , qual e a probabilidade do sistema funcionar? 


Soluqao Seja A- o evento em que o componente i funciona. Entao 


P{sistema funciona} — 1 
= 1 


Pjsistema nao funciona} 
Pfnenhum componente funciona} 



n 

= 1 — J (1 — pi) por independence ■ 

i=l 


Exemplo 4h 

Realizam-se tentativas independentes que consistem no langamento de um par 
de dados honestos. Qual e a probabilidade de que um resultado igual a 5 apa- 
rega antes de um resultado igual a 7 quando o resultado de uma jogada e igual 
a soma dos dados? 



Figura 3.2 Sistema paralelo: funciona se a corrente fluir de A para B. 
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Solugao Se E n representar o evento em que o 5 ou o 7 nao aparecem nas 
primeiras n - 1 tentativas e um 5 aparece na n-esima tentativa, entao a proba¬ 
bilidade desejada e 

( 00 \ oo 

Um 

n =1 / n =1 


Agora, como E{5 em qualquer tentativa} = 4/36 e P{1 em qualquer tentativa} = 
6/36, obtemos, pela independencia das tentativas, 



Assim, 



2 

5 


Esse resultado tambem poderia ter sido obtido pelo uso das probabilidades 
condicionais. Se E for o evento em que um 5 ocorre antes de um 7, entao pode- 
mos obter a probabilidade desejada, P(E), impondo uma condigao em relagao 
ao resultado da primeira tentativa. Isso e feito da seguinte maneira: suponha 
que E seja o evento em que a primeira tentativa resulta em um 5, G o evento 
em que a primeira tentativa resulta em um 7 e H o evento em que a primeira, 
tentativa nao resulta nem em um 5, nem em um 7 Entao, condicionando em 
qual desses eventos ocorre, temos 

P(E) = P(E\F)P(F) + P(E\G)P(G) + P(E\H)P(H) 


Entretanto, 

P(E\F) = 1 
P(£|G) = 0 
P(E\H) = P(E) 


As duas primeiras igualdades sao obvias. A terceira ocorre porque se o primeiro 
resultado nao levar nem a um 5 nem a um 7, entao naquele ponto a situagao sera 
exatamente igual aquela que se tinha no imcio do problema - isto e, a pessoa 
responsavel pelo experimento continuara a rolar um par de dados honestos ate 
que um 5 ou um 7 aparega. Alem disso, as tentativas sao independentes; portan- 
to, o resultado da primeira tentativa nao tera efeito em langamentos subsequen- 
tes dos dados. Como P(F) = 4/36, P(G) = 6/36 e P(H) = 26/36, tem-se que 
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ou 

= 5 

O leitor deve notar que a resposta e bastante intuitiva. Isto e, como um 5 
tem probabilidade de 4/36 de aparecer em cada jogada, e um 7 tern probabili¬ 
dade de 6/36, parece intuitivo que a chance de um 5 aparecer antes de um 7 seja 
de 4 para 6. A probabilidade deve entao ser 4/10, como de fato o e. 

O mesmo argumento mostra que, se E e Fsao eventos mutuamente exclusi- 
vos de um experimento, entao, quando tentativas independentes do experimen- 
to forem realizadas, o evento E ocorrera antes do evento F com probabilidade 

P(E) 

P(E) + P(F) 


Exemplo 4i 

Ha cupons de desconto de n tipos, e cada novo cupom e recolhido com probabi¬ 
lidade p } , YTi =i Pi = 1> independentemente de seu tipo i. Suponha que k cupons 
devam ser recolhidos. Se A t e o evento em que ha pelo menos um cupom de 
tipo i entre aqueles recolhidos, entao, para i 9^ j, determine 

(a) P(A t ) 

(b) P(A i UA l ) 

(c) P(A\A) 

Solugao 

P(Ad = 1 - PiAf) 

= 1 — P{nenhum cupom e do tipo /} 

= i - a - pd k 

onde o desenvolvimento anterior usou o fato de cada cupom nao ser do tipo i 
com probabilidade 1 - p r Similarmente, 

P(Ai U Aj) = 1 - P({Ai U Ajf) 

= 1 — /’{nenhum cupom e do tipo i ou ;'} 

= 1 - (1 - pi - Pjf 

onde o desenvolvimento anterior usou o fato de cada cupom nao ser nem do 
tipo z, nem do tipo j com probabilidade 1 -p t - p r 

Para determinar P(A i \A J ), vamos usar a identidade 

P(Ai U A;) = P{Ad + P(Aj) - P(AiAj) 
que, juntamente com as letras (a) e (b), resulta em 

PiAiAj) = 1 - (1 - Pi ) k + 1 - (1 - Pj ) k - [1 - (1 - pi - Pjf] 

= 1 - (1 - Pif - (1 - Pjf + (1 - Pi ~ Pjf 
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Consequentemente, 

PI - A ‘ A i ) 1 - a -pi)" - a -pj) 1 + a -pi -p/)* 

( “' () " "W ~ 1 - a - p;)‘ ‘ 

O exemplo a seguir apresenta um problema que ocupa um lugar honrado 
na historia da teoria da probabilidade. Este e o famoso problema dos pontos. 
Em termos gerais, o problema e este: dois jogadores fazem uma aposta e dispu- 
tam um jogo, com a aposta indo para o vencedor da disputa. Algo requer que 
eles interrompam o jogo antes que alguem o tenha vencido, mas no momento 
da interrupgao cada um dos jogadores ja tinha algum tipo de “pontuagao par- 
cial? Como deveria ser dividida a aposta? 

Esse problema foi proposto ao matematico frances Blaise Pascal em 1654 
pelo Chevalier de Mere, que era um jogador profissional naquela epoca. Ao ata- 
car o problema, Pascal introduziu a importante ideia de que a proporgao do 
premio merecida pelos competidores deveria depender de suas respectivas pro- 
babilidades de veneer o jogo caso o jogo fosse recomegado a partir daquele pon- 
to. Pascal obteve alguns casos especiais e, mais importantemente, iniciou uma 
correspondence com o famoso frances Pierre de Fermat, que tinha uma grande 
reputagao como matematico. A troca de cartas subsequente nao apenas levou a 
uma solugao completa para o problema dos pontos mas tambem langou a base 
para a solugao de muitos outros problemas relacionados aos jogos de azar. Esta 
celebre correspondence, tida como muitos como a data de nascimento da teo¬ 
ria da probabilidade, foi importante por ter estimulado entre os matematicos 
da Europa o interesse pela probabilidade. Isto porque Pascal e Fermat ja eram 
reconhecidos como dois dos grandes matematicos daquela epoca. Por exemplo, 
pouco tempo depois da troca de correspondence entre ambos, o jovem mate¬ 
matico holandes Christiaan Huygens foi a Paris discutir tais problemas e solu- 
goes, e o interesse e a atividade neste novo campo cresceu rapidamente. 

Exemplo 4j O problema dos pontos 

Realizam-se tentativas independentes que tern probabilidade de sucesso p e 
probabilidade de fracasso 1 -p. Qual e a probabilidade de que n sucessos ocor- 
ram antes de m fracassos? Se pensarmos que A e B estao jogando um jogo tal 
que A ganha 1 ponto no caso de um sucesso e B ganha 1 ponto no caso de um 
fracasso, entao a probabilidade desejada e a probabilidade de que A seja o ven¬ 
cedor caso o jogo tenha que ser recomegado de uma posigao onde A precisasse 
de n pontos para veneer e B precisasse de m pontos para veneer. 

Solugao Vamos apresentar duas solugoes. A primeira solugao foi obtida por 
Pascal e a segunda por Fermat. 

Vamos chamar de P n m a probabilidade de que n sucessos ocorram antes de 
m fracassos. Condicionando no resultado da primeira tentativa, obtemos 

P n/ n = P P n-ljn + C 1 ~P) P nJm -l « > 1, W > 1 

(Por que? Pense a respeito.) Usando as obvias condiqoes de contorno P n0 
= 0, P 0/n = 1, podemos resolver essas equagoes para P n/n . Contudo, em vez 
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seguir todos os detalhes tediosos dessa solugao, vamos considerar a solugao 
de Fermat. 

Fermat ponderou que, para que n sucessos ocorram antes de m fracassos, e 
necessario e suficiente que existam pelo menos n sucessos nas primeiras m 4- n 
-1 tentativas (mesmo se o jogo tivesse que terminar antes que um total dem + 
n - 1 tentativas tivesse sido completado, poderiamos ainda assim imaginar que 
as tentativas adicionais necessarias pudessem ser realizadas). Isso 6 verdade, 
pois se ocorrem pelo menos n sucessos nas primeiras m + n - 1 tentativas, po- 
deria haver no maximo m - 1 fracassos naquelas mesmas m + n - 1 tentativas; 
assim, n sucessos ocorreriam antes de m fracassos. Se, no entanto, ocorressem 
menos que n sucessos nas primeiras m + n - 1 tentativas, deveriam ocorrer pelo 
menos m fracassos no mesmo numero de tentativas; logo, n sucessos nao ocor¬ 
reriam antes de m fracassos. 

Com isso, ja que a probabilidade de exatos k sucessos nas m + n - 1 ten- 

p k (l - conforme mostrado no 

Exemplo 4/, tem-se que a probabilidade desejada de que ocorram n sucessos 
antes de m fracassos e 

m+n-l , x 

Pn,m= E ( m+ k~ ) P k(l ~ P) m+n - l ~ k □ 


tativas e igual a 


m -h n - 1 


Nossos proximos dois exemplos lidam com problemas de jogos, onde o pri- 
meiro possui uma analise surpreendentemente elegante.* 


Exemplo 4k 

Suponha que existam inicialmente r jogadores, com o jogador i possuindo n i 
unidades, n i > 0, i = 1,..., r. Em cada rodada, dois dos jogadores sao escolhidos 
para jogar uma partida, com o vencedor recebendo 1 unidade do perdedor. 
Qualquer jogador cuja fortuna cair para 0 e eliminado; isso continua ate que 
apenas um unico jogador possua todas as n = IZ/=i n i unidades, sendo esse jo¬ 
gador declarado o vencedor. Supondo que os resultados das partidas sucessivas 
sejam independentes e que cada partida tenha a mesma probabilidade de ser 
vencida por qualquer um de seus dois jogadores, determine P i9 a probabilidade 
de que o i-esimo jogador seja o vencedor. 

Solugdo Para comegar, suponha que ha n jogadores, cada um deles possuindo 
inicialmente 1 unidade. Considere a jogadora i. Em cada rodada que ela jogar, 
ela tera a mesma probabilidade de veneer ou perder uma unidade, sendo os 
resultados de cada rodada independentes. Alem disso, ela continuara a jogar 
ate que sua fortuna se torne ou 0, ou n . Como o mesmo ocorrera com todos 
os demais n jogadores, tem-se que cada jogador tern a mesma chance de ser o 
grande vencedor, o que implica que cada um deles tern probabilidade 1 In de ser 
o grande vencedor. Agora, suponha que n jogadores sejam divididos em r times, 


* O restante desta segao deve ser considerado opcional. 
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com o time i contendo njogadores, i = 1,..., r. Entao, a probabilidade de que o 
grande vencedor faga parte do time i e njn. Mas como 

(a) o time i tern inicialmente uma fortuna total de n t unidades, i = 1 ,..., r, e 

(b) cada partida jogada por componentes de times diferentes tem a mesma pro¬ 
babilidade de ser vencida por qualquer um dos jogadores e resulta no in- 
cremento de 1 unidade na fortuna dos componentes do time vencedor e no 
decremento de 1 unidade na fortuna dos componentes do time perdedor, 

e facil ver que a probabilidade de que o grande vencedor seja do time i e exa- 
tamente a probabilidade que desejamos. Assim, P i = njn. Interessantemente, 
nosso argumento mostra que esse resultado nao depende da maneira pela qual 
os jogadores de cada estagio sao escolhidos. ■ 

No problema da ruina do jogador , ha apenas 2 jogadores, mas nao se supoe que 
eles sejam igualmente habilidosos. 

Exemplo 41 O problema da ruina do jogador 

Dois jogadores, A e B , apostam nos resultados de sucessivas jogadas de moe- 
das. Em cada jogada, se a moeda der cara, A ganha 1 unidade de B ; se a moeda 
der coroa, A paga 1 unidade para B. Eles continuam a fazer isso ate um deles 
hear sem dinheiro. Se cada uma das jogadas de moeda e tida como um evento 
independente e cada jogada tem probabilidade p de dar cara, qual e a probabi¬ 
lidade de que A termine com todo o dinheiro se ele comegar com i unidades e 
B comegar comiV-iunidades? 

Solugdo Suponha que E represente o evento em que A termina com todo o 
dinheiro, considerando que ele e B comecem com i unidades e N - i unidades, 
respectivamente. Alem disso, para deixar clara a dependencia da fortuna inicial 
de A , suponha que P t = P(E). Vamos obter uma expressao para P(E) condi- 
cionada ao langamento da primeira moeda da forma como se segue: seja H o 
evento em que a primeira moeda da cara; entao 

Pi - P(E) = P(E\H)P(H) + P(E\H C )P(H C ) 

= P P(E\H) + (1 - p)P(E\H c ) 

Agora, dado que a primeira moeda da cara, a situagao apos a primeira aposta 
e que A tem i + 1 unidades e B tem N-(i + 1). Como se supoe que as joga¬ 
das sucessivas sao independentes com uma probabilidade comum p de dar 
cara, tem-se que, deste ponto em diante, a probabilidade de A ganhar todo 
o dinheiro e exatamente igual aquela que teria caso o jogo comegasse agora 
com A tendo uma fortuna inicial de / + 1 e B tendo uma fortuna de N - ( i + 
1). Portanto, 

P(E\H) = P i+1 


P(E\tf) = P,_, 


e, de forma similar, 
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Com isso, fazendo com que q = 1 - p, obtemos 

Pi ~ pPi+1 “b qPi—1 i = 1,2,... ,N — 1 (4-2) 

Usando as obvias condigoes de contorno P 0 = 0 e P N — 1, vamos agora resolver 
a Equagao (4.2). Como p + q = 1, essas equagoes sao equivalentes a 

p p i + qP, = pP i+ 1 + 


OU 

p i+ l - Pi = 2(P, -?,_!) i = 1,2,..., iV - 1 (4.3) 

P 

Com isso, como P 0 = 0, obtemos, da Equagao (4.3), 

p 2 - Pl = -(Pi - Po) = - p l 

P P 

P 3 - Pl=-(P2 ~ Pl)=(~) Pl 

P \PJ 

' i-l (4 ’ 4) 

Pi - Pi-i = hPi-i - Pi-2 ) = Pi 


Pn ~ Pn-i = ~(Pn -i - Pn- 2 ) = 
P 


N -1 


Pl 


A soma das primeiras i - 1 equagoes de (4.4) resulta em 


© + ©♦- + 6 ) 


OU 


1 - (g /pY p 
1 - (q/p) 1 
iPi 


se-¥=l 

P 

se - = 1 
P 


Usando o fato de que P N = 1, obtemos 

1 - ( q/P ) 

1 -- 

Pi = 


1 - (tf/P) 






sep ^ ^ 

sep = j 
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Com isso, 


Pi = 


1 - (q/py 

l - 0 l/P) N 

J_ 

N 


sep ^ \ 
sep = \ 


(4.5) 


Suponha que Q i represente a probabilidade de que B termine com todo o 
dinheiro quando A come^a com i e B comega com N - i. Entao, por simetria 
com a situagao descrita, e trocando p por q e i por TV - /, tem-se que 


Qi = 


i - (p/^) n ~‘ 

i - (p/q) N 

N - i 
N 


seq & j 
se <7 = 2 


Alem disso, como q = 1/2 e equivalente a p = 1/2, temos, quando q ¥= 1/2, 

n , ^ i - (q/pY , i - (P/4) N 

*i~rS£i — - , / v \t • " 


1 - (q/p)* 1 - (p/q) 


p n - p N (q/pY , q N - q”(p/q ) 


,N 


N 

nN( 


\N-i 


p* - q N 


+ 


^ - p N 


p N — p N l q l — q N + * 




nN 


= 1 


Esse resultado tambem e verdadeiro quando p = q = 1/2, entao 

^ + a = i 

Colocando em palavras, essa equagao diz que, com probabilidade 1, ou A 
ou B terminara com todo o dinheiro; em outras palavras, a probabilidade de 
que o jogo continue indefinidamente com a fortuna de A estando sempre entre 
1 e N -1 e zero (o leitor deve ter cuidado porque, a priori , existem tres resulta- 
dos possiveis nesse jogo de apostas, nao dois: ou A vence, ou B vence, ou o jogo 
continua para sempre sem que ninguem ven$a. Acabamos de mostrar que esse 
ultimo evento tern probabilidade 0 ). 

Como uma ilustragao numerica desse resultado, se A come^ar com 5 unida- 
des e B com 10, entao a probabilidade de A veneer seria de 1/3 caso p fosse 1/2, 
enquanto ela saltaria para 



se p fosse 0 , 6 . 

Um caso especial do problema da ruina do jogador, que tambem e conhecido 
como o problema da duragao do jogo , foi proposto a Huygens por Fermat em 1657. 
A versao que Huygens propos, que ele mesmo resolveu, considerava que A e B 
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tinham 12 moedas cada. Eles disputavam essas moedas em um jogo de 3 dados da 
seguinte maneira: sempre que saisse um 11 (independentemente de quern jogasse 
os dados), A daria uma moeda a B. Sempre que saisse um 14, B daria uma moeda 
a A. Como P{dar 11} = 27/216 e P{dar 14} = 15/216, vemos do Exemplo 4h que, 
para A, este e tao somente o problema da ruina do jogador com p = 15/42, com i 
= 12 e N = 24. A forma geral do problema da ruma do jogador foi resolvida pelo 
matematico James Bernoulli e publicada 8 anos apos a sua morte em 1713. 

Para uma aplicagao do problema da ruma do jogador no teste de medica- 
mentos, suponha que duas drogas tenham sido desenvolvidas para tratar de- 
terminada doenga. A droga i tern uma taxa de cura P i9 i = 1, 2, no sentido de 
que cada paciente tratado com essa droga sera curado com probabilidade P r 
Essas taxas de cura, no entanto, nao sao conhecidas, e estamos interessados em 
determinar um metodo para decidir se P 1 > P 2 ou P 2 > P v Para decidir entre 
uma dessas duas alternativas, considere o teste a seguir: pares de pacientes serao 
tratados sequencialmente, com uma das pessoas recebendo a droga lea outra 
a droga 2. Os resultados sao determinados para cada um dos pares, e o teste 
para quando o numero cumulativo de curas obtidas com o emprego de uma das 
drogas exceder o numero de curas obtidas com o emprego da outra droga de 
acordo com um numero fixo, predeterminado. Mais formalmente, suponha que 

X — { 1 se ° P ac i ente no y-esimo par que receber a droga 1 for curado 
7 ~~ { 0 caso contrario 

Y _ | 1 se o paciente no y-esimo par que receber a droga 2 for curado 
7 ~ { 0 caso contrario 

Para um inteiro M positivo predeterminado, o teste e interrompido apos a 
realizagao dos testes no par N , onde N eo primeiro valor de n tal que 

*1 +- + X n~ (^l +- +Y„) = M 

OU 

X,+... + X n -(Y i +...+ Y n ) = -M 

No primeiro caso, verificamos que P x > P 2 e, no segundo caso, que 

De forma a verificar se o teste acima e bom ou nao, gostariamos de conhecer 
a probabilidade de ele levar a uma decisao incorreta. Isto e, para dados P, e P 2 , 
onde P l >p 2 , qual e a probabilidade de que o teste indique incorretamente que 
p 2 > p t ? Para determinar essa probabilidade, note que, apos verificarmos cada 
um dos pares, a diferenga cumulativa de curas usando a droga 1 versus a droga 2 
crescera 1 unidade com probabilidade P x ( 1 - P 2 ) - pois esta e a probabilidade de 
que a droga 1 leve a cura e que 2 nao - ou decrescera 1 unidade com probabili¬ 
dade (1 - P 1 )P 2 , ou permanecera a mesma com probabilidade P A P 2 + (1 - P^)(l 
- P 2 ). Com isso, se considerarmos apenas os pares nos quais a diferenga cumula¬ 
tiva se alterar, entao a diferenga aumentara 1 unidade com probabilidade 

P = Pfaumentar l|aumentar 1 ou diminuir 1} 

= M - p 2) 

Ei(l - P 2 ) + d - Pi)P 2 
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e diminuira 1 unidade com probabilidade 


1 


PlO- - Pi) 

Pid ~ P 2 ) + (1 - P\)Pi 


Assim, a probabilidade de o teste confirmar que 6 igual a probabi¬ 

lidade de que um apostador que venga cada uma das apostas de 1 unidade com 
probabilidade P va cair M antes de subir M. Mas a Equagao (4.5), com i = M,N 
= 2M, mostra que essa probabilidade e dada por 

P {teste confirmar que P 2 > P\} 



1 


1 + y M 


onde 

p PlO- - Pi) 

Y 1 - p p 2 ( 1 - Pi) 

Por exemplo, se P x — 0,6 e P 2 = 0,4, entao a probabilidade de uma decisao in- 
correta e de 0,017 quando M = 5. Essa probabilidade cai para 0,0003 quando 
M = 10. ■ 

Suponha que nos seja dado um conjunto de elementos e queiramos deter- 
minar se pelo menos um dos componentes do conjunto possui certa proprie- 
dade. Podemos atacar essa questao em termos probabilisticos escolhendo um 
elemento do conjunto de forma tal que cada elemento tenha uma probabilida¬ 
de positiva de ser selecionado. Entao a questao original pode ser respondida 
considerando-se a probabilidade de que o elemento aleatoriamente selecionado 
nao possua a propriedade de interesse. Se essa probabilidade e igual a 1, entao 
nenhum dos elementos do conjunto tern a propriedade desejada; se for menor 
do que 1, entao pelo menos um elemento do conjunto tern essa propriedade. 

O exemplo final desta segao ilustra essa tecnica. 

Exemplo 4m 

Um grafo completo de n vertices e definido como um conjunto de n pontos 

(chamados vertices) localizados em um piano e 2 ) ^ n ^ as (chamadas de bor- 

das) conectando cada par de vertices. O grafo completo de 3 vertices e mos- 
trado na Figura 3.3. Suponha agora que cada borda de um grafo completo de 
n vertices deva ser colorida de vermelho ou azul. Para um inteiro fixo k , uma 
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Figura 3.3 


questao de interesse e: existe uma maneira de colorir as bordas de forma que 

nenhum conjunto de k vertices tenha todas as suas ^ 2 b° r das da mesma cor? 

Pode-se mostrar com um argumento probabilfstico que, se n nao e muito gran¬ 
de, entao a resposta e sim. 

O argumento e o seguinte: suponha que a probabilidade de cada borda ser 
colorida de vermelho ou azul seja igual, e que cada evento seja independente. 
Em outras palavras, cada borda e vermelha com probabilidade 1/2. Numere os 

^ ^ conjuntos de k vertices e defina os eventos E u i = 1 ,..., ^ ^ ^ da seguin¬ 
te maneira: 

E i = (todas as bordas do i-6 simo conjunto de k vertices sao da mesma cor} 

Agora, como cada uma das ^ 2 ) bordas de con exao de um conjunto de k verti¬ 
ces tern a mesma probabilidade de ser vermelho ou azul, tem-se que a probabi¬ 
lidade de que todas elas tenham a mesma cor e 

/ lN *(*-l)/2 

'(**■>- 2(2) 

Portanto, como 

P (U Ei ] < p ( £ i) (desigualdade de Boole) 


vemos que P yj Eij , a probabilidade de que exista um conjunto de k vertices 
cujas bordas de conexao sejam similarmente coloridas, satisfaz 

'l\k{k- 1 )/ 2 —1 


nU £ E I 


fc 2 


Com isso, se 


ou, equivalentemente, se 


m. 


k(k~ l)/2-l 


< 1 


2 k(k- l)/2-l 
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entao a probabilidade de que pelo menos um dos 



conjuntos de k vertices 


tenha todos as bordas de conexao de mesma cor e menor que 1. Consequen- 
temente, levando em considera^ao a condi^ao anterior em n e /c, tem-se que 
existe uma probabilidade positiva de que nenhum conjunto de n vertices tenha 
todas as suas bordas de conexao da mesma cor. Mas essa conclusao implica que 
existe pelo menos uma maneira de colorir as bordas na qual nenhum conjunto 
de k vertices tern todas as suas bordas de conexao da mesma cor. ■ 


Observances: (a) Enquanto o argumento anterior estabelece uma condi- 
qao emnei que garante a existencia de um esquema de cores que satisfaga a 
propriedade desejada, ele nao fornece qualquer informanao a respeito de como 
obter tal esquema (embora uma possibilidade fosse simplesmente escolher as 
cores aleatoriamente, verificar se o esquema de cores obtido satisfaz ou nao a 
propriedade desejada e repetir o procedimento ate que o faga). 

(b) O metodo de introduzir a probabilidade em um problema cujo enuncia- 
do e puramente determimstico e chamado de metodo probabilistic*. Outros 
exemplos desse metodo sao dados no Exercicio Teorico 24 deste capftulo e nos 
Exemplos 2t e 2u do Capftulo 7 


3.5 P(* | F) E UMA PROBABILIDADE 

Probabilidades condicionais satisfazem todas as propriedades das probabilida- 
des comuns, o que e demonstrado pela Proposigao 5.1, que mostra que P(E\F) 
satisfaz os tres axiomas de uma probabilidade. 

Proposinao 5.1 

(a) 0<P(E\F)<1 

(b) P(S\F) = 1 

(c) Se E ( , i = 1,2,..., sao eventos mutuamente exclusivos , entao 

( 00 \ oo 

U Ei\F\ =Y^P(Ei\F) 

Demonstragao Para demonstrar a letra (a),devemos mostrar que 0 s P(EF)I 
P(F) s 1. O lado esquerdo da desigualdade e dbvio, enquanto o lado direito 
resulta de EF C F, o que implica P(EF) £ P(F). A letra (b) e verdade porque 


P(S\F) = 


P(SF) 

W) 


PiF) 

P(F) 


* Veja N. Alon, J. Spencer, and P. Erdos, The Probabilistic Method (New York: John Wiley 
& Sons, Inc., 1992). 
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A letra (c) resulta de 



oo 

1 


P(F) 

oo 

= ^P(£,|F) 

1 

onde se obtem a penultima igualdade porque Efij = 0 implica EfEjF = 0. □ 

Se definirmos Q(E ) = P(£|F), entao, da Proposigao 5.1, Q(E) pode ser vis¬ 
ta como urna fungao probabilidade dos eventos de S. Portanto, todas as pro- 
posigoes previamente provadas para as probabilidades se aplicam a Q(E). Por 
exemplo, temos 

Q(E\ u E 2 ) = Q(E ') + Q(E 2 ) - Q{E x E 2 ) 
ou, equivalentemente, 

P(E, U E 2 \F) = P(E X \E) + P(£ 2 |F) - P{E X E 2 |F) 

Tambem, se definirmos a probabilidade condicional Q(E l \E 2 ) como Q(E 1 \E 2 ) = 
Q(E 1 E 2 )/Q(E 2 ), entao, da Equagao (3.1), temos 

Q(E i) = 0(E 1 |E 2 )e(E 2 ) + e(E!|^)Q(^) (5.1) 

Como 

/ Z7 I 17 \ Q( E 1 E 2) 

e<£,|£2) =w 

= P(£iF2|F) 

P(£ 2 |F) 

P(E 1 E 2 F) 

P(F) 

PjElF) 

P(F) 

= P(E 1 \E 2 F ) 


A Equagao (5.1) e equivalente a 

P(£ 1 |F) = P(£ 1 |£ 2 F)P(F 2 |F) + P(F 1 |^P)P(^|P) 
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Exemplo 5a 

Considere o Exemplo 3a, que trata de uma companhia de seguros que acredita 
que as pessoas podem ser divididas em duas classes distintas: aquelas que sao 
propensas a sofrer acidentes e aquelas que nao o sao. Durante um ano, uma 
pessoa propensa a acidentes tera uma probabilidade de 0,4 de sofrer um aci- 
dente, enquanto o valor correspondente a uma pessoa nao propensa a aciden¬ 
tes e de 0,2. Qual e a probabilidade condicional de que um novo segurado sofra 
um acidente em seu segundo ano de contrato, dado que ele ou ela tenha sofrido 
um acidente no primeiro ano? 

Soluqao Seja A o evento em que o segurado e propenso a sofrer acidentes, e 
A p i = 1,2, o evento em que ele ou ela tenha sofrido um acidente no i-e simo 
ano. Entao, a probabilidade desejada, P(A^A a ), pode ser obtida colocando-se 
uma condi^ao na propensao ou nao de o segurado sofrer acidentes, da forma a 
seguir 

P{A 1 \A l ) = P(A 1 \AA l )P{A\A l ) + P(A 2 \A c A l )P(A c \A l ) 

Agora, 

PiA]Al) =^ = rj±£m 


Entretanto, assume-se que P(A ) seja igual a 3/10, e foi mostrado no Exemplo 
3a que P(A ,) = 0,26. Com isso, 


P(A\A!) = 


(0,4) (0,3) 
0,26 


6 _ 

13 


Assim, 


P{A C \A X ) = 1 


- JWO = ^ 


Como P(A 2 \AA } ) — 0,4 e P(A 1 \A C A~ [ ) = 0,2, tem-se que 

P(A 2 \Ai) = (0,4)^ + (0,2)^ « 0,29 


Exemplo 5b 

Um chimpanze femea deu a luz. Nao se tern certeza, contudo, de qual dos dois 
chimpanzes machos e o pai. Antes da realiza^ao de qualquer analise genetica, 
tinha-se a impressao de que a probabilidade de o macho numero 1 ser o pai era 
p; da mesma forma, imaginava-se que a probabilidade de o macho numero 2 
ser o pai era 1 - p. O DNA recolhido da mae, do macho numero 1 e do macho 
numero 2 indicou que, em uma localiza^o especifica do genoma, a mae tern o 
par de genes ( A, A ), o macho numero 1 tern o par de genes ( a , a), e o macho 
numero 2 tern o par de genes (A, a). Se o teste de DNA mostra que o chim¬ 
panze filhote tern o par de genes (A, a ), qual e a probabilidade de que o macho 
numero 1 seja o pai? 
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Soluqao Suponha que todas as probabilidades sejam condicionadas no evento 
em que a mae tem o par de genes (A, A),o macho numero 1 tem o par de genes 
(a,a),e o macho numero 2 tem o par de genes (A, a). Agora, seja M i o evento em 
que o macho numero /, i = 1,2, e o pai, e B Aa o evento em que o chimpanze filho- 
te tem o par genetico (A, a). Entao, P(M l \B A a ) e obtido da maneira a seguir: 


pm\B A/ d 


P(M x B A , a ) 

P(B A ,a) 

_ PjBA^MtiPjMi) _ 

PiBA^MUPiMi) + P(B A>a \M 2 )P(M 2 ) 

_ 1 - P _ 

1 * p + (1/2) (1 - p) 

2 p 

1 +P 


Como > p quando p < 1, a informagao de que o par de genes do bebe e 
(A, a) aumenta a probabiiidade de o macho numero 1 ser o pai. Esse resultado 
e intuitivo porque e mais provavel que o bebe tenha um par de genes (A, a) se 
M x for verdade do que se M 2 for verdade (sendo as respectivas probabilidades 
condicionais iguais ale 1/2). □ 


O proximo exemplo trata de um problema da teoria das series. 


Exemplo 5c 

Realizam-se tentativas independentes, cada uma com probabiiidade de sucesso 
p e probabiiidade de fracasso q = 1 -p. Estamos interessados em computar 
a probabiiidade de que uma serie de n sucessos consecutivos ocorra antes de 
uma serie de m fracassos consecutivos. 

Soluqao Seja E o evento em que uma serie de n sucessos consecutivos ocorre 
antes de uma serie de m fracassos consecutivos. Para obter P(E), comegamos 
condicionando no resultado da primeira tentativa. Isto e, fazendo com que H re¬ 
presente o evento em que a primeira tentativa resulta em um sucesso, obtemos 

P(E) = pP(E\H) + qP{E\If) (5.2) 

Agora, se a primeira tentativa tiver sido bem-sucedida, uma das maneiras pelas 
quais podemos obter uma serie de n sucessos antes de uma serie de m fracassos 
seria obter sucessos nas n -1 tentativas seguintes. Entao, vamos condicionar na 
ocorrencia ou nao de tal serie. Isto e, supondo que Eseja o evento em que as 
tentativas 2 a n resultam em sucessos, obtemos 

P(E\H) = P(E\FH)P(F\H) + P(E\FH)P(F\H) (5.3) 

Por um lado, claramente P(E\FH) = 1; por outro lado, se o evento F C H ocor- 
rer, entao a primeira tentativa resultaria em um sucesso, mas haveria algum 
fracasso durante as primeiras n -1 tentativas. Entretanto, quando esse fracas¬ 
so ocorrer, ele vai fazer com que todos os sucessos anteriores sejam desconsi- 
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derados, e a situagao seria como se comegassemos de novo com um fracasso. 
Com isso, 

P{E\F C H) = P(E\H C ) 

Como a independence das tentativas implica a independence de Fe H, e como 
P(F) = p n ~ l , tem-se da Equagao (5.3) que 

P(E\H) = p n ~ l + (1 - p n ~V(£|// c ) (5.4) 

Vamos agora obter uma expressao para P(E\H C ) de maneira similar. Isto e, su- 
pomos que G represente o evento em que todas as tentativas 2am sao fracas¬ 
sos . Entao, 

P(E\H C ) = P(E\GH C )P(G\H C ) + P(E\G C H C )P(G C \H C ) (5.5) 


Agora, Gif e o evento em que as primeiras tentativas resultam em fracassos, 
de forma que P(E\GPf) — 0. Tambem, se G c Ef ocorrer, a primeira tentativa 
sera um fracasso, mas ocorrera pelo menos um sucesso nas m - 1 tentativas 
seguintes. Como este sucesso faz com que todos os fracassos anteriores sejam 
desconsiderados, vemos que 

P(E\G c lf) = P(E\H) 

Assim, como P(E\G c Pf ) — P(G C ) = 1 - q m ~ l , obtemos, de (5.5), 

P(E\H C ) = (1 - q m ~ l )P{E\H) (5.6) 


Resolvendo as Equagoes (5.4) e (5.6), temos 


n n -1 


P(E\H) = 




I l prt —\ qtti x 


P(E\H C ) = 


(1 - q m ~ L )p 


m—l\ rt n—l 


pfi —1 _|_ qfn —1 _ pn—lqm—1 


Assim, 

P(E) = pP(E\H) + qP(E\H c ) 

p n + qpP~H 1 - q m ~ 1 ) 

~ + q m ~ 1 - pn-iq ™- 1 

P n ~ i(l - Q m ) (51) 

p n ~ 1 + - p n - l q m ~ l ^ ' 

E interessante notar que, pela simetria do problema, a probabilidade de se ob¬ 
ter uma serie de m sucessos antes de uma serie de n sucessos seria dada pela 
Equagao (5.7) com p e q trocados, e n e m tambem trocados. Com isso, essa 
probabilidade seria igual a 

P{ serie de m fracassos antes de uma serie de n sucessos} 
q m - l (l - p n ) 

— qm —1 _|_ pn -1 _ qm-lpn-1 


(5.8) 
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Como a soma das Equates (5.7) e (5.8) 6 igual a 1, tem-se que, com proba¬ 
bilidade 1, ou uma serie de n sucessos ou uma serie de m fracassos acabara 
ocorrendo. 

Como um exemplo da Equagao (5.7), notamos que, ao jogar uma moeda 
honesta, a probabilidade de que uma serie de duas caras preceda uma serie de 
3 coroas e igual a 7/10. Para duas caras consecutivas antes de 4 coroas consecu- 
tivas, a probabilidade aumenta para 5/6. O 

Em nosso proximo exemplo, voltamos ao problema do pareamento (Exem¬ 
plo 5m, Capitulo 2), e desta vez obtemos uma solugao usando probabilidades 
condicionais. 

Exemplo 5d 

Em uma festa, n homens tiram os seus chapeus. Os chapeus sao entao mistu- 
rados e cada homem seleciona um chapeu aleatoriamente. Dizemos que um 
pareamento ocorre quando um homem seleciona o seu proprio chapeu. Qual e 
a probabilidade de que 

(a) nao ocorram pareamentos? 

(b) ocorram exatos k pareamentos? 

Solugao (a) Seja E o evento em que nenhum pareamento ocorre e, para dei- 
xar explicita a dependencia em relagao a n , escreva P n = P(E). 
Comegamos condicionando no ato do homem pegar ou nao o 
seu proprio chapeu - chame esses eventos de M e M c , respectiva- 
mente. Entao, 

P n = P(E ) = P(E\M)P(M ) + P(E\M C )P(M C ) 
Claramente, P(E\M) = 0, entao 

Pn = P(E\M c )^— 1 (5.9) 

n 

Agora, P(E\M C ) e a probabilidade de que nao ocorram parea¬ 
mentos quando n - 1 homens selecionam de um conjunto de n 
- 1 chapeus que nao contem o chapeu de um daqueles homens. 
Isso pode acontecer de qualquer uma de duas maneiras mu- 
tuamente exclusivas: ou nao ocorrem pareamentos e o homem 
extra nao seleciona o chapeu extra (sendo este o chapeu do ho¬ 
mem que escolheu primeiro), ou nao ocorrem pareamentos e 
o homem extra seleciona o chapeu extra. A probabilidade do 
primeiro desses eventos e simplesmente P n _ v o que e visto ao 
considerar-se o chapeu extra como se “pertencesse” ao homem 
extra. Como o segundo evento tern probabilidade [l/(n - 1)] 
P„_ 2 , temos 

P(E\M C ) = P n _ x + —2 
n — 1 
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Assim, da Equagao (5.9) 


Pn — Pn-l ~P Pn—2 

n n 


ou, de forma equivalente, 


Pn ~ Pn -1 =- (P n -1 - Pn-l) 

n 


(5.10) 


Entretanto, como P n e a probabilidade de que nao ocorram pa- 
reamentos quando n homens selecionam entre os seiis proprios 
chapeus, temos 


Pi =0 


Pl = \ 


Assim, da Equagao (5.10), 


i i i 

“3! °“ ft = 2! - 3! 


„ „ {Pi - Pi) 1 „ 1 1,1 

4 4! 4 2! 3! 4! 


e, em geral, 


1 1 1 
" _ 2! ~ 3! + 4! 


■■ + 


(-i r 


n\ 


(b) Para obter a probabilidade de exatamente k pareamentos, con- 
sideramos qualquer grupo fixo de k homens. A probabilidade de 
que eles, e apenas eles, selecionem os seus proprios chapeus e 
dada por 


1 1 
n n — 1 


1 


(k - 1 ) 


Pn-k = 


(i n — k)\ 


n\ 


Pn- 


onde P n _ k e a probabilidade condicional de que os outros n-k 
homens, selecionando entre os seus proprios chapeus, nao obte- 

nham pareamentos. Como existem ^ ^ ^ escolhas possfveis para 

um conjunto de k homens, a probabilidade desejada de exata¬ 
mente k pareamentos e 


Pn-k 

k\ 


2 ! 


+ 


+ 


k\ 


(n — k)\ ■ 


Um importante conceito na teoria da probabilidade e o da independencia 
condicional de eventos. Dizemos que os eventos E x e E 2 sao condicionalmente 
independentes dado Fse, dado que Focorreu, a probabilidade condicional de E x 
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ocorrer nao seja afetada pela informagao de que E 2 tenha ocorrido ou nao. Mais 
formalmente, E x e E 2 sao ditos condicionalmente independentes dado F se 

P(E X \E 2 F) = P(E t \F) (5.11) 

ou, equivalentemente, 

P(E x E 2 \F) = P(E 1 \F) P(E 2 \F) (5.12) 

A nogao de independencia condicional pode ser facilmente estendida para 
mais de dois eventos, e isso e deixado como exercicio. 

O leitor deve notar que o conceito de independencia condicional foi im- 
plicitamente empregado no Exemplo 5a, onde se supos que os eventos em 
que um segurado sofre um acidente em seu z-esimo ano, i = 1 , 2 ,..., fossem 
condicionalmente independentes dado que a pessoa fosse ou nao fosse pro- 
pensa a sofrer acidentes. O exemplo a seguir, que e as vezes chamado de regra 
de sucessao de Laplace, ilustra um pouco melhor o conceito de independencia 
condicional. 

Exemplo 5e Regra de sucessao de Laplace 

Ha k + 1 moedas em uma caixa. Quando jogada, a z-esima moeda dara cara 
com probabilidade ilk, i = 0,1,..., k. Uma moeda e aleatoriamente retirada da 
caixa e entao jogada repetidamente. Se as primeiras n jogadas resultarem todas 
elas em caras, qual e a probabilidade condicional de que tambem de cara na (n 
+ l)-esima jogada? 

Solugao Seja C t o evento em que a z-esima moeda, i = 0, e inicialmente 

selecionada, F n o evento em que as primeiras n jogadas dao cara, e H o evento 
em que a (n + l)-esima jogada da cara. A probabilidade desejada, P(H\F n ), e 
obtida como a seguir: 

k 

P(H\F n ) = ^ P(H\F n Ci)P(Ci\F n ) 

i =0 

Agora, assim que a z-esima moeda for selecionada, e razoavel supor que os 
resultados serao condicionalmente independentes, cada um deles dando cara 
com probabilidade Hk. Com isso, 

P(H\F n Q) = P(H\Q) = y 

k 


Tambem, 


P(Q\F n ) 


P(CiF n ) 


PjFACdPjCj) 

k 

Y,P(Fn\Cj)P(Cj) 


mnmk + d ] 

k 

J2(j/k) n [l/(k + 1)] 


P(F n ) 



Capftulo 3 • Probabilidade Condicional e Independence 129 


Assim, 


Ew n+1 

P(H\F n ) = ^- 

Eovk) n 

J=o 


Mas s eke grande, podemos usar as seguintes aproxima?6es integrals 


1 

k 


k / ; \ ”+l /■ 1 

§G) 


1 

n + 2 



1 

n + 1 


Portanto, para k grande, 


P(H\F n ) « 


n + 1 
n + 2 


Exemplo 5f Atualizando informagdes sequencialmente 

Suponha que existam n hipoteses mutuamente exclusivas e exaustivamen- 
te possiveis, com probabilidades iniciais (as vezes chamadas de previas ) 
P(Hi ), Y^=l = 1. Agora, se a informa^ao de que o evento E ocorreu for 

recebida, entao a probabilidade condicional de que H i seja a hipotese verdadei- 
ra (as vezes chamada de probabilidade atualizada ou posterior de H) 6 


P(Hi\E ) = 


P(E\Hj)P(Hi) 

Y, } P{E\H{)P{Hj) 


(5.13) 


Suponha agora que saibamos de inicio que E l ocorreu e depois que E 2 ocorreu. 
Entao, dada apenas a primeira informagao, a probabilidade condicional de que 
H i seja a hipotese verdadeira e 

= P{E x \Hj)Pm PmHdPjHj) 

( ll 1} P(E i) ZjP(Ei\Hj)P(Hj) 


enquanto que, dadas ambas as informagoes acima, a probabilidade condicional de 
que H l seja a hipotese verdadeira e P(H\E X E^), o que pode ser computado por 


P(Hi\EiE 2 ) = 


pjExEzmpm 

j: j P(E 1 E 2 \H j )P(H j ) 


Alguem poderia pensar, no entanto, em quando seria possivel calcular 
P(H i \E 1 E 2 ) usando o lado direito da Equagao (5.13) com E = E 2 e P{H )) troca- 
do por J P (// ; |£’ 1 ),7 = 1,..., n. Isto e, quando seria legitimo pensar em P(H^E^j 
> 1, como as probabilidades previas e entao usar (5.13) para calcular as proba¬ 
bilidades posteriores? 
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Solugao A indagagao anterior e legitima desde que, para cada j = 1,..., n , os 
eventos E 1 e E 2 sejam condicionalmente independentes dado Hj. Pois se este 
for o caso, entao 

P(EiE 2 \Hj) = P{E 2 \H j )P(E l \H j \ j = 


Portanto, 


P(H i \E 1 E 2 ) = 


P(EiE 2 ) 

PiE^HdPiExHi) 


P{E X E 2 ) 

p^mpm^p^i) 

P{E\E 2 ) 

PiE^HdPiHilEi) 


< 2 ( 1 , 2 ) 


onde<2(l,2) = Como a equacao anterior e valida para todo /, ohtcmos. 

realizando uma soma, 


n 


n 


1 = 2>(tf,|EiE 2 ) = 

i =1 i =1 


P(E 2 \Hj)PmEi) 

< 2 ( 1 , 2 ) 


o que mostra que 

Qd, 2) = 

e leva ao resultado 

P{Hi\EiE 2 ) 

Por exemplo, suponha que uma de duas moedas seja escolhida para ser joga- 
da. Seja for o evento em que a moeda /, i = 1,2, e escolhida, e suponha que 
quando a moeda i 6 jogada, ela tenha probabilidade i = 1, 2, de dar cara. 
Entao as equagoes anteriores mostram que, para atualizar sequencialmente a 
probabilidade de que a moeda 1 seja aquela sendo jogada, dados os resultados 
das jogadas anteriores, tudo o que precisa ser mantido apos cada nova jogada e 
a probabilidade condicional de que a moeda 1 seja aquela sendo utilizada. Isto 
e, nao e necessario registrar todos os resultados anteriores. ■ 


n 

'£P(E 2 \H i )P(H i \E 1 ) 

i =1 

P(E 2 \Hi)P(Hi\Ej) 

' T.UP(E2\Hi)P(Him 


RESUMO 


Para os eventos E e F, a probabilidade condicional de E dado que F ocorreu e 
representada por P(E\F) e definida como 


P(E\F) = 


P(EF) 
P(F ) 


A identidade 

PCEiEa •••£«) = P(Ei)P(E 2 |£i) • • ■ P(E n \E\ • ■ • E„_i) 
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e conhecida como a regra da multiplicaqao da probabilidade. 

Uma identidade valiosa e 

P(E) = P(E\F)P(F) + P(F|F C )F(F C ) 

que pode ser usada para computar F(F) “condicionando” na ocorrencia ou 
nao de F. 

P(//)/P(/F) e chamada de chance do evento H. A identidade 
P(H\E ) P(H) P(E\H) 

P(H C \E) ~ P(H C )P(E\H C ) 


mostra que, quando se obtem uma nova evidencia F, o valor da chance de H se 
torna o seu antigo valor multiplicado pela relagao entre a probabilidade condi¬ 
cional da nova evidencia quando H e verdadeiro e a probabilidade condicional 
quando H nao e verdadeiro. 

Suponha que F,-, i = n, sejam eventos mutuamente exclusivos cuja 
uniao e todo o espago amostral. A identidade 


P(Fj\E) = 


P(E\Fj)P(Fj) 

n 

J2P(E\Fi)P(Fi) 

i—\ 


e conhecida como formula de Bayes. Se os eventos i = 1,..., n, sao hipoteses 
concorrentes, entao a formula de Bayes mostra como calcular as probabilidades 
condicionais dessas hipoteses quando a evidencia adicional E se torna disponivel 
Se P(EF) = F(F)F(F), dizemos que os eventos E e F sao independentes. 
Essa condigao e equivalente a P(E\F) = P(E ) e F(F|F) = F(F). Assim, os even¬ 
tos E e F sao independentes se o conhecimento da ocorrencia de um deles nao 
afetar a probabilidade do outro. 

Os eventos E v ..., E n sao ditos independentes se, para cada um de seus sub- 
conjuntos F^,..., Fj r , 

P{E[ X • • • E ir ) = P(Ei x ) • ■ • P(Ei r ) 


Para um evento fixo F, F(F|F) pode ser considerada uma fungao probabilidade 
dos eventos F do espago amostral. 


PROBLEMAS 


3.1 Dois dados honestos sao rolados. Qual e 
a probabilidade condicional de que pelo 
menos um deles caia no 6 se os dados cai- 
rem em numeros diferentes? 

3.2 Se dois dados honestos sao rolados, qual e 
a probabilidade condicional de que o pri- 
meiro caia no 6 se a soma dos dados e /? 
Calcule essa probabilidade para todos os 
valores de i entre 2 e 12. 


3.3 Use a Equagao (2.1) para calcular, em 
uma mao de bridge, a probabilidade con¬ 
dicional de que Leste tenha 3 espadas 
dado que Norte e Sul tenham um total 
combinado de 8 espadas. 

3.4 Qual e a probabilidade de que pelo me¬ 
nos um de um par de dados honestos caia 
no 6, dado que a soma dos dados seja L i 
= 2,3,..., 12? 
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3.5 Uma urna contem 6 bolas brancas e 9 bo- 
las pretas. Se 4 bolas devem ser seleciona- 
das aleatoriamente sem devolugao, qual 
e a probabilidade de que as 2 primeiras 
bolas selecionadas sejam brancas e as 2 
ultimas sejam pretas? 

3.6 Considere uma urna contendo 12 bolas, 
das quais 8 sao brancas. Uma amostra de 
4 bolas deve ser retirada com devolugao 
(sem devolugao). Qual e a probabilidade 
condicional (em cada um dos casos) de 
que a primeira e a terceira bolas sacadas 
sejam brancas dado que a amostra sacada 
contenha exatamente 3 bolas brancas? 

3.7 O rei vem de uma familia de 2 criangas. 
Qual e a probabilidade de que a outra 
crianga seja a sua irma? 

3.8 Um casal tern duas criangas. Qual e a pro¬ 
babilidade de que ambas sejam meninas 
se a mais velha das duas criangas for uma 
menina? 

3.9 Considere 3 urnas. A urna A contem 2 bo¬ 
las brancas e 4 bolas vermelhas, a urna B 
contem 8 bolas brancas e 4 bolas verme¬ 
lhas, e a urna C contem 1 bola branca e 4 
bolas vermelhas. Se 1 bola e selecionada 
de cada urna, qual e a probabilidade de 
que a bola escolhida da urna A seja bran¬ 
ca dado que exatamente 2 bolas brancas 
tenham sido selecionadas? 

3.10 Tres cartas sao aleatoriamente seleciona¬ 
das sem devolugao de um baralho comum 
de 52 cartas. Suponha que B seja o even- 
to em que ambas as cartas sao ases, A s o 
evento em que o as de espadas e escolhi- 
do, e A o evento em que pelo menos um 
as e escolhido. Determine 

(a) P(B\A S ) 

(b) P(B\A) 

3.12 Uma recem-formada planeja realizar as 
primeiras tres provas em atuaria no proxi¬ 
mo verao. Ela fara a primeira prova em de- 
zembro, depois a segunda prova em janeiro 
e, se ela passar em ambas, fara a terceira 
prova em fevereiro. Se ela for reprovada 
em alguma prova, entao nao podera fazer 
nenhuma das outras. A probabilidade de 
ela passar na primeira prova e de 0,9. Se ela 
passar na primeira prova, entao a probabi¬ 
lidade condicional de ela passar na segun¬ 
da prova e de 0,8. Finalmente, se ela passar 
tanto na primeira quanto na segunda pro¬ 


va, entao a probabilidade condicional de 
ela passar na terceira prova e de 0,7. 

(a) Qual e a probabilidade de ela passar 
em todas as tres provas? 

(b) Dado que ela nao tenha passado em 
todas as tres provas, qual e a proba¬ 
bilidade condicional de ela ter sido 
reprovada na segunda prova? 

3.13 Suponha que um baralho comum de 52 
cartas (que contem 4 ases) seja dividido 
aleatoriamente em 4 maos de 13 cartas 
cada. Estamos interessados em determi- 
nar p, a probabilidade de que cada mao 
tenha um as. Seja E t o evento em que a 
i-esima mao tern exatamente 1 as. Deter¬ 
mine p = P(E } E 2 E 3 E 4 ) usando a regra da 
multiplicagao. 

3.14 Uma uma contem inicialmente 5 bolas 
brancas e 7 bolas pretas. Cada vez que 
uma bola e selecionada, sua cor e anota- 
da e ela e recolocada na urna juntamente 
com 2 outras bolas da mesma cor. Calcule 
a probabilidade de que 

(a) as primeiras 2 bolas selecionadas se¬ 
jam pretas e as 2 bolas seguintes se¬ 
jam brancas; 

(b) das 4 primeiras bolas selecionadas, 
exatamente 2 sejam pretas. 

3.15 Uma gravidez ectopica e duas vezes mais 
provavel em mulheres fumantes do que 
em mulheres nao fumantes. Se 32% das 
mulheres na idade reprodutiva sao fu¬ 
mantes, que percentual de mulheres com 
gravidez ectopica sao fumantes? 

3.16 Noventa e oito por cento de todas as crian¬ 
gas sobrevivem ao parto. Entretanto, 15% 
de todos os nascimentos envolvem cesa- 
rianas (C), e quando uma cesariana e feita 
os bebes sobrevivem em 96% dos casos. Se 
uma gestante aleatoriamente selecionada 
nao fez uma cesariana, qual e a probabili¬ 
dade de que seu bebe sobreviva? 

3.17 Em certa comunidade, 36% das famOias 
tern um cao e 22% das famflias que pos- 
suem um cao tambem possuem um gato. 
Alem disso, 30% das famflias tern um 
gato. Qual e 

(a) a probabilidade de que uma familia 
aleatoriamente selecionada tenha 
tanto um cao quanto um gato? 

(b) a probabilidade condicional de que 
uma familia aleatoriamente selecio- 
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nada tenha um cao dado que ela tam- 
bem tenha um gato? 

3.18 Um total de 46% dos eleitores de uma 
certa cidade classifica a si mesmo como 
petista, enquanto 30% se classificam como 
tucanos e 24% se classificam como demo- 
cratas. Em uma eleigao local recente, 35% 
dos petistas, 62% dos tucanos e 58% dos 
democratas votaram. Um eleitor e esco- 
lhido aleatoriamente. Dado que essa pes- 
soa tenha votado na eleigao local, qual e a 
probabilidade de que ele ou ela seja 

(a) petista? 

(b) tucana? 

(c) democrata? 

(d) Que fragao dos eleitores participou 
da eleigao local? 

3.19 Um total de 48% das mulheres e 37% dos 
homens que fizeram um curso para largar 
o cigarro seguiu sem fumar por pelo me- 
nos um ano apos o final do curso. Essas 
pessoas frequentaram uma festa de co- 
memoragao no final do ano. Se 62% da 
turma original era de homens, 

(a) que percentual daqueles que foram a 
festa era de mulheres? 

(b) que percentual da turma original foi a 
festa? 

3.20 Cinquenta e dois por cento dos estu- 
dantes de certa faculdade sao mulheres. 
Cinco por cento dos estudantes desta 
faculdade estao se formando em ciencia 
da computagao. Dois por cento dos estu¬ 
dantes sao de mulheres se formado em 
ciencia da computagao. Se um estudante 
e selecionado aleatoriamente, determine 
a probabilidade condicional de que 

(a) ele seja mulher dado que ele esta se 
formando em ciencia da computagao 

(b) ele esteja se formando em ciencia da 
computagao dado que ele e uma mu¬ 
lher. 

3.21 Um total de 500 casais que trabalham par- 
ticiparam de uma pesquisa sobre os seus 
salarios anuais, tendo-se como resultado: 



Marido 

Esposa 

Menos que Mais que 
R$25.000 R$25.000 

Menos que R$25.000 
Mais que R$25.000 

212 198 

36 54 


Por exemplo, em 36 dos casais, a mulher 
ganhava mais que R$25.000 e o marido 
menos do que essa quantia. Se um dos ca¬ 
sais e escolhido aleatoriamente, qual e 

(a) a probabilidade de o marido ganhar 
menos que R$25.000? 

(b) a probabilidade condicional de a mu¬ 
lher ganhar mais que R$25.000 dado 
que o seu marido ganha mais do que 
essa quantia? 

(c) a probabilidade condicional de a mu¬ 
lher ganhar mais que R$25.000 dado 
que o marido ganha menos do que 
essa quantia? 

3.22 Um dado vermelho, um azul e um amare- 
lo (todos com seis lados) sao rolados. Es- 
tamos interessados na probabilidade de 
que o numero que sair no dado azul seja 
menor do que aquele que sair no dado 
amarelo, e que este seja menor do que 
aquele que sair no dado vermelho. Isto 
e, com B,Y e R representando, respecti- 
vamente, os numeros que aparecem nos 
dados azul, amarelo e vermelho, estamos 
interessados em P(B < Y < R). 

(a) Qual e a probabilidade de que um mes¬ 
mo numero nao saia em dois dados? 

(b) Dado que um mesmo numero nao saia 
em dois dos dados, qual e a probabili¬ 
dade condicional de que B <Y < R1 

(c) O que e P(B <Y<R)‘> 

3.23 A urna I contem 2 bolas brancas e 4 bolas 
vermelhas, enquanto a urna II contem 1 
bola branca e 1 bola vermelha. Uma bola 
e aleatoriamente escolhida da urna I e 
colocada na urna II, e entao uma bola e 
selecionada aleatoriamente da urna II. 
Qual e 

(a) a probabilidade de que a bola selecio¬ 
nada da urna II seja branca? 

(b) a probabilidade condicional de que a 
bola transferida seja branca dado que 
uma bola branca tenha sido selecio¬ 
nada da urna II? 

3.24 Cada uma de duas bolas e pintada de pre- 
to ou dourado e entao colocada em uma 
urna. Suponha que cada bola seja colori- 
da de preto com probabilidade 1/2 e que 
esses eventos sejam independentes. 

(a) Suponha que voce tenha a informa- 
gao de que a tinta dourada tenha sido 
utilizada (e que portanto pelo menos 
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uma das bolas tenha sido pintada de 
dourado). Calcule a probabilidade 
condicional de que ambas as bolas te- 
nham sido pintadas de dourado. 

(b) Suponha agora que a urna tenha vira- 
do e que 1 bola tenha cafdo. Ela tem 
a cor dourada. Qual e a probabilidade 
de que ambas as bolas sejam doura- 
das neste caso? 

3.25 O seguinte metodo foi proposto para se 
estimar o numero de pessoas com idade 
acima de 50 anos que moram em uma 
cidade com populagao conhecida de 
100.000: “A medida que voce caminhar 
pela rua, mantenha uma contagem con- 
tfnua do percentual de pessoas que voce 
encontrar com idade acima de 50 anos. 
Faga isso por alguns dias; entao multipli- 
que o percentual obtido por 100.000 para 
obter a estimativa desejada’.’ Comente 
esse metodo. 

Dica: Seja p a proporgao de pessoas na 
cidade que tem idade acima de 50 anos. 
Alem disso, suponha que a } represente a 
proporgao de tempo que uma pessoa com 
idade abaixo de 50 anos passa nas ruas, e 
que a 2 seja o valor correspondente para 
aqueles com idade acima de 50 anos. Que 
tipo de grandeza estima o metodo sugeri- 
do? Quando e que a estimativa e aproxi- 
madamente igual a pi 

3.26 Suponha que 5% dos homens e 0,25% 
das mulheres sejam daltonicos. Uma pes¬ 
soa daltonica e escolhida aleatoriamente. 
Qual e a probabilidade dessa pessoa ser 
um homem? Suponha que exista um mes- 
mo numero de homens e mulheres. E se a 
populagao consistisse em duas vezes mais 
homens do que mulheres? 

3.27 Todos os trabalhadores de uma certa em- 
presa vao dirigindo para o trabalho e es- 
tacionam no patio da empresa. A empre- 
sa esta interessada em estimar o numero 
medio de trabalhadores transportados 
em um carro. Qual dos metodos a seguir 
vai permitir que a empresa estime esse 
numero? Explique a sua resposta. 

1. Escolha aleatoriamente n trabalhado¬ 
res, descubra quantos vieram em um 
mesmo carro e calcule a media dos n 
valores. 


2. Escolha aleatoriamente n carros pa¬ 
rados no patio, descubra quantas pes¬ 
soas vieram naqueles carros e calcule 
a media dos n valores. 

3.28 Suponha que um baralho comum de 52 
cartas seja embaralhado e que suas cartas 
sejam entao viradas uma a uma ate que o 
primeiro as aparega. Dado que o primeiro 
as e a vigesima carta a aparecer, qual e a 
probabilidade condicional de que a carta 
seguinte seja o 

(a) asdeespadas? 

(b) dois de paus? 

3.29 Ha 15 bolas de tenis em uma caixa, das 
quais 9 nunca foram usadas anteriormen- 
te.Tres das bolas sao escolhidas aleatoria¬ 
mente, utilizadas em uma partida, e entao 
devolvidas para a caixa. Mais tarde, outras 
tres bolas sao retiradas aleatoriamente da 
caixa. Determine a probabilidade de que 
nenhuma dessas bolas nunca tenha sido 
usada. 

3.30 Considere duas caixas, uma contendo 1 
bola de gude branca e 1 branca, e a ou- 
tra contendo 2 bolas de gude brancas e 1 
branca. Uma caixa e selecionada aleato¬ 
riamente e uma bola de gude e retirada 
de forma aleatoria. Qual e a probabilida¬ 
de de que a bola de gude seja preta? Qual 
e a probabilidade de que a primeira caixa 
tenha sido selecionada dado que a bola 
de gude e branca? 

3.31 Dona Aquina acabou de fazer uma biop- 
sia para verificar a existencia de um tu¬ 
mor cancerigeno. Evitando estragar um 
evento de familia no final de semana, ela 
nao quer ouvir nenhuma ma noticia nos 
proximos dias. Mas se ela disser ao me¬ 
dico para telefonar-lhe somente se as no¬ 
tfcias forem boas, entao, se o medico nao 
ligar, Dona Aquina pode concluir que as 
notfcias nao sao boas. Assim, sendo uma 
estudante de probabilidade, Dona Aqui¬ 
na instrui o medico a jogar uma moeda, 
Se der cara, o doutor devera telefonar-lhe 
se as novidades forem boas e nao telefo¬ 
nar-lhe se elas forem mas. Se a moeda der 
coroa, o medico nao devera telefonar-lhe. 
Dessa maneira, mesmo se o medico nao 
telefonar-lhe, as notfcias nao serao neces- 
sariamente mas. Seja a a probabilidade 
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de que o tumor seja cancerigeno e /3 a 
probabilidade condicional de que o tu¬ 
mor seja cancerigeno dado que o medico 
nao faga o telefonema. 

(a) Qual probabilidade e maior, a ou j3? 

(b) Determine j3 em termos de a e de- 
monstre a sua resposta da letra (a). 

3.32 Uma famflia tern j criangas com probabi¬ 
lidade pj, onde p x = 0,1, p 2 = 0,25, p 3 = 
0,35, p 4 = 0,3. Uma crianga desta famflia e 
escolhida aleatoriamente. Dado que ela e 
a primogenita, determine a probabilidade 
condicional de que a famflia tenha: 

(a) apenas 1 crianga; 

(b) 4criangas. 

Repita as letras (a) e (b) quando a crian¬ 
ga selecionada aleatoriamente for a ca- 
gula. 

3.33 Em dias chuvosos, Joe chega atrasado ao 
trabalho com probabilidade 0,3; em dias 
nao chuvosos, ele chega atrasado com 
probabilidade 0,1. Com probabilidade 0,7, 
chovera amanha. 

(a) Determine a probabilidade de Joe 
chegar cedo amanha. 

(b) Dado que Joe tenha chegado cedo, 
qual e a probabilidade condicional de 
que tenha chovido? 

3.34 No Exemplo 3f, suponha que a nova evi- 
dencia esteja sujeita a possiveis interpre- 
tagoes e de fato mostre que e apenas 90% 
provavel que o criminoso possua a carac- 
teristica em questao. Neste caso, qual se- 
ria a probabilidade de o suspeito ser cul- 
pado (supondo, como antes, que ele tenha 
a caracterfstica procurada)? 

3.35 Com probabilidade 0,6, o presente foi es- 
condido pela mae; com probabilidade 0,4, 
foi escondido pelo pai. Quando a mae es- 
conde o presente, ela o esconde, em 70% 
das vezes, no segundo andar, e em 30% 
das vezes no primeiro andar. E igualmen- 
te provavel que o pai esconda o presente 
no primeiro ou no segundo andar. 

(a) Qual e a probabilidade de o presente 
estar no segundo andar? 

(b) Dado que ele esta no primeiro andar, 
qual 6 a probabilidade de que ele te¬ 
nha sido escondido pelo pai? 

3.36 As lojas A,B e C tern 50,75 e 100 empre- 
gados, respectivamente, e 50,60 e 70% de¬ 
les sao mulheres, respectivamente. Pedidos 


de demissao ocorrem de forma igualmente 
provavel entre todos os empregados, inde- 
pendentemente do sexo. Uma empregada 
pede demissao. Qual e a probabilidade de 
que ela trabalhe na loja C? 

3.37 (a) Um jogador tern uma moeda honesta 

e uma moeda com duas caras em seu 
bolso. Ele seleciona uma das moedas 
aleatoriamente; quando ele a joga, ela 
da cara. Qual e a probabilidade de 
esta moeda ser a honesta? 

(b) Suponha que ele jogue a mesma 
moeda uma segunda vez e, novamen- 
te, de cara. Agora, qual e a probabili¬ 
dade de esta moeda ser a honesta? 

(c) Suponha que ele jogue a mesma moeda 
uma terceira vez e que agora de coroa. 
Agora, qual e a probabilidade de esta 
moeda ser a honesta? 

3.38 A urna A tern 5 bolas brancas e 7 bolas 
pretas. A urna B em 3 bolas brancas e 12 
bolas pretas. Jogamos uma moeda ho¬ 
nesta; se der cara, retiramos uma bola da 
urna A. Se der coroa, retiramos uma bola 
da urna B. Suponha que uma bola branca 
seja selecionada. Qual e a probabilidade 
de que tenha dado coroa na moeda? 

3.39 No Exemplo 3a, qual e a probabilidade 
de que alguem sofra um acidente no se¬ 
gundo ano dado que ele ou ela nao tenha 
sofrido acidentes no primeiro ano? 

3.40 Considere uma amostra de 3 bolas retira- 
da da seguinte maneira: comegamos com 
uma urna contendo 5 bolas brancas e 7 
bolas vermelhas. Em cada rodada, uma 
bola e retirada da urna e sua e cor anota- 
da. A bola e entao devolvida para a urna, 
juntamente com uma bola adicional de 
mesma cor. Determine a probabilidade 
da amostra conter exatamente 

(a) 0 bolas brancas; 

(b) 1 bola branca; 

(c) 3 bolas brancas; 

(d) 2 bolas brancas. 

3.41 Um baralho de 52 cartas e embaralhado e 
entao dividido em dois magos de 26 car¬ 
tas cada. Uma carta e retirada de um dos 
magos; ela e um as. O as e entao coloca- 
do no segundo mago. Este mago e entao 
embaralhado e uma carta e retirada dele. 
Calcule a probabilidade de que a carta 
retirada seja um as. Dica: Condicione na 



136 Probabilidade: Um Curso Moderno com Aplicagdes 


possibilidade da carta retirada ser aquela 
que foi trocada. 

3.42 Tres cozinheiros, A, B e C, assam um tipo 
especial de bolo e, com respectivas proba- 
bilidades 0,02, 0,03 e 0,05, esse bolo nao 
cresce. No restaurante onde trabalham, A 
cozinha 50%, B cozinha 30% e C cozinha 
20% desses bolos. Que proporgao de “fra- 
cassos” e causada por A? 

3.43 Ha 3 moedas em uma caixa. Uma delas 
tern duas caras, outra e honesta e a tercei- 
ra e uma moeda viciada que da cara em 
75% das vezes. Quando uma das 3 moe¬ 
das e selecionada aleatoriamente e joga- 
da, ela da cara. Qual e a probabilidade de 
ela ser a moeda com duas caras? 

3.44 Tres prisioneiros sao informados pelo vi- 
gia de que um deles foi escolhido aleato¬ 
riamente para ser executado e os outros 
dois serao libertados. O prisioneiro A 
pede ao vigia para que ele lhe conte re- 
servadamente qual de seus companheiros 
de prisao sera libertado, dizendo que nao 
haveria dano em divulgar esta informa- 
gao porque ele ja sabe que pelo menos 
um dos dois sera libertado. O vigia recu- 
sa-se a responder a essa questao, dizendo 
que se A soubesse qual de seus colegas 
prisioneiros seria libertado, entao a pro¬ 
babilidade de que ele mesmo viesse a ser 
executado aumentaria de 1/3 para 1/2. O 
que voce pensa do raciocmio do vigia? 

3.45 Suponha que tenhamos 10 moedas tais 
que, se a /-esima moeda for jogada, a pro¬ 
babilidade de ela dar cara e igual a i/10, i = 
1 , 2 ,..., 10. Quando uma das moedas e se¬ 
lecionada aleatoriamente e jogada, ela da 
cara. Qual e a probabilidade condicional 
de que tenha sido a quinta moeda? 

3.46 Em um ano qualquer, um homem usara 
o seu seguro de carro com probabilida¬ 
de p m e uma mulher tera probabilidade 
p f de usar o seu seguro de carro, onde p f 
9 ^ p m . A fragao de segurados homens e 
igual a a, 0 < a < 1. Um segurado e es¬ 
colhido aleatoriamente. Se A t represen- 
tar o evento em que este segurado fara 
uso de seu seguro em um ano, mostre 
que 

P(A 2 \A x ) > P(A X ) 


De uma explicagao intuitiva do porque 
da desigualdade anterior ser verdade. 

3.47 Uma urna contem 5 bolas brancas e 10 bo- 
las pretas. Um dado honesto e rolado e um 
certo numero de bolas e retirado da urna 
aleatoriamente de acordo com o numero 
que saiu no dado. Qual e a probabilidade 
de que todas as bolas selecionadas sejam 
brancas? Qual e a probabilidade condicio¬ 
nal de que tenha saido um 3 no dado se to¬ 
das as bolas selecionadas forem brancas? 

3.48 Cada um de dois criados-mudos com apa- 
rencia identica tern duas gavetas. O cria- 
do-mudo A contem uma moeda de prata 
em cada gaveta, e o criado-mudo B con¬ 
tem uma moeda de prata em uma de suas 
gavetas e uma moeda de ouro na outra. 
Um criado-mudo e selecionado aleato¬ 
riamente, uma de suas gavetas e aberta e 
uma moeda de prata e encontrada. Qual e 
a probabilidade de que exista uma moeda 
de prata na outra gaveta? 

3.49 O cancer de prostata e o tipo de cancer 
mais comum entre os homens. Para veri- 
ficar se alguem tern cancer de prostata, 
os medicos realizam com frequencia um 
teste que mede o nfvel de PSA produzi- 
do pela prostata. Embora altos niveis de 
PSA sejam indicativos de cancer, o teste e 
notoriamente pouco confiavel. De fato, a 
probabilidade de que um homem que nao 
tenha cancer apresente mveis elevados de 
PSA e de aproximadamente 0,135, valor 
que cresce para aproximadamente 0,268 
se o homem tiver cancer. Se, com base em 
outros fatores, um fisiologista tiver 70% 
de certeza de que um homem tern cancer 
de prostata, qual e a probabilidade condi¬ 
cional de que ele tenha cancer dado que 

(a) o teste tenha indicado um nivel eleva- 
do de PSA? 

(b) o teste nao tenha indicado um nfvel 
elevado de PSA? 

Repita os calculos anteriores, dessa vez 
supondo que o fisiologista acredite ini- 
cialmente que existam 30% de chance de 
que o homem em questao tenha cancer 
de prostata. 

3.50 Suponha que uma companhia de segu- 
ros classifique as pessoas em uma de tres 
classes: risco baixo, risco medio e risco ele- 
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vado. Os registros da companhia indicam 
que as probabilidades de que pessoas com 
riscos baixo, medio e elevado estejam en- 
volvidas em acidentes ao longo do perfodo 
de um ano sao de 0,05,0,15 e 0,30. Se 20% 
da populagao sao classificados como de 
risco baixo, 50% de risco medio e 30% de 
risco eJevado, que proporgao de pessoas 
sofre acidentes ao longo de um ano? Se o 
segurado A nao sofreu acidentes em 1997, 
qual e a probabilidade de que ele ou ela 
seja uma pessoa de risco baixo ou medio? 

3.51 Uma trabalhadora pediu ao seu supervisor 
uma carta de recomendagao para um novo 
emprego. Ela estima que existam 80% de 
chances de ela conseguir o emprego se ela 
receber uma boa recomendagao, 40% de 
chances se ela receber uma recomendagao 
moderadamente boa, e 10% de chances se 
ela receber uma recomendagao fraca. Ela 
ainda estima que as probabilidades de ela 
receber recomendagoes boas, moderadas e 
fracas sao de 0,7,0,2 e 0,1, respectivamente. 

(a) Quao certa ela esta de receber a nova 
oferta de trabalho? 

(b) Dado que ela receba a oferta, na opi- 
niao dela qual tera sido a probabilidade 
de ela ter recebido uma boa recomen¬ 
dagao? Uma recomendagao modera- 
da? Uma recomendagao fraca? 

(c) Dado que ela nao receba a oferta, na 
opiniao dela qual tera sido a proba¬ 
bilidade de ela ter recebido uma boa 
recomendagao? Uma recomendagao 
moderada? Uma recomendagao fraca? 

3.52 Uma estudante de segundo grau aguarda 
ansiosamente o recebimento de uma carta 
dizendo se ela foi aceita ou nao em deter- 
minada faculdade. Ela estima que as pro¬ 
babilidades condicionais de receber a car¬ 
ta de notificagao em cada um dos dias da 
proxima semana, dado que ela tenha sido 
aceita ou rejeitada, sejam as seguintes: 


Dia 

P(carta | 
aceita) 

P(carta | 
rejeitada) 

Segunda-feira 

0,15 

0,05 

Terga-feira 

0,20 

0,10 

Quarta-feira 

0,25 

0,10 

Quinta-feira 

0,15 

0,15 

Sexta-feira 

0,10 

0,20 


Ela estima que sua probabilidade de ser 
aceita seja de 0,6. 

(a) Qual e a probabilidade de que ela re¬ 
ceba a carta na segunda? 

(b) Qual e a probabilidade de que ela re¬ 
ceba a carta na terga dado que ela nao 
tenha recebido uma carta na segunda? 

(c) Se nenhuma carta chegar ate a quar- 
ta-feira, qual e a probabilidade condi¬ 
cional de que ela tenha sido aceita? 

(d) Qual e a probabilidade condicional de 
que ela seja aceita se a carta chegar na 
quinta? 

(e) Qual e a probabilidade condicional de 
que ela seja aceita se nenhuma carta 
chegar naquela semana? 

3.53 Um sistema paralelo funciona sempre 
que pelo menos um de seus componentes 
funcione. Considere um sistema paralelo 
de n componentes, e suponha que cada 
componente trabalhe independentemen- 
te com probabilidade 1/2. Determine a 
probabilidade condicional de que o com¬ 
ponente 1 funcione dado que o sistema 
esta funcionando. 

3.54 Se voce tivesse que construir um modelo 
matematico para os eventos E e F descri- 
tos nas letras (a) ate (e) a seguir, voce os 
consideraria eventos independentes? Ex- 
plique o seu raciocfnio. 

(a) E 6 o evento em que uma mulher de 
negocios tern olhos azuis ,Ft o evento 
em que sua secretaria tem olhos azuis. 

(b) E e o evento em que um professor 
tem um carro, Feo evento em que 
seu nome esta na lista telefonica. 

(c) E to evento em que um homem tem 
menos de 1,80 m de altura,Ee o even¬ 
to em que ele pesa mais de 90 kg. 

(d) Eto evento em que uma mulher vive 
nos EUA, Ft o evento em que ela 
vive no hemisferio ocidental. 

(e) Eto evento em que chovera amanha, 
Feo evento em que chovera depois 
de amanha. 

3.55 Em uma turma, ha 4 calouros, 6 calou- 
ras e 6 veteranos homens. Quantas ve- 
teranas devem estar presentes se sexo e 
turma devem ser independentes quando 
um estudante e selecionado aleatoria- 
mente? 
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3.56 Suponha que voce colecione cupons e 
que existam cupons de m tipos diferen¬ 
tes. Suponha tambem que cada vez que 
um novo cupom e recolhido, ele seja do 
tipo i com probabilidade p { -, i = 1 ,..., m. 
Suponha que voce tenha conseguido seu 
n-e simo cupom. Qual e a probabilidade 
de que ele seja de um novo tipo? 

Dica : Condicione no tipo deste cupom. 

3.57 Um modelo simplificado para a variagao do 
prego de uma agao supoe que em cada dia 
o prego da agao suba 1 unidade com proba¬ 
bilidade p ou caia 1 unidade com probabi¬ 
lidade 1 -p. Supoe-se que as variagoes nos 
diferentes dias sejam independentes. 

(a) Qual 6 a probabilidade de que apos 

2 dias o prego da agao esteja em seu 
valor original? 

(b) Qual e a probabilidade de que apos 

3 dias o prego da agao tenha subido 
uma 1 unidade? 

(c) Dado que apos 3 dias o prego da agao 
tenha subido 1 unidade, qual e a pro¬ 
babilidade de que ele tenha subido no 
primeiro dia? 

3.58 Suponha que queiramos gerar o resul- 
tado da jogada de uma moeda honesta, 
mas que tudo o que tenhamos a nossa 
disposigao seja uma moeda viciada que 
da cara com alguma probabilidade des- 
conhecida p diferente de 1/2. Considere 
o seguinte procedimento para realizar 
nossa tarefa: 

1. Jogue a moeda. 

2. Jogue a moeda de novo. 

3. Se ambas as jogadas resultarem em 
duas caras ou duas coroas, volte para 
o passo 1. 

4. Deixe que o resultado da ultima joga¬ 
da seja o resultado do experimento. 

(a) Mostre que o resultado tern a mesma 
probabilidade de dar cara ou coroa. 

(b) Poderiamos usar um procedimento 
mais simples no qual continuamos a 
langar a moeda ate que as duas ulti¬ 
mas jogadas sejam diferentes e entao 
deixamos com que o resultado seja 
aquele obtido na ultima jogada? 

3.59 Realizam-se jogadas independentes de 
uma moeda que da cara com probabilida¬ 
de p . Supondo que H tT representem os 
eventos “cara” e “coroa?qual e a probabi¬ 


lidade de que os primeiros quatro resulta- 
dos sejam 

(a) H, H, H, HI 

(b) 

(c) Qual e a probabilidade de que o pa- 
drao 7, H , H , H ocorra antes do pa- 
drao H, //, H, HI 

Dica para a letra (c): Como pode o padrao 
//, H , H , H ocorrer primeiro? 

3.60 A cor dos olhos de uma pessoa e determi- 
nada por um unico par de genes. Se eles 
forem ambos genes de olhos azuis, entao 
a pessoa tera olhos azuis; se eles forem 
ambos genes de olhos castanhos, entao a 
pessoa tera olhos castanhos; e se um deles 
for um gene de olhos castanhos e o outro 
de olhos azuis, entao a pessoa tera olhos 
castanhos (por causa disso, dizemos que o 
gene de olhos castanhos e dominante em 
relagao ao de olhos azuis). Uma crianga 
recem-nascida recebe independentemen- 
te um gene de olhos de cada um de seus 
pais, e o gene que ele recebe tern a mesma 
probabilidade de ser de qualquer um dos 
tipos de gene daquele pai. Suponha que 
Joao e seus pais tenham olhos castanhos, 
mas que sua irma tenha olhos azuis. 

(a) Qual e a probabilidade de que Joao 
possua um gene de olhos azuis? 

(b) Suponha que a esposa de Joao tenha 
olhos azuis. Qual e a probabilidade 
de que seu primeiro filho tenha olhos 
azuis? 

(c) Se seu primeiro filho tiver olhos cas¬ 
tanhos, qual 6 a probabilidade de 
que seu proximo filho tambem tenha 
olhos castanhos? 

3.61 Genes relacionados ao albinismo sao 
chamados de A e a. Apenas aqueles que 
recebem o gene a de ambos os pais sao al¬ 
binos. Pessoas com o par de genes (A, a) 
tern aparencia normal e, como eles podem 
passar o trago para os seus descendentes, 
sao chamados de portadores. Suponha que 
um casal normal tenha duas criangas, com 
uma delas sendo albina. Suponha que a 
crianga nao albina se case com uma pessoa 
que se sabe ser portadora. 

(a) Qual e a probabilidade de que seu 
primeiro descendente seja albino? 

(b) Qual e a probabilidade condicional 
de que seu segundo descendente seja 
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albino dado que seu primogSnito nao 
o seja? 

3.62 Barbara e Diana vao praticar tiro ao alvo. 
Suponha que cada um dos tiros de Bar¬ 
bara acerte o pato de madeira utilizado 
como alvo com probabilidade p lt enquan- 
to cada tiro de Diana o acerte com pro¬ 
babilidade p 2 . Suponha que elas atirem 
simultaneamente no mesmo alvo. Se o 
pato de madeira e derrubado (indicando 
que foi acertado), qual e a probabilidade 
de que 

(a) ambos os tiros tenham acertado o 
pato? 

(b) o tiro de Barbara tenha acertado o 
pato? 

3.63 A e B estao envolvidos em um duelo. As 
regras do duelo rezam que eles devem sa- 
car suas armas e atirar um no outro simul¬ 
taneamente. Se um ou ambos sao atingi- 
dos, o duelo e encerrado; se ambos os tiros 
erram os alvos, entao repete-se o processo. 
Suponha que os resultados dos tiros sejam 
independentes e que cada tiro de A atinja 
B com probabilidade p A , e que cada tiro de 
B atinja A com probabilidade p B . Qual e 

(a) a probabilidade de que A nao seja 
atingido? 

(b) a probabilidade de que ambos os due- 
listas sejam atingidos? 

(c) a probabilidade de que o duelo termi- 
ne apos a n-esima rodada de tiros? 


(d) a probabilidade condicional de que o 
duelo termine apos a rc-esima rodada 
de tiros dado que A nao tenha sido 
atingido. 

(e) a probabilidade condicional de que o 
duelo termine apos a rc-esima rodada 
de tiros dado que ambos os duelistas 
tenham sido atingidos? 

3.64 Uma questao de verdadeiro ou falso e co- 
locada para um time formado por um ma- 
rido e sua esposa em um jogo de pergun- 
tas e respostas. Tanto o homem quanto 
a mulher darao, de forma independente, 
a resposta correta com probabilidade p . 
Qual das estrategias seguintes e a melhor 
para o casal? 

(a) Escolher um deles e deixar que a pes- 
soa escolhida responda a questao. 

(b) Ambos pensarem na questao e darem 
a resposta comum se estiverem de 
acordo ou, se nao estiverem de acor- 
do, jogar uma moeda para determinar 
que resposta devem dar. 

3.65 No problema anterior, se p = 0,6 e o casal 
usar a estrategia da letra (b), qual e a pro¬ 
babilidade condicional de que o casal de 
a resposta correta dado que marido e sua 
esposa (a) estejam de acordo? (b) nao es- 
tejam de acordo? 

3.66 A probabilidade de fechamento do i-esi- 
mo rele nos circuitos mostrados na Figura 
3.4 e p i9 i = 1,2,3, 4, 5. Se todos os reles 




Figura 3.4 Circuitos para o Problema 3.66. 
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funcionam independentemente, qual e a 
probabilidade de que uma corrente flua 
entre Aq B nos respectivos circuitos? 
Dica para o circuito da letra (b): Condi- 
done no fechamento ou nao do rele 3. 

3.67 Um sistema de engenharia formado por 
n componentes e chamado de “ sistema 
k de n” ( k < n) se ele funcionar se e so- 
mente se pelo menos k de n componentes 
estiverem funcionando. Suponha que to- 
dos os componentes funcionem de forma 
independente. 

(a) Se o i-6 simo componente funcionar 
com probabilidade P if i = 1,2,3,4, cal- 
cule a probabilidade de que um siste¬ 
ma “2 de 4” funcione. 

(b) Repita a letra (a) para um sistema “3 
de 57 

(c) Repita para um sistema “k de rT 
quando todos as probabilidades P i 
sao iguais a p (isto e, 1 = 1, 2 ,..., n). 

3.68 No Problema 3.66a, determine a proba¬ 
bilidade condicional de que os reles 1 e 
2 estejam ambos fechados dado que uma 
corrente circule de A para B. 

3.69 Certo organismo possui um par de cada 
um de 5 genes diferentes (que designare- 
mos pel as 5 primeiras letras do alfabeto). 
Cada gene aparece de duas formas (que 
designaremos pelas letras maiuscula e mi- 
nuscula). Supoe-se que a letra maiuscula 
represente o gene dominante; nesse caso, 
se um organismo possui o par de genes 
xX, entao ele tera a aparencia externa 
do gene X. Por exemplo, se X representa 
olhos castanhos e x representa olhos azuis, 
entao um individuo com um par de genes 
XX ou xX tera olhos castanhos, enquanto 
um individuo com um par de genes xx tera 
olhos azuis. A aparencia caracterfstica de 
um organismo e chamada de fenotipo, en¬ 
quanto sua constituigao genetica e chama¬ 
da de genotipo (assim, 2 organismos com 
respectivos genotipos aA, bB, cc, dD , ee e 
AA, BB , cc, DD, ee teriam genotipos di¬ 
ferentes mas o mesmo fenotipo). No cru- 
zamento entre dois organismos, cada um 
contribui, aleatoriamente, com um de seus 
pares de genes de cada tipo. Supoe-se que 
as 5 contributes de um organismo (uma 
de cada um dos 5 tipos) sejam indepen- 


dentes entre si e tambem das contribui- 
goes de seu companheiro. No cruzamento 
entre organismos com genotipos aA, bB, 
cC, dD, eE e aa, bB, cc, Dd, ee, qual e a 
probabilidade de que a prole tenha (i) fe¬ 
notipo ou (ii) genotipo parecido com 

(a) o primeiro de seus genitores? 

(b) o segundo de seus genitores? 

(c) ambos os seus genitores? 

(d) nenhum de seus genitores? 

3.70 Ha uma chance de 50-50 de que a rainha 
seja portadora do gene da hemofilia. Se 
ela e portadora, entao cada um dos prin- 
cipes tern uma chance de 50-50 de ter 
hemofilia. Se a rainha tiver tido tres prfn- 
cipes sadios, qual e a probabilidade de 
ela ser portadora? Se houver um quarto 
prfncipe, qual e a probabilidade de que 
ele venha a desenvolver a hemofilia? 

3.71 Na manha de 30 de setembro de 1982, as 
campanhas dos tres times de beisebol na 
divisao oeste da liga nacional dos EUA 
eram as seguintes: 


Time 

Vitorias 

Derrotas 

Atlanta Braves 

87 

72 

San Francisco Giants 

86 

73 

Los Angeles Dodgers 

86 

73 


Cada time tinha 3 jogos a fazer. Os tres jo- 
gos dos Giants eram contra os Dodgers, e 
os 3 jogos restantes dos Braves eram con¬ 
tra o San Diego Padres. Suponha que os 
resultados dos jogos restantes sejam inde- 
pendentes e que cada jogo tenha a mesma 
probabilidade de ser vencido por qualquer 
uma das equipes. Qual e a probabilidade 
de cada time conquistar o tftulo da liga? 
Se dois times empatarem em primeiro lu- 
gar, eles devem jogar uma partida final que 
pode, com igual probabilidade, ser vencida 
por qualquer um dos times. 

3.72 A camara de vereadores de uma cidade 
possui 7 vereadores, 3 dos quais form am 
um comite diretivo. Novas propostas legis- 
lativas vao primeiramente para o comite 
diretivo e depois para o restante da camara 
se pelo menos 2 de 3 membros do comite 
as aprovarem. Uma vez na camara, a lei 
requer voto majoritario para ser aprovada. 
Considere uma nova lei e suponha que cada 
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membro da camara ira aprova-la, indepen¬ 
dentemente, com probabilidade p. Qual e a 
probabilidade de que o voto de certo mem¬ 
bro do comite diretivo seja decisivo no sen- 
tido de que se o voto daquela pessoa for 
invertido entao o destino final da nova lei 
sera invertido? Qual seria a probabilidade 
correspondente para um vereador que nao 
pertenga ao comite diretivo? 

3.73 Suponha que cada filho de um casal tenha 
a mesma probabilidade de ser menino ou 
menina, independentemente do sexo das 
demais criangas da famfiia. Para um casal 
com 5 criangas, calcule as probabilidades 
dos seguintes eventos: 

(a) todas as criangas tern o mesmo sexo; 

(b) os 3 filhos mais velhos sao meninos e 
as criangas restantes sao meninas; 

(c) exatamente 3 sao meninos; 

(d) as duas criangas mais velhas sao meni¬ 
nas; 

(e) ha pelo menos uma menina. 

3.74 A e B se alternam no langamento de um 
par de dados, parando quando A obtem 
uma soma igual a 9 ou quando B obtem 
uma soma igual a 6. Supondo que A role o 
dado primeiro, determine a probabilidade 
de que a ultima jogada seja feita por A. 

3.75 Em certa aldeia, e tradicional que o filho 
mais velho e sua esposa cuidem dos pais 
dele em sua velhice. Nos ultimos anos, no 
entanto, as mulheres desta aldeia, nao 
querendo assumir responsabilidades, tern 
preferido nao se casar com os filhos mais 
velhos de uma famfiia. 

(a) Se cada famfiia da aldeia tern duas 
criangas, qual e a proporgao de filhos 
mais velhos? 

(b) Se cada famfiia da aldeia tern tres 
criangas, qual e a proporgao de filhos 
mais velhos? 

Suponha que cada crianga tenha a mesma 
probabilidade de ser menino ou menina. 

3.76 Suponha que E e F sejam eventos mu- 
tuamente exclusivos de um experimento. 
Mostre que, se tentativas independentes 
desse experimento forem realizadas, en¬ 
tao E ocorrera antes de F com probabili¬ 
dade P(E)/[P(E) + P(F)]. 

3.77 Considere uma sequencia interminavel 
de eventos independentes, onde cada 
tentativa tern a mesma probabilidade de 


levar a qualquer um dos resultados 1,2 ou 
3. Dado que 3 e o ultimo dos resultados a 
ocorrer, determine a probabilidade con¬ 
dicional de que 

(a) a primeira tentativa leve ao resultado 1; 

(b) as duas primeiras tentativas levem ao 
resultado 1. 

3.78 A e B jogam uma serie de partidas. Cada 
partida e independentemente vencida 
por A com probabilidade p e por B com 
probabilidade 1 - p. Eles param quando 
o numero total de vitorias de um jogador 
e duas vezes maior do que o numero de 
vitorias do outro jogador. Aquele com o 
maior numero de vitorias completas e de- 
clarado o vencedor da serie. 

(a) Determine a probabilidade de que 
um total de 4 partidas seja jogado. 

(b) Determine a probabilidade de que A 
venga a serie. 

3.79 Em jogadas sucessivas de um par de dados 
honestos, qual e a probabilidade de que 
saiam 2 setes antes de 6 numeros pares? 

3.80 Em certa competigao, os jogadores tern 
a mesma habilidade, e a probabilidade 
de que um entre dois participantes seja 
vitorioso e de 1/2. Em um grupo de T jo¬ 
gadores, os jogadores formam pares uns 
com os outros de forma aleatoria. Os 2" _1 
vencedores formam novos pares aleato- 
riamente, e assim por diante, ate que reste 
um unico vencedor. Considere dois par¬ 
ticipantes especificos, A e B,t defina os 
eventos A i9 i ^ n,e E como 

A{. A participa de exatamente i disputas; 

E : At B nunca jogam um contra o outro 

(a) Determine P(A i ),i = 1 

(b) Determine P(E) 

(c) Seja P n = P(E). Mostre que 



e use essa formula para verificar a res- 
posta que voce obteve na letra (b). 
Dica: Determine P(E) colocando uma 
condigao na ocorrencia de cada um dos 
eventos A t , i = 1,..., n. Ao simplificar a 
sua resposta, use a identidade algebrica 


n -1 


LX 1 


1 - nx "- 1 + (n - l)x" 
(1 - *) 2 
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Para uma outra abordagem de solu- 
qao para este problema, note que ha 
um total de 2 ” - 1 partidas jogadas. 

(d) Explique por que T -1 partidas sao 
jogadas. 

Numere essas partidas e suponha que 
B i represente o evento em que A e B 
jogam entre si a i-esima partida, i = 

(e) Determine P(5 f ). 

(f) Use a letra (e) para determinar P(E). 

3.81 Uma investidora tern participaqao em 
uma aqao cujo valor atual e igual a 25. 
Ela decidiu que deve vender sua agao se 
ela chegar a 10 ou 40. Se cada mudan- 
9 a de preqo de 1 unidade para cima ou 
para baixo ocorrer com probabilidades 
de 0,55 e 0,45, respectivamente, e se as 
variaqoes sucessivas sao independentes, 
qual e a probabilidade de que a investi¬ 
dora tenha lucro? 

3.82 A e B langam moedas. A comeqa e con- 
tinua a jogar a moeda ate que de coroa, 
instante no qual B passa a jogar a moeda 
ate que tambem de coroa. Em seguida, 
A assume novamente o jogo e assim por 
diante. Suponha que P 1 seja a probabili¬ 
dade de dar cara com A jogando a moeda 
e P 2 seja a probabilidade de dar cara com 
B jogando a moeda. O vencedor da parti¬ 
da e o primeiro a obter 

(a) uma sequencia de 2 caras; 

(b) um total de 2 caras; 

(c) uma sequencia de 3 caras; 

(d) um total de 3 caras. 

Em cada caso, determine a probabili¬ 
dade de A veneer a partida. 

3.83 O dado A tern 4 faces vermelhas e 2 bran- 
cas, enquanto o dado B tern duas faces 
vermelhas e 4 brancas. Uma moeda ho- 
nesta e lanqada uma vez. Se ela der cara, 
o jogo continua com o dado A; se ela der 
coroa, entao o dado B deve ser usado. 

(a) Mostre que a probabilidade de cair 
uma face vermelha em cada jogada e 
de 1 / 2 . 

(b) Se as primeiras duas jogadas resulta- 
rem em vermelho, qual e a probabili¬ 
dade de que de vermelho na terceira 
jogada? 

(c) Se o vermelho aparecer nas duas 
primeiras jogadas, qual e a probabi¬ 


lidade de que o dado A esteja sendo 
utilizado? 

3.84 Uma urna contem 12 bolas, das quais 4 
sao brancas. Tres jogadores - A, B e C - 
tiram bolas da urna sucessivamente: pri¬ 
meiro A , depois 5, depois C, depois A de 
novo e assim por diante. O vencedor e o 
primeiro a tirar uma bola branca. Deter¬ 
mine a probabilidade de vitoria de cada 
jogador se: 

(a) cada bola for recolocada na urna apos 
ser retirada. 

(b) as bolas retiradas nao forem recoloca- 
das na urna. 

3.85 Repita o Problema 3.84 quando cada um 
dos 3 jogadores selecionar bolas de sua 
propria urna. Isto e, suponha que existam 
3 urnas diferentes com 12 bolas, cada uma 
contendo 4 bolas brancas. 

3.86 Seja S = {1,2,..., n) e suponha que A e B 
tenham, independentemente, a mesma 
probabilidade de formar qualquer um dos 
2 " subconjuntos (incluindo o conjunto va- 
zio e o proprio espago amostral S) de S. 
Mostre que 

P[ACB}=(iy 

Dica : Suponha que N(B) represente o nu- 
mero de elementos em B. Use 

n 

P{A CB} = Y,P{AC B\N(B ) = i}P{N(B) = i} 

i=0 

Mostre que P{AB = 0} = ^ . 

3.87 No Exemplo 5e, qual e a probabilidade 
condicional de que a /-esima moeda seja 
selecionada dado que as n primeiras ten- 
tativas tenham dado cara? 

3.88 Na regra de sucessao de Laplace (Exem¬ 
plo 5e), os resultados das jogadas suces¬ 
sivas de moedas sao independentes? Ex¬ 
plique. 

3.89 Um reu julgado por tres juizes e declara- 
do culpado se pelo menos 2 dos juizes o 
condenarem. Suponha que, se o reu for 
de fato culpado, cada juiz tera probabili¬ 
dade de 0,7 de condena-lo, de forma in- 
dependente. Por outro lado, se o reu for 
de fato inocente, essa probabilidade cai 
para 0,2. Se 70% dos reus sao culpados, 
calcule a probabilidade condicional de 
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o juiz numero 3 condenar um reu dado 
que: 

(a) os jufzes 1 e 2 o tenham condenado; 

(b) um dos jufzes 1 e 2 o tenha considera- 
do culpado e o outro o tenha conside- 
rado inocente; 

(c) os jufzes 1 e 2 o tenham considerado 
inocente. 

Suponha que i = 1,2,3 represente 
o evento em que o juiz i considera o 


reu culpado. Esses eventos sao inde- 
pendentes ou condicionalmente inde- 
pendentes? Explique. 

3.90 Suponha que n tentativas independentes 
sejam realizadas, com cada uma delas le- 
vando a qualquer um dos resultados 0,1 
ou 2 com respectivas probabilidades p Q ,p } 
e p 2 , Ya=qPi = 1- Determine a probabili¬ 
dade de que os resultados 1 e 2 ocorram 
pelo menos uma vez. 


EXERCICIOS TEORICOS 


3.1 Mostre que se P(A) > 0, entao 

P(AB\A) > P(AB\A U B ) 

3.2 Seja A C B. Expresse as seguintes proba¬ 
bilidades da forma mais simples possfvel: 

P(A\B), P(A\B C ), P(B\A ), P(B\A C ) 

3.3 Considere uma comunidade escolar de m 


famflias, com n i delas possuindo i criangas, 

k 

i = 1,..., k, Yl n t — m. Considere os dois 


/=l 

metodos a seguir para selecionar uma 
crianga: 

1. Escolha uma das m famflias aleato- 
riamente e entao selecione aleatoria- 
mente uma crianga daquela famflia. 

k 

2. Escolha uma das £ im criangas alea- 
toriamente. =1 

Mostre que o metodo 1 tern probabilida¬ 
de maior do que o metodo 2 de resultar 
na escolha de um filho primogenito. 

Dica: Ao resolver o problema, voce preci- 
sara mostrar que 

k k k k 




i =i 


7=1 


Para fazer isso, multiplique as somas e 
mostre que, para todos os pares i,j , o co- 
eficiente do termo rip,- e maior na expres- 
sao a esquerda do que aquele a direita. 

3.4 Uma bola pode estar em qualquer uma 
de n caixas e tern probabilidade P t de 
estar na f-esima caixa. Se a bola estiver 
na caixa i, uma busca naquela caixa tern 
probabilidade a t de encontra-la. Mostre 


que a probabilidade condicional de que 
a bola esteja na caixa dado que a busca 
pela bola na caixa i nao tenha sido bem 
sucedida, e 


pi 

1 - CtiPi 
(1 - 
1 - aiPi 


se; ^ i 


se j = i 


3.5 Diz-se que o evento F carrega informa- 
goes negativas a respeito do evento E, e 
escrevemos F\E, se 

P(E\F) < P(E) 

Demonstre ou de contraexemplos para as 
seguintes afirmativas: 

(a) Se F \ E, entao E\F. 

(b) Se F \ E e E \ G, entao F\G. 

(c) Se F \ E e G \ E, entao EG \ E. 
Repita as letras (a), (b) e (c) se \ for 
trocado por /. Dizemos que F carrega 
informagao positiva a respeito de E, e 
escrevemos F / E, quando E(E|E) > 
P(E). 

3.6 Demonstre que, se E v E 2 ,..., E n sao even¬ 
tos independentes, entao 

n 

P{E\ U E 2 U • • • U E n ) = 1 - f][l - P(Ed] 

i=1 


3.7 (a) Uma urna contem n bolas brancas e 
m bolas pretas. As bolas sao retira- 
das uma de cada vez ate que somente 
aquelas de mesma cor sejam deixadas. 
Mostre que, com probabilidade n!(n 
+ m), todas elas sao brancas. 
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Dica: Imagine que o experimento 
continue ate que todas as bolas sejam 
removidas, e considere a ultima bola 
sacada. 

(b) Um lago contem 3 especies distintas 
de peixes, que chamaremos de R, B e 
G. Ha r peixes R, b peixes Beg pei¬ 
xes G. Suponha que os peixes sejam 
retirados do lago em uma sequencia 
aleatoria (isto e, em cada selegao tem- 
se a mesma probabilidade de retirar- 
se qualquer um dos peixes restantes). 
Qual e a probabilidade de que os pei¬ 
xes do tipo R correspondam a primei- 
ra especie a ser extinta no lago? 

Dica: Escreva P[R] = P[RBG } + 
P[RGB) e calcule as probabilidades 
no lado direito da igualdade primeiro 
condicionando nas ultimas especies a 
serem removidas. 

3.8 Sejam A, B e C eventos relacionados ao 
experimento “rolar um par de dados? 

(a) Se 

P{A\C) > P(B\C) e P(A\C) > P(B\C) 


3.10 Considere um grupo de n individuos. Su¬ 
ponha que a data de aniversario de cada 
pessoa tenha a mesma probabilidade de 
cair em qualquer um dos 365 dias do ano 
e tambem que os aniversarios sejam even¬ 
tos independentes. Suponha que A LJ , i ¥=■ j, 
represente o evento em que as pessoas i e 
j tern a mesma data de aniversario. Mos- 
tre que esses eventos sao independentes 
por pares, mas nao independentes. Isto e, 


mostre que A Lj e A r ^ sao independentes, 

mas os ^ 2 eventos A ip i j nao sao in¬ 
dependentes. 

3.11 Em cada uma das n jogadas independen¬ 
tes de uma moeda, obtem-se cara com uma 
probabilidade p. Quao grande precisa ser n 
para que a probabilidade de se obter pelo 
menos uma cara seja de pelo menos 1/2? 

3.12 Mostre que, se 0 < a t < 1, i - 1,2,..., entao 


E 


/=i 


i-i 

a, na - a i) 

i =i 


+ na 

i=l 


ad = 1 


demonstre que P(A) > P(B) ou de 
um contraexemplo definindo os even¬ 
tos A,BeC para os quais tal relagao 
nao seja verdadeira. 

(b) Se 

P(A\C) > P(A\C) e P(B\C) > P(B\C) 

demonstre que P(AB\C) > P(AB\C) 
ou de um contraexemplo definindo os 
eventos A, B e C para os quais tal re- 
lagao nao seja verdadeira. 

Dica : Suponha que C seja o evento em 
que a soma de um par de dados e igual a 
10, que A seja o evento em que o primei¬ 
ro dado cai no 6, e que B seja o evento 
em que o segundo dado cai no 6. 

3.9 Considere duas jogadas independentes 
de uma moeda honesta. Suponha que A 
seja o evento em que a primeira jogada 
da cara, B o evento em que a segunda 
jogada da cara e C o evento em que am- 
bas as jogadas da moeda caem no mesmo 
lado. Mostre que os eventos A, B e C sao 
independentes por pares - isto e,AeB 
sao independentes, A e C sao indepen¬ 
dentes, e B e C sao independentes - mas 
nao totalmente independentes. 


Dica: Suponha que um numero infinito de 
moedas seja jogado, que a t seja a probabi¬ 
lidade de que a i-esima moeda de cara, e 
considere a ocorrencia da primeira cara. 

3.13 A probabilidade de se obter cara em uma 
unica jogada de moeda e igual a p. Suponha 
que A comece e continue a jogar a moeda 
ate que de coroa, instante a partir do qual 
passa a vez para B. Depois, B continua a 
jogar a moeda ate que de coroa, instante 
a partir do qual passa a vez para A e as- 
sim por diante. Seja P a probabilidade de 
que A acumule um total de n caras antes 
que B acumule m caras. Mostre que 

*3.14 Suponha que voce esteja jogando contra 
um adversario infinitamente rico e que 
em cada rodada voce ganhe ou perca 1 
unidade com respectivas probabilidades 
p e 1 -p. Mostre que a probabilidade de 
que voce termine falido e 

1 se p < 1/2 
(q/p) 1 se p > 1/2 

onde q = 1 - p e i representa a sua fortu- 
na inicial. 
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3.15 Tentativas independentes com probabili¬ 
dade de sucesso p sao realizadas ate que 
um total de r sucessos seja obtido. Mostre 
que a probabilidade de que exatamente n 
tentativas sao necessarias e 

(":l)pv -p)- 

Use esse resultado para resolver o pro- 
blema dos pontos (Exemplo 4/). 

Dica: Para que n tentativas sejam necessa¬ 
rias para a obtengao de r sucessos, quan- 
tos sucessos devem ocorrer nas primeiras 
n -1 tentativas? 

3.16 Tentativas independentes com probabili¬ 
dade de sucesso p e probabilidade de fra- 
casso 1 - p sao chamadas de tentativas de 
Bernoulli . Seja P n a probabilidade de que 
n tentativas de Bernoulii resultem em um 
numero par de sucessos (0 e considerado 
um numero par). Mostre que 

p„ = p (i - p„. i) + (i -p)p „.j «- 1 

e use essa formula para demonstrar (por 
indugao) que 

1 -Ml - 2/7)” 

" 2 

3.17 Suponha que n tentativas independentes 
sejam realizadas, com a tentativa i sendo 
bem-sucedida com probabilidade 1/(2/ + 
1). Seja P n a probabilidade de que o nume¬ 
ro total de sucessos seja um numero impar. 

(a) Determine P n para n = 1,2,3,4,5. 

(b) Obtenha uma formula geral para P n . 

(c) Deduza uma formula para P n em ter- 
mos de P n _ v 

(d) Verifique que formula obtida na letra 
(b) satisfaz a formula recursiva na le¬ 
tra (c). Como a formula recursiva tern 
solugao unica, isso prova que voce es- 
tava correto. 

3.18 Seja Q n a probabilidade de que nenhuma 
serie de 3 caras consecutivas aparega em 
n jogadas de uma moeda honesta. Mostre 
que 

111 
Qn = ^G/i-l + 4 Gn—2 + g Qn —3 

Go = Gl =82-1 

Determine Q 8 . 

Dica: Condicione na primeira coroa. 


3.19 Considere o problema da ruma do joga- 
dor, com a exceqao de que A e B concor- 
dem a jogar no maximo n partidas. Seja 
P ni a probabilidade de que A termine 
com todo o dinheiro quando A comeqar 
com i e B come^ar com N - i. Deduza uma 
equagao para P n i em termos de P n _i 5 e 
P n -i, i-h e calcule Pj i, N = 5. 

3.20 Considere duas urnas,cada uma contendo 
bolas brancas e pretas. As probabilidades 
de se retirarem bolas brancas da primeira 
e da segunda urnas sao, respectivamente, 
p e p f . Bolas sao retiradas sequencialmen- 
te das urnas e em seguida recolocadas de 
acordo com o seguinte esquema: com 
probabilidade a, retira-se inicialmente 
uma bola da primeira urna, e, com pro¬ 
babilidade 1 - a, retira-se uma bola da 
segunda urna. As escolhas subsequentes 
sao entao realizadas de acordo com a re- 
gra de que sempre que uma bola branca 
for sacada (e recolocada), a proxima bola 
e retirada da mesma urna, mas quando 
uma bola preta e sacada, a proxima bola e 
retirada da outra urna. Seja a n a probabi¬ 
lidade de que a n-esima bola seja escolhi- 
da da primeira urna. Mostre que 


<* n+ i = «„(P + />' - 1) + 1 - p' n > 1 
e use essa formula para provar que 



X (p + p' - l)"- 1 


Seja P n a probabilidade de que a n-esima 
bola selecionada seja branca. Determine 
P n . Alem disso, calcule lim„ _ a„ e lim,,^, 
Pn 

3.21 O Problema da Eleiqao. Em uma eleiqao, 
o candidato A recebe n votos e o candida- 
to B recebe m votos, onde n > m. Assu- 
mindo que todas as (n + m)Mn\m\ ordens 
de votos sejam igualmente provaveis, 
suponha que P n m represente a probabili¬ 
dade de que A sempre esteja a frente na 
contagem dos votos. 

(a) Calcule P 2 V P 3 ^ P 3 2 -> ^ 4 , 1 ^ 4,25 ^ 4 , 3 - 

(b) Determine P nV P n2 > 

(c) Com base nos resultados que voce ob- 
teve nas letras (a) e (b),faga conjectu- 
ras a respeito do valor de P nm . 
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(d) Deduza uma formula recursiva para 
p n ,m em termos de P n _ l lfl e P n m _ A con- 
dicionando em quern recebe o ultimo 
voto. 

(e) Use a letra (d) para verificar sua con- 
jectura da letra (c) usando uma prova 
de indugao em n + m. 

3.22 Como um modelo simplificado de previ- 
sao do tempo, suponha que o tempo ama- 
nha (seco ou umido) sera o mesmo de 
hoje com probabilidade p. Mostre que, se 
o tempo esta seco em 1° de janeiro, entao 
P„, a probabilidade de que ele esteja seco 
n dias depois, satisfaz 
P n = (2p - 1 )/>„_! + (1 - p) n > 1 
Po = l 

Demonstre que 

Pn = \ + \® P “ 1)W n ” 0 


3.23 Uma sacola contem a bolas brancas e b 
bolas pretas. Bolas sao tiradas da sacola 
de acordo com o seguinte metodo: 

1 Uma bola e escolhida aleatoriamente 
e descartada. 

2. Escolhe-se em seguida uma segunda 
bola. Se sua cor e diferente da bola 
anterior, ela e recolocada na sacola e 
o processo e repetido a partir do inf- 
cio. Se sua cor e a mesma, ela e des¬ 
cartada e comegamos do passo 2. 

Em outras palavras, bolas sao amos- 
tradas e descartadas ate que uma mu- 
danga de cor ocorra, momento no qual 
a ultima bola e devolvida para a urna 
e o processo comega de novo. Seja P ab 
a probabilidade de a ultima bola na 
sacola ser branca. Demonstre que 



Dica : Use indugao em k = a 4* b. 
*3.24 Disputa-se um torneio com n competi- 


dores em que cada um dos ( 9 ) pares de 


("> 


competidores joga entre si exatamente 
uma vez, com o resultado de cada partida 
sendo a vitoria de um dos competidores e 
a derrota do outro. Para um inteiro fixo k , 
k < n, uma questao de interesse e saber 
se e possivel que o resultado do torneio 


seja tal que, para cada conjunto de k joga- 
dores, exista um jogador que venga cada 
membro do conjunto. Mostre que se 



entao tal resultado 6 possivel. 

Dica : Suponha que os resultados das par- 
tidas sejam independentes entre si e que 
cada partida tenha a mesma probabilida¬ 
de de ser vencida por cada um dos com¬ 
petidores. Numere os ^ ^ ^ conjuntos de k 

competidores e faga com que B j represen¬ 
te o evento em que nenhum competidor 
derrota todos os k jogadores no i-6 simo 
conjunto. Entao use a desigualdade de 


Boole para limitar P BiJ. 

3.25 Demonstre diretamente que 

P(E\F) = P(E\FG)P(G\F) + P(E\FG C )P(G C \F) 

3.26 Demonstre a equivalencia das Equagoes 
(5.11) e (5.12). 

3.27 Estenda a definigao da independence 
condicional a mais de 2 eventos. 

3.28 Demonstre ou de um contraexemplo. Se 
Ej e E 2 sao eventos independentes, entao 
eles sao condicionalmente independentes 
dado F. 

3.29 Na regra de sucessao de Laplace (Exemplo 
5e), mostre que se as primeiras n jogadas 
dao cara, entao a probabilidade condicio¬ 
nal de que as proximas m jogadas tambem 
deem cara e igual a (n + 1)1 (n + m + 1). 

3.30 Na regra de sucessao de Laplace (Exem¬ 
plo 5e), suponha que as n primeiras jo¬ 
gadas resultem em r caras e n - r coroas. 
Mostre que a probabilidade de que a (n + 
l)-esima jogada de cara e(r+ l)/(« + 2). 
Para fazer isso, voce tera que demonstrar 
e usar a identidade 


/■ 


y n ( 1 - y) m dy = 


(n -J- m + 1)! 


Dica : Para demonstrar a identidade, con- 
sidere C(n,m)= Jq y n D - y) m dy. Inte- 
grando por partes, obtem-se 

C(n,m ) = — Y ^—-C(n + l,m — 1) 
n + 1 
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Comegando com C(n, 0) = l/(n + 1), 
demonstre essa identidade por indugao 
em m. 

3.31 Suponha que um amigo seu com mente nao 
matematica, porem filosofica, afirme que a 
regra de sucessao de Laplace deve estar in- 
correta porque ela pode levar a conclusoes 
ridiculas. “Por exemplo’’ ele diz, “a regra 
diz que se um garoto tern 10 anos de ida- 


de, tendo ele vivido 10 anos, tern probabi¬ 
lidade de 11/12 de viver mais um ano. Por 
outro lado, se o garoto tem um avo com 80 
anos de idade, entao, pela regra de Laplace, 
o avo tem probabilidade de 81/82 de viver 
um ano a mais. Entretanto, isso e ridiculo. 
Claramente, o garoto tem mais chances 
de viver um ano a mais do que o seu avo’’ 
Como voce responderia ao seu amigo? 


PROBLEMAS DE AUTOTESTE E EXERCICIOS 


3.1 Em um jogo de bridge, Oeste nao tem ases. 
Qual e a probabilidade de que seu parcei- 
ro (a) nao tenha ases? (b) tenha 2 ou mais 
ases? (c) Quais seriam as probabilidades 
se Oeste tivesse exatamente 1 as? 

3.2 A probabilidade de que uma bateria de 
carro nova funcione por mais de 10.000 
km e de 0,8, de que ela funcione por mais 
de 20.000 km e de 0,4, e de que ela fun¬ 
cione por mais de 30.000 km e de 0,1. Se 
uma bateria de carro nova ainda esta fun- 
cionando apos 10.000 km, qual e a proba¬ 
bilidade de que 

(a) sua vida total exceda 20.000 km? 

(b) sua vida adicional exceda 20.000 km? 

3.3 Como podem 20 bolas, sendo 10 brancas e 
10 pretas, serem colocadas em duas urnas 
de forma a maximizar a probabilidade de 
que uma bola branca seja sorteada se uma 
das urnas for selecionada aleatoriamente e 
depois uma bola for sorteada dessa urna? 

3.4 A urna A contem duas bolas brancas e 
uma bola preta, enquanto a urna B con¬ 
tem uma bola branca e 5 bolas pretas. 
Uma bola e aleatoriamente retirada da 
urna A e colocada na urna B. Uma bola e 
entao sorteada da urna B. Essa bola tem 
cor branca. Qual e a probabilidade de a 
bola transferida ser branca? 

3.5 Uma urna tem r bolas vermelhas e w 
bolas brancas que sao sorteadas uma de 
cada vez. Seja r t o evento em que a /-esi- 
ma bola retirada e vermelha. Determine 

(a) P(R.) 

(b) P(R 5 \R 3 ) 

(c) P(R 3 \R 5 ) 

3.6 Uma urna contem b bolas pretas e r bolas 
vermelhas. Uma das bolas e sorteada, mas 


quando ela e colocada de volta na urna, c 
bolas adicionais da mesma cor sao coloca¬ 
das juntamente com ela. Agora, suponha 
que sorteemos outra bola. Mostre que a 
probabilidade de que a primeira bola te¬ 
nha cor preta, dado que a segunda bola 
sorteada seja vermelha, e bl(b + r + c). 

3.7 Um amigo escolhe 2 cartas aleatoriamen¬ 
te, sem repo-las, de um baralho comum de 
52 cartas. Em cada uma das situates se- 
guintes, determine a probabilidade condi¬ 
cional de que ambas as cartas sejam ases. 

(a) Voce pergunta ao seu amigo se uma 
das cartas e o as de espadas e seu ami¬ 
go responde afirmativamente. 

(b) Voce pergunta ao seu amigo se a pri¬ 
meira carta selecionada e um as e seu 
amigo responde afirmativamente. 

(c) Voce pergunta ao seu amigo se a se¬ 
gunda carta selecionada e um as e seu 
amigo responde afirmativamente. 

(d) Voce pergunta ao seu amigo se uma 
das cartas selecionadas e um as e seu 
amigo responde afirmativamente. 

3.8 Mostre que 

P(H\E ) P(H)P(E\H) 

P{G\E) ~ P{G) P(E\G) 

Suponha que, antes que uma nova evi- 
dencia seja observada, a hipotese H tenha 
probabilidade tres vezes maior do que a 
hipotese G de ser verdade. Se a nova evi- 
dencia e duas vezes mais provavel quando 
G e verdade do que quando H e verdade, 
qual hipotese e mais provavel apos a ob- 
serva^ao da nova evidencia? 

3.9 Voce pede ao seu vizinho para ele regar 
uma planta enquanto voce esta de ferias. 
Sem agua, a planta morrera com probabili- 
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dade 0,8; com agua, morrera com probabili¬ 
dade 0,15. Voce tern 90% de certeza de que 
seu vizinho se lembrara de regar a planta. 

(a) Qual e a probabilidade da planta es- 
tar viva quando voce voltar? 

(b) Se a planta estiver morta quando voce 
voltar, qual e a probabilidade de que 
seu vizinho tenha se esquecido de re- 
ga-la? 

3.10 Seis bolas sao sorteadas de uma urna que 
contem 8 bolas vermelhas, 10 bolas ver- 
des e 12 bolas azuis. 

(a) Qua! e a probabilidade de que pelo me- 
nos uma bola vermelha seja sorteada? 

(b) Dado que nenhuma bola vermelha 
tenha sido sorteada, qual e a proba¬ 
bilidade de que existam exatamente 2 
bolas verdes entre as 6 escolhidas? 

3.11 Uma pilha do tipo C esta em condigao de 
trabalho com probabilidade 0,7, enquanto 
uma pilha do tipo D esta em condigao de 
trabalho com probabilidade 0,4. Uma pi¬ 
lha e selecionada aleatoriamente de um 
cesto com 8 pilhas do tipo C e 6 do tipo D. 

(a) Qual e a probabilidade de a pilha fun- 
cionar? 

(b) Dado que a pilha nao funcione, qual 
e a probabilidade condicional de que 
ela seja do tipo C? 

3.12 Maria levara dois livros consigo em uma 
viagem. Suponha que a probabilidade de 
ela gostar do livro 1 seja de 0,6, a probabi¬ 
lidade de ela gostar do livro 2 seja de 0,5, 
e a probabilidade de ela gostar de ambos 
os livros seja de 0,4. Determine a probabi¬ 
lidade condicional de ela gostar do livro 2 
dado que ela nao tenha gostado do livro 1. 

3.13 Sorteiam-se bolas de uma urna que con¬ 
tem inicialmente 20 bolas vermelhas e 10 
bolas azuis. 

(a) Qual e a probabilidade de que todas 
as bolas vermelhas sejam retiradas 
antes de todas as azuis? 

Agora suponha que a urna contenha 
inicialmente 20 bolas vermelhas, 10 
bolas azuis e 8 bolas verdes. 

(b) Agora, qual e a probabilidade de que 
todas as bolas vermelhas sejam retira¬ 
das antes das bolas azuis? 

(c) Qual e a probabilidade de que as co¬ 
res se esgotem na ordem azul, verme- 
lho e verde? 


(d) Qual e a probabilidade de que o gru- 
po de bolas azuis seja o primeiro dos 
tres grupos a ser removido? 

3.14 Joga-se uma moeda que tern probabili¬ 
dade de 0,8 de dar cara. A observa o re- 
sultado - cara ou coroa - e se apressa a 
conta-lo para B . Entretanto, com proba¬ 
bilidade 0,4, A ja tera esquecido o resulta- 
do quando ele se encontrar com B. Se A 
tiver esquecido o resultado, entao, em vez 
de admitir isso para B , ele dira, com pro¬ 
babilidade 0,5, que a moeda deu cara ou 
coroa. (Se ele se lembrar, entao ele dira a 
B o resultado correto.) 

(a) Qual e a probabilidade de que B re- 
ceba a informagao de que a moeda 
tenha dado cara? 

(b) Qual e a probabilidade de que B receba 
como informagao o resultado correto? 

(c) Dado que B tenha recebido a infor¬ 
magao de que a moeda deu cara, qual 
e a probabilidade de que ela de fato 
tenha dado cara? 

3.15 Em certas especies de ratos, os de cor preta 
sao dominantes em relagao aos de cor mar¬ 
ram. Suponha que um rato preto com dois 
pais pretos tenha tido uma cria marram. 

(a) Qual e a probabilidade de que este 
rato seja um rato preto puro (em vez 
de ser um rato hibrido com um gene 
preto e outro marram)? 

(b) Suponha que, quando o rato preto 
cruzar com um rato marram, todas as 
suas 5 crias sejam pretas. Agora, qual 
e a probabilidade de que o rato preto 
seja puro? 

3.16 (a) No Problema 3.66(b), determine a 

probabilidade de que uma corrente 
flua de A para B, condicionando no 
fechamento do rele 1. 

(b) Determine a probabilidade condicio¬ 
nal de que o rele 3 esteja fechado dado 
que uma corrente flua de A para B . 

3.17 Para o sistema k de n descrito no Proble¬ 
ma 3.67, suponha que cada componente 
funcione independentemente com proba¬ 
bilidade 1/2. Determine a probabilidade 
condicional de que o componente 1 esteja 
funcionando, dado que o sistema funcio¬ 
ne, quando 

(a) k = l,rc =2; 

(b) k ~ 2,n = 3. 



Capftulo 3 • Probabilidade Condicional e Independence 149 


3.18 O Sr. Jonas bolou um sistema de apostas 
para veneer na roleta. Quando ele joga, 
ele aposta no vermelho, mas ele faz essa 
aposta somente apos as 10 rodadas an- 
teriores terem dado numeros pretos. Ele 
pensa que a sua chance de veneer e bas- 
tante elevada porque a probabilidade de 
ocorrerem 11 rodadas consecutivas dan- 
do preto e bastante pequena. O que voce 
pensa desse sistema? 

3.19 Tres jogadores jogam moedas ao mesmo 
tempo. A moeda jogada por A(B)[C ] da 
cara com probabilidades /^(/yf/y. Se 
uma pessoa obtem um resultado diferente 
dos outros dois, entao ele sai da disputa. Se 
ninguem sair, os jogadores jogam as moe¬ 
das de novo ate que alguem saia. Qual e a 
probabilidade de que A saia do jogo? 

3.20 Suponha que existam n resultados possf- 
veis para uma tentativa, com o resultado 
i sendo obtido com probabilidade i = 

n 

1,..., n, ^2 pi = 1. Se duas tentativas inde- 

i=l 

pendentes forem observadas, qual e a pro¬ 
babilidade de que o resultado da segunda 
tentativa seja maior do que o da primeira? 

3.21 Se A joga n + leB joga n moedas hones- 
tas, mostre que a probabilidade de que A 
obtenha mais caras do que B e de 1/2. 
Dica: Condicione em qual jogador tera o 
maior numero de caras apos n moedas te¬ 
rem sido jogadas (ha tres possibilidades). 

3.22 Demonstre ou de um contraexemplo para 
as tres afirmativas a seguir: 

(a) Se E e independente de F, e E e in- 
dependente de G, entao E e indepen¬ 
dente de F U G. 

(b) Se E e independente de F, E e inde¬ 
pendente de G, e FG = 0, entao E 6 
independente de F U G. 

(c) Se E e independente de F, F e inde¬ 
pendente de G e E e independente de 
FG , entao G e independente de EF. 

3.23 Suponha que A e B sejam eventos com 
probabilidades positivas. Diga se as afir¬ 
mativas a seguir sao (i) necessariamente 
verdadeiras, (ii) necessariamente falsas 
ou (iii) possivelmente verdadeiras. 

(a) Seie5 sao mutuamente exclusivos, 
entao eles sao independentes. 

(b) Se A e B sao independentes, entao 
eles sao mutuamente exclusivos. 


(c) P{A) = P(B) = 0,6, e A e B sao mu¬ 
tuamente exclusivos. 

(d) P(A) = P(B) = 0,6, eAzB sao inde¬ 
pendentes. 

3.24 Ordene as alternativas a seguir da mais 
provavel a menos provavel: 

1. Uma moeda honesta da cara. 

2. Tres tentativas independentes, cada 
uma das quais bem-sucedida com 
probabilidade 0,8, resultam em su- 
cessos. 

3. Sete tentativas independentes, cada 
uma das quais bem sucedida com pro¬ 
babilidade 0,9, resultam em sucessos. 

3.25 Duas fabricas locais, A e B, produzem 
radios. Cada radio produzido pela fa- 
brica A tern probabilidade de 0,05 de 
apresentar defeitos, enquanto cada ra¬ 
dio produzido pela fabrica B tern proba¬ 
bilidade de 0,01 de apresentar defeitos. 
Suponha que voce compre dois radios 
que tenham sido produzidos pela mes- 
ma fabrica, que tem a mesma probabi¬ 
lidade de ser a fabrica A ou a fabrica B. 
Se o primeiro radio que voce verificou 
esta com defeito, qual e a probabilidade 
condicional de que o outro tambem es- 
teja com defeito? 

3.26 Mostre que, seP(A|£) = 1, entao P(B C \A C ) 
= 1 . 

3.27 Uma urna contem inicialmente 1 bola 
vermelha e 1 bola azul. Em cada roda- 
da, uma bola e retirada aleatoriamente e 
substituida por duas outra bolas de mes¬ 
ma cor (por exemplo, se a bola vermelha 
e a primeira a ser escolhida, entao havera 
2 bolas vermelhas e 1 bola azul na urna 
quando ocorrer a proxima selegao). Mos¬ 
tre por indugao matematica que a pro¬ 
babilidade de que existam exatamente i 
bolas vermelhas na urna apos n rodadas e 
de l/(n + 1), 1 < i < n + 1. 

3.28 Um total de 2 n cartas, das quais 2 sao ases, 
deve ser dividido entre 2 jogadores, com 
cada um dos jogadores recebendo n car¬ 
tas. Cada jogador deve entao declarar, em 
sequencia, se ele recebeu algum as. Qual 
e a probabilidade condicional de que o 
segundo jogador nao tenha ases, dado 
que o primeiro jogador declare afirmati- 
vamente que tenha algum as, quando (a) 
n = 2? (b) n = 10? (c) n = 100? Para que 
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valor converge a probabilidade quando n 
tende a infinito? Por que? 

3.29 Existem n tipos diferentes de cupons de 
desconto. Cada cupom obtido e, indepen- 
dentemente dos tipos ja recolhidos, do 
tipo i com probabilidade YH=\Pi = 1- 

(a) Se n cupons sao recolhidos, qual e a 
probabilidade de que se consiga um 
de cada tipo? 

(b) Suponha agora que p 1 = p 2 =... = p n 
= 1 in. Seja E i o evento em que nao 
ha cupons de tipo i entre os n cupons 
selecionados. Aplique em P (Ua 


identidade inclusao-exclusao para a 
probabilidade da uniao dos eventos 
para demonstrar a identidade 

k =0 ^ * 

3.30 Mostre que, para quaisquer eventos E e 

E 

P(E\E Uf)> P(E\F) 

Dica: Calcule P(E\E U F) condicionando 
na ocorrencia de F. 
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4.1 VARIAVEIS ALEATORIAS 

Frequentemente, quando realizamos um experimento, estamos interessados 
principalmente em alguma fungao do resultado e nao no resultado em si. Por 
exemplo, ao jogarmos dados, estamos muitas vezes interessados na soma dos 
dois dados, e nao em seus valores individuais. Isto e, podemos estar interes¬ 
sados em saber se a soma dos dados e igual 7, mas podemos nao estar preocu- 
pados em saber se o resultado real foi (1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2) ou (6,1). 
Tambem, ao jogarmos uma moeda, podemos estar interessados no numero de 
caras que vao aparecer, e nao na sequencia de caras e coroas que teremos como 
resultado. Essas grandezas de interesse, ou, mais formalmente, essas fungoes 
reais definidas no espago amostral, sao conhecidas como variaveis aleatorias. 

Como o valor da variavel aleatoria e determinado pelo resultado do ex¬ 
perimento, podemos atribuir probabilidades aos possiveis valores da variavel 
aleatoria. 

Exemplo la 

Suponha que nosso experimento consista em jogar 3 moedas honestas, com H 
simbolizando cara e T simbolizando coroa. Se Y representar o numero de caras 
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que aparecerem, entao Y e uma variavel aleat6ria que pode ter um dos valores 
0,1,2 e 3 com respectivas probabilidades 

1 


P{Y = 0} = P{(T, T, T)} = 


8 


P{Y = 1} = P{(T, T,H), ( T,H, T), (H, T, T)} = - 


P{Y = 2} = P{(T,H, H), ( H, T,H), (H,H,T)} = 


8 


P{Y = 3} = P{(H,H,H)} = - 
Como y deve receber um dos valores de 0 a 3, devemos ter 

l = p(U{r = j}) =£>{Y = 0 

V=o / /=o 

o que, naturalmente, esta de acordo com as probabilidades anteriores. ■ 

Exemplo 1b 

Tres bolas sao selecionadas aleatoriamente e sem devolugao de uma urna con- 
tendo 20 bolas numeradas de 1 a 20. Se apostamos que pelo menos uma das 
bolas selecionadas tem um numero maior ou igual a 17, qual e a probabilidade 
de vencermos a aposta? 

Solugao Seja X o maior numero selecionado. Entao X e uma variavel aleatoria 
que pode ter qualquer um dos valores 3,4,..., 20. Alem disso, se supomos que cada 


uma das 


/ 20 \ 
V 3 / 


selegoes possiveis tem a mesma probabilidade de ocorrer, entao 

(V) 

P[X = i}= i = 3,... ,20 (1.1) 


Obtem-se a Equagao (1.1) porque o numero de selegoes que resultam no even- 
to {X = i] e tao somente o numero de selegoes que resultam na escolha da bola 

(0 


de numero i e de duas das bolas de numeros 1 a i - 1. Como ha claramente 
i — 1 


selegoes como essa, obtemos as probabilidades expressas na Equagao 


(1.1), da qual vemos que 

P{X = 20} 


20 

3 


— = 0,150 
20 
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P{X = 19} 


P{X = 18} 


P{X = 17} 



J1 - 0.134 
380 


i 53 °- 119 


- * 0,105 


Portanto, como o evento [X > 17} e a uniao dos eventos disjuntos [X = /}, i = 17, 
18,19,20, a probabilidade de vencermos a aposta e 

P{X > 17} - 0,105 + 0,119 4- 0,134 + 0,150 - 0,508 ■ 


Exemplo 1c 

Tentativas independentes que consistem em jogar uma moeda com proba¬ 
bilidade p de dar cara sao realizadas continuamente ate que de cara ou que 
um total de n jogadas tenha sido realizado. Se X representa o numero de 
vezes que a moeda e jogada, H simboliza cara e T simboliza coroa, entao X 
6 uma variavel aleatoria que pode ter qualquer valor 1,2,3,..., n com respec- 
tivas probabilidades 

P{X = l}=P{H}=p 

P [X = 2} = P{(T,H)j = (1 - p)p 


P{X = 3} = P{(T, T, H)} - (1 - pfp 


P{X = n - 1} = PUT, T,..., T,H)} = (1 - p) n ~ z p 

^ V ■ 

n—2 

P{X = n} = P{(T, T,...,T,T),(T,T,..., T,H)} = (1 - p) n ~ l 

v -v-' "-V-' 


n -1 


n -1 
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Como verificagao, note que 


P 


U* = o 


U=l 


J^P{X = i] 

i—1 


= X> 1 -pr 1 + a -p)"- 1 

i =1 


= P 


1 - (1 - p )"- 1 

1 - (1 - P) 


+ (1 - P) n ~ l 


= 1 - (1 - Pf 1 + (1 - P )" _1 
= 1 ■ 


Exemplo Id 

Tres bolas sao sorteadas de uma urna contendo 3 bolas brancas, 3 bolas verme- 
lhas e 5 bolas pretas. Suponha que ganhemos R$ 1,00 por cada bola branca sor- 
teada e percamos R$ 1,00 para cada bola vermelha sorteada. Se R representa 
nosso total de vitorias no experimento, entao X e uma variavel aleatoria que 
pode ter valores 0, ±1, ±2, ±3 com respectivas probabilidades 


P[X = 0} 


0)’0)(0(i) 

(!) 


55 

165 


P{X = 1} = P{X = -1} = 


(oaHQto 

(S) 


P{X = 2} = P{X = -2} = 


P{X = 3} = P{X = -3} = 


(Ml 

(3) 

111 JL 

OsT 165 


15 

165 


39 

165 


Essas probabilidades sao obtidas, por exemplo, notando-se que para que X 
seja igual a 0, ou todas as 3 bolas selecionadas devem ser pretas, ou 1 bola de 
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cada cor deve ser selecionada. Similarmente, o evento [X = 1} ocorre se 1 bola 
branca e 2 pretas forem selecionadas ou se 2 bolas brancas e 1 vermelha forem 
selecionadas. Como verificagao, notamos que 


^\ -r—\ 55 + 39 + 15 H- 1 H- 39 + 15 + 1 

= i) + E F l X = =-165- 

i=0 i=l 


= 1 


A probabilidade de ganharmos algum dinheiro e dada por 

3 


^ 55 1 

!><* = ‘1 = 165 = 3 

i =1 


Exemplo 1e 

Suponha que existam N tipos distintos de cupons de desconto e que, cada vez 
que alguem pegue um cupom, este tenha, independentemente das selegoes an- 
teriores, a mesma probabilidade de ser de qualquer um dos N tipos. Uma varia- 
vel aleatoria de interesse el, o numero de cupons que precisam ser recolhidos 
ate que alguem obtenha um conjunto completo de pelo menos um de cada tipo. 
Em vez de deduzir P{T = n} diretamente, comecemos considerando a probabi¬ 
lidade de T ser maior que n. Para fazer isso, fixe n e defina os eventos A v A 2 ,—, 
A n da seguinte maneira: A ] e o evento em que nenhum cupom do tipo j esta 
contido nos primeiros n cupons recolhidos,/ = 1,..., N. Com isso, 


P{T > n}=P 


(ii* 


v 


/=i 


= E m i> - EE P(A n A h) + ■■■ 

j h <h 

+ (~i) M E E E p ( A h A h • • • A k) ■ • • 

h<h<-<jk 

+ (-1) n+1 P(A\A2 ■ ■ -An) 


Agora, Aj ocorrera se cada um dos cupons recolhidos nao for do tipo /. Como 
cada um dos cupons nao sera do tipo j com probabilidade (N -1 )/N, temos, pela 
independence assumida dos tipos de cupons sucessivos, 


P(Aj) 



n 


Tambem, o evento A ]X A a ocorre se nenhum dos n primeiros cupons recolhidos 
for do tipo j t ou j 2 . Assim, novamente usando independence, vemos que 

N - 2 \" 


p( A h A n) = 


N 
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O mesmo raciocfnio leva a 

P(Aj ] Aj 2 ■ ■■Aj k ) 


(N - k\ n 


e vemos que, para n > 0, 

'N - l'" 

P[T > n] 




N 


)(W + (?)W-- 




( 1 . 2 ) 


A probabilidade de T ser igual a n pode agora ser obtida da formula anterior 
pelo uso de 

P[T> n — 1} = P{T = n} + P{T>n] 
ou, de forma equivalente, 

P{T= n) =P{T>n- 1} - P{T>n } 

Outra variavel aleatoria de interesse e o numero de cupons de tipos distintos 
contidos nas n primeiras selegoes - chame essa variavel aleatoria de D n . Para cal- 
cular P[D n = k], comecemos fixando a nossa atengao em um conjunto particular 
de k tipos distintos e determinemos a probabilidade de que esse conjunto consti- 
tua o conjunto de tipos distintos obtidos nas primeiras n selegoes. Agora, para que 
esta seja a situagao, e necessario e suficiente que, dos n primeiros cupons obtidos, 

A: cada um e um desse k tipos 

B : cada um desses k tipos e representado 

Agora, cada cupom selecionado sera um dos k tipos com probabilidade k/N, en- 
tao a probabilidade de que A seja valido e (/c/A)".Tambem, dado que um cupom 
e um dos k tipos em consideragao, e facil ver que ele tern a mesma probabilidade 
de ser de qualquer um desses k tipos. Com isso, a probabilidade condicional de 
B dado que A ocorra e igual a probabilidade de que um conjunto de n cupons, 
cada um com mesma probabilidade de ser de qualquer um dos k tipos possiveis, 
contenha um conjunto completo de todos os k tipos. Mas essa e tao somente a 
probabilidade de que o numero necessario para se acumular um conjunto com" 
pleto, quando se escolhe entre os k tipos, e menor ou igual a n. Essa probabilida¬ 
de pode ser obtida a partir da Equagao (1.2) com k no lugar de N. Assim, temos 


P(A) 


-(£) 
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Finalmente, como ha 
chegamos a 


N 

k 


escolhas possiveis para o conjunto de k tipos, 


P{D n = k] = (^ N k ) P{AB) 





(-l ) i+1 


Observagao: Como alguem deve j untar pelo menos N cupons para obter um 
conjunto completo, tem-se que P{7 > n} = 1 se n < N. Portanto, da Equagao (1.2), 
obtemos a interessante identidade combinatorial de que, para inteiros 1 < n < N, 



que pode ser escrita como 



N - i 

~N~ 


(-iy ' +1 = o 


ou, multiplicando-se por (—1 ) n N" e fazendo-se j = N - i, 



1 < n < N 


Para uma variavel aleatoria X , a fungao F definida por 
F(x) = P{X < x) — 00 < x < oo 

e chamada d tfunqao distribuiqao cumulatively ou, mais simplesmente, d efungao 
distribuigao de X. Assim, a fungao distribuigao especifica, para todos os valores 
reais de x, a probabilidade da variavel aleatoria ser menor ou igual a x. 

Agora, suponha que a ^ b. Entao, como o evento [X ^ a) esta contido no 
evento [X < b }, tem-se que F{a ), a probabilidade do primeiro, e menor ou igual 
do que F(b ), a probabilidade do segundo. Em outras palavras, F(x) e uma fun- 
gao nao decrescente de x. Outras propriedades especiais da fungao distribuigao 
sao dadas na Segao 4.10. 


4.2 VARIAVEIS ALEATORIAS DISCRETAS 

Uma variavel aleatoria que pode assumir no maximo um numero contavel de 
valores possiveis e chamada de variavel discreta. Para uma variavel discreta X, 
definimos a fungao discreta de probabilidade (ou simplesmente fungao de pro - 
babilidade) p(a) de X como 


p(a) = P{X = a) 
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A fungao discreta de probabilidade p(a) e positiva para no maximo um numero 
contavel de valores de a. Isto e, se X deve assumir um dos valores x v entao 

p(x t ) > 0 para i = 1,2,... 

p{x) = 0 para todos os demais valores de x 

Como X deve receber um dos valores x i9 temos 

oo 

x><) = 1 

/=1 

E frequentemente instrutivo apresentar a fungao de probabilidade em for- 
mato grafico desenhando p(x t ) no eixo y em fungao de x t no eixo x. Por exem- 
plo,se a fungao de probabilidade dele 

p(0) = ^ P( 1) = 1 p(2) = ^ 

podemos representar essa fungao graficamente conforme mostrado na Figu- 
ra 4.1. Da mesma forma, um grafico da fungao de probabilidade da variavel 
aleatoria que representa a soma dos resultados obtidos quando dois dados sao 
rolados e ilustrado na Figura 4.2. 


Exemplo 2a 

A fungao de probabilidade de uma variavel X e dada por p(i) = cA'/z!, i = 0,1, 
2,..., onde A e algum valor positivo. Determine (a) P{X = 0} e (b) P{X > 2}. 


Solugao Como £ p(i) = 1, temos 
/=o 




°0 

o que, como e x = implica 

*=0 A 

ce = 1 ou c — e 



Figura 4.1 
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p(x) 



0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Figura 4.2 


Com isso, 

(a) = 0) = e~ A A°/0! = e" A 

(b) P{X > 2} = 1 - P{X < 2} = 1 - P{X = 0} - P{Z = 1} 


- P{X = 2} 



A fungao distribuigao cumulativa Fpode ser expressa em termos de p(a ) 
como 

F(a) = ^2 p(x) 

todo x < a 

Se X e uma variavel aleatoria discreta cujos valores possfveis sao x v x 2 , 
onde Xj < x 2 < x 3 <..., entao a fungao distribuigao FdeX6 uma fungao degrau. 
Isto e, o valor de f e constante em intervalos *•) e entao da um passo (ou 
salto) de tamanho p(x t ) em x t . Por exemplo, se X tern uma fungao de probabi- 
lidade dada por 

P (!) = ^ P( 2) = \ P( 3) = ^ P( 4) = ^ 

entao sua fungao distribuigao cumulativa e 

0 a < 1 

i 1 < a < 2 

F(a) = ■ | 2 < a < 3 

| 3 ^ a < 4 
1 4 < a 
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m 

i _ 

7 

8 " 

3 _ 

4 


1 

4 


J_L 

1 2 


4 


Figura 4.3 

Essa fungao e descrita graficamente na Figura 4.3. 

Note que o tamanho do passo em cada um dos valores 1,2,3 e 4 e igual a 
probabilidade de que X assuma aquele valor particular. 


4.3 VALOR ESPERADO 

Um dos conceitos mais importantes na teoria da probabilidade e aquele do 
valor esperado de uma variavel aleatoria. Se X 6 uma variavel aleatoria com 
fungao de probabilidade p(x), entao a esperanga , ou o valor esperado , de X, 
representada por E[J¥], e definida por 

£[^] = XI 

Colocando em palavras, o valor esperado de X e uma media ponderada dos 
possiveis valores que X pode receber, com cada valor sendo ponderado pela 
probabilidade de que X seja igual a esse valor. Por exemplo, se a fungao de 
probabilidade deZe dada por 

P( 0) = f =p( 1) 


entao 


£m=o(i) 



1 

2 


e tao somente a media ordinaria dos dois valores possiveis, 0 e 1, que X pode 
assumir. Por outro lado, se 

p(0) = 1 P(1) = \ 


entao 


1 


2 


2 



Capitulo 4 • Variaveis Aleatorias 161 


e uma media ponderada dos dois valores possiveis, 0 e 1, onde ao valor 1 se da 
duas vezes mais peso do que ao valor 0, ja que p( 1) = 2p(0). 

Outra motivagao da definigao de esperanga e fornecida pela interpretagao 
da probabilidade por meio de frequences. Essa interpreta^ao (que e parcialmen- 
te justificada pela lei forte dos grandes numeros, a ser apresentada no Capitulo 
8), supoe que, se uma sequencia infinita de repeti^oes independentes de um ex- 
perimento e realizada, entao, para qualquer evento E , a propor^ao de vezes que 
E ocorre sera P(E). Agora, eonsidere uma variavel aleatoria que deve receber 
um dos valores x v x 2 ,...,x n com respectivas probabilidades/?(x 1 ),/?(x 2 ),...,p(x /1 ), e 
pense em X como se representasse nossas vitorias em um unico jogo de azar. Isto 
e, com probabilidade p(x i ) vamos veneer x ( unidades i = 1,2,..., n. Pela interpre- 
tagao de frequencia, se jogarmos esse jogo continuamente, entao a proporgao de 
vezes na qual ganhamos x t sera p(x-). Como isso e verdadeiro para todo /, i = 1, 
2 ,..., n , o valor medio de nossas vitorias por jogo sera 

n 

!>(*,) = E[X] 

i=l 


Exemplo 3a 

Determine E[X\, onde Xeo resultado que obtemos quando rolamos um dado 
honesto. 


Solugdo Como p( 1) = p(2) = p( 3) — p( 4) = p( 5) — p( 6) — g, obtemos 

= 1 G) +2 G) +3 (0 + 4 G) +5 G) +6 G) -1 


Exemplo 3b 

Dizemos que / e uma variavel indicadora do evento A se 


1 se A ocorre 
0 se A c ocorre 


Determine E[I]. 

Solugdo Como p( 1) = P(A),p( 0) = 1 - P(A), temos 

m = PiA) 

Isto e, o valor esperado da variavel indicadora do evento A e igual a probabili¬ 
dade de ocorrencia de A. □ 


Exemplo 3c 

Um competidor em um jogo de perguntas e respostas recebe duas questoes, 1 
e 2, as quais tentara responder na ordem que preferir. Se ele decidir tentar a 
questao i primeiro, entao ele podera passar a questao jj ^ i, somente se a sua 
resposta para a questao i estiver correta. Se a sua resposta inicial estiver incor- 
reta, ele nao podera responder a outra questao. O competidor recebera V i reais 
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se responder a questao i corretamente, i = 1,2. Por exemplo, ele ira receber V 1 
+ V 2 reais se responder a ambas as questoes corretamente. Se a probabilidade 
de que ele saiba a resposta da questao i e P ( , i — 1,2, que questao ele deveria 
tentar responder primeiro de forma a maximizar sua esperanga de vitorias? Su- 
ponha que os eventos E t , i = 1,2, em que ele conhega a resposta para a questao 
i sejam independentes. 

Solugao Por um lado, se ele tentar responder a questao 1 primeiro, ele ganhara 

0 com probabilidade 1 - Pi 

V\ com probabilidade Px(l - P 2 ) 

Vi + V 2 com probabilidade PiP 2 

Assim, sua esperanga de vitoria e, nesse caso, 

^(1 -P 2 ) + (V x + V 2 )P,P 2 

Por outro lado, se ele tentar responder a questao 2 primeiro, sua esperanga de 
vitorias sera 


V 2 P 2 (l-P x ) + {V, + V 2 )P,P 2 

Portanto, e melhor tentar responder a questao 1 primeiro se 

V 1 P 1 (1-P 2 ) ^ V 2 P 2 (l~P l ) 

ou, equivalentemente, se 

V 1 P 1 > V 2 P 2 
1 - Pi 1 - Pi 


Por exemplo, se ele esta 60% certo de responder corretamente a questao 1, 
que vale R$200, e 80% certo de responder corretamente a questao 2, que vale 
R$100, entao ele deve tentar responder a questao 2 primeiro porque 


400: 


(100) (0,8) (200) (0,6) 


0,2 


0,4 


= 300 


□ 


Exemplo 3d 

Uma turma com 120 estudantes e levada em 3 onibus para a apresentagao de 
uma orquestra sinfonica. Ha 36 estudantes em um dos onibus, 40 no outro e 44 
no terceiro onibus. Quando os onibus chegam, um dos 120 estudantes e esco- 
lhido aleatoriamente. Suponha que X represente o numero de estudantes que 
vieram no mesmo onibus do estudante escolhido e determine E\X\. 

Solugao Como o estudante escolhido aleatoriamente pode ser, com mesma 
probabilidade, qualquer um dos 120 estudantes, tem-se que 

36 _ _ 40 


44 
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-1 


A 1 


2 


p(- 1) = 0,10, p(0) = 0,25, p( 1) = 0,30, p( 2) = 0,35 
a = centro de gravidade = 0,9 


Figura 4.4 

Com isso, 

- ■ 36 (h) + 40 0) + 44 (s) -3T - 40 ' 2667 

Entretanto, o numero medio de estudantes em um onibus e 120/3 = 40, o que 
mostra que o numero esperado de estudantes no onibus de onde foi escolhido 
aleatoriamente um estudante e maior do que o numero medio de estudantes 
em um onibus. Este e um fenomeno geral, que ocorre porque, quanto mais es¬ 
tudantes houver dentro de um onibus, mais provavel e que um estudante esco¬ 
lhido aleatoriamente esteja naquele onibus. Como resultado, onibus com mui- 
tos estudantes recebem um peso maior do que aqueles com menos estudantes 
(veja Problema de Autoteste 4.4). ■ 

Observagao: O conceito de esperanga na probabilidade e analogo ao con- 
ceito fisico de centro de gravidade de uma distribuigao de massas. Considere 
uma variavel aleatoria discreta X com fungao de probabilidade p(x ,.), i > 1. Se 
agora imaginamos uma haste sem peso na qual pesos com massa p(x i ), i > 1, 
estejam localizados nos pontos x t , i >: 1 (veja Figura 4.4), entao o ponto no qual 
a haste estaria em equilfbrio e conhecido como centro de gravidade. Para os 
leitores familiarizados com estatistica elementar, agora e simples mostrar que 
este ponto esta em £[X].* ■ 


4.4 ESPERANgA DE UMA FUNgAO DE UMA VARIAVEL ALEATORIA 

Suponha que conhegamos uma variavel aleatoria discreta e sua fungao de pro¬ 
babilidade e que queiramos calcular o valor esperado de alguma fungao de X, 
digamos, g(X). Como podemos fazer isso? Uma maneira e a seguinte: como 
g(X) 6 ela mesmo uma variavel aleatoria discreta, ela tern uma fungao de pro¬ 
babilidade, que pode ser determinada a partir da fungao de probabilidade de 
X. Uma vez que tenhamos determinado a fungao de probabilidade de 
podemos calcular £[g(x)] usando a definigao de valor esperado. 


* Para provar isso, devemos mostrar que a soma dos torques tendendo a fazer a haste gi- 
rar em torno de E[X\ e igual a 0. Isto e, devemos mostrar que 0 = J2( x i ~ E[X])p(xi), 
o que 6 imediato. i 
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Exemplo 4a 

Seja X uma variavel aleatoria que pode receber os valores -1,0 e 1 com respec- 
tivas probabilidades 

P{X = -1} = 0,2 P{X = 0} = 0,5 P{X = 1} = 0,3 
Calcule E[X 2 ]. 

Solugao Seja Y = X 2 . Entao a funcao de probabilidade de Y e dada por 

P[Y = 1} = P{X = -1) + P{X = 1} = 0,5 
P{Y = 0} = P{Z = 0} = 0,5 


Logo, 

E[X 2 ] = E[Y] = 1(0,5) + 0(0,5) = 0,5 

Observe que 

0,5 = E[X 2 ] * (E[X]f = 0,01 ■ 

Embora o procedimento anterior sempre nos permita calcular o valor espe- 
rado de qualquer fungao de X a partir do conhecimento da fungao de probabili¬ 
dade de X , ha uma outra maneira de raciocinar sobre E[g(X)]: ja que g(X) sera 
igual a g(x) sempre que X for igual a x, parece razoavel que E[g(X)\ deva ser 
uma media ponderada dos valores g(x), com g(x) sendo ponderado pela proba¬ 
bilidade de que X seja igual a x. Isto e, o resultado a seguir e bastante intuitivo: 

Proposigao 4.1 

Se Xe uma variavel aleatoria discreta que pode receber os valores x., i > 1, com 
respectivas probabilidades p(x ; ), entao, para qualquer fungao real g, 

E\g(X)] = J^Sixdpixi) 

i 

Antes de demonstrar essa proposigao, vamos verificar se ela esta de acordo 
com os resultados do Exemplo 4a. Aplicando-a naquele exemplo, temos 

E[X 2 ) = (—1) 2 (0,2) + 0 2 (0,5) + 1 2 (0,3) 

= 1(0,2 + 0,3) + 0(0,5) 

= 0,5 

o que esta de acordo com o resultado dado no Exemplo 4a. 

Demonstragao da Proposigao 4.1: A demonstragao da Proposigao 4.1 prosse- 
gue, assim como na verificagao anterior, com o agrupamento de todos os termos 

em J]g(x;)p(x;) CO m o mesmo valor de g(x,). Especificamente, suponha que y.. 
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j > 1 , represente os diferentes valores de i ^ 1 . Entao, o agrupamento de 
todos os g(x ; ) com valores iguais resulta em 

^2g(Xi)p(Xi) = ^ ^ g(Xi)p(Xi) 

i j i:g(Xi)=yj 

= E E we**-) 

i ig(.*i)=yj 

= T,yj E ^ (Xi) 

j i-g(xi)=yj 

= Y J y i P{g{X)=y j } 
j 

= E[g(X )] □ 


Exemplo 4b 

Um produto que e vendido sazonalmente resulta em um ganho liquido de b 
reais para cada unidade vendida e em uma perda liquida de € reais para cada 
unidade que nao tenha sido vendida no final da temporada. O numero de uni- 
dades do produto pedido em uma loja de departamentos especffica durante 
qualquer estagao do ano e uma variavel aleatoria que tem fungao de proba- 
bilidade p(i), i > 0. Se a loja deve estocar esse produto com antecedencia, 
determine o numero de unidades que a loja deveria estocar para maximizar 
seu lucro esperado. 

Solugao Seja X o numero de unidades pedidas. Se s unidades sao estocadas, 
entao o lucro - chame-o de P(s) - pode ser representado como 

P(s) = bX-(s-X)€ s el<5 

— sb se X > s 

Assim, o lucro esperado e igual a 

s oo 

£[P(s)] = Y\bi - (s - i)l]p(i) + Y sb P<f ) 

/=0 i=s +1 

s s 

+ l) Y, ip(i) - s£ Y.P(*) + sb 

i =0 *=0 

s s 

= {b + V) Y2, *P (0 ~ (b + £)s T,p(i) + sb 

i —0 i=0 

s 

= sb + {b + l) Y.{i — s)p(i) 
i =o 


1 - YIp® 

i=0 
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Para determinar o valor otimo de s , investiguemos o que acontece com o lucro 
quando aumentamos s em 1 unidade. Por substituigao, vemos que o lucro espe- 
rado e neste caso dado por 

s +1 

E[P(s + 1)] = b(s + 1) + (b + t) Yxi - s - 1 )p(i) 

i—0 

s 

= b(s + 1) + (b + l) Yji - s - 1 )p(i) 

i =0 

Portanto, 

s 

E[P(s + 1)] - £[P(s)] = b - (b + t) 0 

;=0 


Assim, estocar 5 + 1 unidades sera melhor que estocar s unidades sempre que 




i =0 


b + i 


(4.1) 


Como o lado esquerdo da Equa^ao (4.1) aumenta com 5 enquanto o lado di- 
reito e constante, a desigualdade sera satisfeita para todos os vaiores de s < 5 *, 
onde 5* e o maior valor de s satisfazendo a Equa^ao (5.1). Como 

E[P( 0)] < < E[P(s*)] < E[P(s* + 1)] > £[/V + 2)] > • • • 


tem-se que estocar 5* + 1 itens levara ao lucro maximo esperado. O 


Exemplo 4c Utilidade 

Suponha que voce deva escolher uma dentre duas agoes possfveis, cada uma de- 
las podendo levar a qualquer uma de n consequencias, representadas por Q,..., 
C n . Suponha que, se a primeira a$ao for escolhida, entao tenhamos a conse- 
quencia C- com probabilidade p., i = 1,..., n . Por outro lado, se a segunda agao 
for escolhida, teremos a consequencia C t com probabilidade q i = 1,..., n , onde 

n n 

J^Pi = Qi = 1* A abordagem a seguir pode ser usada para determinar qual 

;=1 i=l 

agao devemos escolher: comece atribuindo vaiores numericos para as diferentes 
consequencias da seguinte maneira: primeiro, identifique as consequencias mais 
e menos desejadas - chame-as de C e c, respectivamente; de a consequencia c o 
valor 0 e a consequencia C o valor 1. Agora, considere qualquer uma das demais 
n-2 consequencias, digamos, C r Para dar um valor a essa consequencia, imagi¬ 
ne que voce tenha a opgao de receber C i ou de participar de um experimento 
aleatorio que lhe da a consequencia C com probabilidade u ou a consequencia c 
com probabilidade 1 - u. Claramente, sua escolha dependera do valor de u. Por 
outro lado, se u = 1, entao o experimento certamente resultara na consequencia 
C, e como Cea consequencia mais desejavel, voce preferira participar do expe¬ 
rimento a receber C f . Por outro lado, se u = 0, entao o experimento ira resultar 
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na consequencia menos desejavel - isto e, c - entao neste caso voce preferira a 
consequencia C i a participar do experimento. Agora, como u decresce de 1 a 0, 
parece razoavel que sua escolha, em algum ponto, mude de participar do expe¬ 
rimento para obter C, em retorno, e que neste ponto critico de transi£ao voce 
fique indiferente entre as duas alternativas. Tome a probabilidade de indiferen^a 
u como o valor da consequencia C r Em outras palavras, o valor de C i e a proba¬ 
bilidade u de que lhe seja indiferente receber a consequencia C i ou participar de 
um experimento que retorne a consequencia C com probabilidade u ou a conse¬ 
quencia c com probabilidade 1 - u. Chamamos esta probabilidade de indiferenga 
de utilidade da consequencia C i e a designamos «(C,). 

Para determinar qual das aqdes e superior, precisamos avaliar cada uma delas. 
Considere a primeira agao, que resulta na consequencia C i com probabilidade 
p 0 i = 1,..., n . Podemos pensar no resultado desta agao como sendo determi- 
nado por um experimento em duas etapas. Na primeira etapa, um dos valores 
1,..., n 6 escolhido de acordo com as probabilidades p v ...,p n ; se o valor i for 
escolhido, voce recebe a consequencia C t . Entretanto, como C, e equivalente a 
obter a consequencia C com probabilidade u(C ' ) ou a consequencia c com pro¬ 
babilidade 1 - u(C i ), tem-se que o resultado do experimento de duas etapas e 
equivalente a um experimento no qual se obtem as consequencias C ou c, com 
C sendo obtido com probabilidade 

n 

^2piU(Ci) 

1=1 

Da mesma maneira, o resultado de escolher a segunda a^ao e equivalente a 
participar de um experimento no qual se obtem as consequencias C ou c, com 
C sendo obtido com probabilidade 

n 

qiu(Q) 
i= 1 

Como C e preferivel a c, segue-se que a primeira agao e preferfvel a segunda 
a^ao se 

n n 

2>«(C,-) > ] PqMQ ) 

i=l i=l 

Em outras palavras, o beneficio de uma a 9 ao pode ser medido pelo valor espe- 
rado da utilidade de sua consequencia, e a a$ao com a maior utilidade esperada 
e a mais preferivel. ■ 

Uma consequencia logica simples da Proposi^ao 4.1 e o Corolario 4.1. 

Corolario 4.1 Seaeb sao constantes, entao 

E[aX + b] = aE[X] + b 
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Demonstragao 

E[aX + b] = ^ (ax + b)p(x) 

x\p{ jc)>0 

=« E xp{x) + b E pW 

x:p(x)> 0 x:p(x)>0 

- aE[X] + b n 

O valor esperado de uma variavel aleatoria X , E[X], tambem e chamado 
de media ou primeiro momento de X. A grandeza E [X*], n> 1, e chamada de 
rc-esimo momento de X. Pela Proposigao 4.1, observamos que 

E[X n ]= J2 xn P {x) 

x:p(x)> 0 


4.5 VARIANCIA 

Dada uma variavel aleatoria X e sua fun 9 ao distribui^ao F, seria extremamente 
util se pudessemos resumir as propriedades essenciais de F em certas medidas 
convenientemente definidas. Uma dessas medidas seria E[X], o valor esperado 
de X. Entretanto, embora E[X] fornega a media ponderada dos valores possi- 
veis de X, ela nao nos diz nada sobre a variaqao, ou dispersao, desses valores. 
Por exemplo, embora as variaveis aleatorias W,Ye Z com fun^oes discretas de 
probabilidade determinadas por 

W = 0 com probabilidade 1 

—1 com probabilidade \ 

+1 com probabilidade \ 

-100 com probabilidade \ 

+100 com probabilidade \ 

tenham todas a mesma esperan 9 a - que e igual a 0 - existe uma dispersao muito 
maior nos valores possiveis de Y do que naqueles de W (que e uma constante) 
e nos valores possiveis de Z do que naqueles de Y. 

Como esperamos que X assuma valores em torno de sua media F[X], parece 
razoavel que uma maneira de medir a possivel variagao de X seja ver, em me¬ 
dia, quao distante X estaria de sua media. Uma possivel maneira de se medir 
essa variagao seria considerar a grandeza F[|X- /x|], onde /x = E[X\. Entretan¬ 
to, a manipulagao dessa grandeza seria matematicamente inconveniente. Por 
esse motivo, uma grandeza mais tratavel e usualmente considerada - esta e a 
esperanga do quadrado da diferenga entre X e sua media. Temos assim a defi- 
nigao a seguir. 


y = 

z = 
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Definite 

Se X e uma variavel aleatoria com media jl l, entao a variancia de X , repre- 
sentada por Var(X), e definida como 

Var(Z) = £[(Z-^) 2 ] 


Uma formula alternativa para Var(Jf) e deduzida a seguir: 

Var(X) = E[(X - n) 2 ] 

= - ix) 2 p(x) 

X 

— ^(jc 2 — 2fix H- fi 2 )p(x) 

X 

= ^2x 2 p(x) - 2mX>(*) + M 2 Y-jP ix) 

X XX 

= £[^f 2 ] - 2^ 2 + fx 2 
= E[X 2 ) - n 2 

Isto e, 

Var(X) = E[X 2 ] - (E[X]) 2 

Colocando em palavras, a variancia de X e igual ao valor esperado de X 2 menos 
o quadrado de seu valor esperado. Na pratica, esta formula frequentemente 
oferece a maneira mais facil de calcular Var(A"). 

Exemplo 5a 

Calcule Var(X) se X representa o resultado de um dado honesto. 

Soluqao Foi mostrado no Exemplo 3a que E[X ] = Tambem, 



Uma identidade util e que, para quaisquer constantes a cb, 

Var (aX + b) = a 2 V ar(Z) 
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Para provar essa igualdade, considere p = E[X\,t observe do Corolario 4.1 que 
E[aX 4- b] = ap + b. Portanto, 

Var (aX + b) = E[(aX + b - a/i - b ) 2 ] 

= E[a 2 {X - (i) 2 } 

= a 2 E[(X - n) 2 ] 

= a 2 Var(X) 

Observances: (a) Assim como a media e analoga ao centro de gravidade 
de uma distribuigao de massas, a variancia representa, na terminologia da me- 
canica, o momento de inercia. 

(b) A raiz quadrada de Var(X) e chamada de desvio padrdo de X , represen- 
tado por SD(A), que e uma abreviatura do ingles standard deviation. Isto e, 

SD(X) = yVar(Z) 

Variaveis aleatorias discretas sao frequentemente classificadas de acordo 
com suas fun^oes de probabilidade. Nas proximas senoes, consideramos alguns 
dos tipos mais comuns. 


4.6 AS VARIAVEIS ALEATORIAS BINOMIAL E DE BERNOULLI 


Suponha que um experimento ou tentativa cujo resultado possa ser classificado 
como um sucesso ou um fracasso seja realizado. Se X = 1 quando o resultado e 
um sucesso el=0 quando e um fracasso, entao a fungao de probabilidade de 
X e dada por 

P( 0) = P{X = 0} = 1 - p 

P a) = p{x = i}= P 


onde p, 0 < p < 1, e a probabilidade de que a tentativa seja um sucesso. 

Uma variavel aleatoria X e chamada de variavel aleatoria de Bernoulli (em 
homenagem ao matematico suigo James Bernoulli) se sua fungao de probabili¬ 
dade for dada pelas Equates (6.1) para algum p E (0,1). 

Suponha agora que n tentativas independentes, cada uma das quais com 
probabilidade de sucesso p e probabilidade de fracasso 1 - /?, sejam realizadas. 
Se X representa o numero de sucessos que ocorrem nas n tentativas, entao diz- 
se que X e uma variavel aleatoria binomial com parametros («,/?). Assim, uma 
variavel aleatoria de Bernoulli e tao somente uma variavel aleatoria binomial 
com parametros (1,/?). 

A fun^ao de probabilidade de uma variavel aleatoria binomial com para¬ 
metros ( n,p ) e dada por 


pii) = 


n 

i 


p\ 1 - P) n ~ l 


i = 0,1,... ,n 


( 6 . 2 ) 
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A validade da Equagao (6.2) pode ser verificada primeiro notando-se que a 
probabilidade de qualquer sequencia particular de n resultados contendo i su- 
cessos c n — i fracassos e, pela independence que se supoe para as tentativas, 

p\ 1 -p) AI_/ .Tem-se entao como resultado a Equagao (6.2), ja que ha ^ ^ dife- 

rentes sequences de n resultados levando a i sucessos zn-i fracassos. Isso tal- 

vez possa ser visto mais facilmente notando-se que ha ^ n . ^ diferentes escolhas 

de i tentativas que resultam em sucessos. Por exemplo, se n = 4, i = 2, entao 

ha ( 2 ) = 6 mane i ras pelas quais as quatro tentativas podem resultar em dois 

sucessos, isto e, qualquer um dos resultados (s,5,/,/), (5,/, s,f), (s,/,/, s), (/, 5, s, 
/), (/, s,/, s) e (/,/, 5, s), onde o resultado (s, sj,f) significa, por exemplo, que as 
primeiras duas tentativas sao sucessos e as duas ultimas, fracassos. Como cada 
um desses resultados tern probabilidade p 2 ( 1 -p) 2 de ocorrer, a probabilidade 

desejada de dois sucessos nas quatro tentativas e ^ ^ ^p 2 (l ~P) 2 - 

Note que, pelo teorema binomial, a soma das probabilidades e igual a 1; 
isto e, 

00 n 

= E ( ni ) pi( - 1 ~ p ^ n ~ l = [p + (! - p)T = 1 

i=0 i=0 


Exemplo 6a 

Cinco moedas honestas sao jogadas. Se os resultados sao por hipotese indepen- 
dentes, determine a fungao de probabilidade do numero de caras obtido. 

Solugao Sele igual ao numero de caras (sucessos) que aparecem, entao X 
e uma variavel aleatoria binomial, com parametros (n = 5,p = 1/2). Portanto, 
pela Equagao (6.2), 

0 / lV _ jl 

a ) ~ 32 
a\ 4 _ 5 

,2j ~32 

a \ 3 _ 10 
a) ~ 32 
a\ 2 _ 10 

a) ~ 32 

2 V- 5 

a) -32 

iV- — 

,2/ “32 ■ 


P{X = 0} = 

(0) (2) 

P{X = 1} = 

(OG) 

P{X = 2} = 

(0 G) 

P{X = 3} = 

( 3 ) G) 

P{X = 4} = 

( 4 ) G) 

P{X = 5} = 

(5) (2) 
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Exemplo 6b 

Sabe-se que os parafusos produzidos por certa empresa tern probabilidade de 
0,01 de apresentar defeitos, independentemente uns dos outros. A empresa 
vende os parafusos em pacotes com 10 e oferece uma garantia de devolugao 
de dinheiro se mais de 1 parafuso em 10 apresentar defeito. Que proporgao de 
pacotes vendidos a empresa deve trocar? 

Solugao Se^eo numero de parafusos defeituosos em um pacote, entao X e 
uma variavel aleatoria binomial com parametros (10,0,01). Portanto, a proba¬ 
bilidade de que um pacote deva ser trocado e de 

1 - P[X = 0} -P[X = 1} = 1 - ^ ^ ) (0,01)°(0,99) 10 - (^ \ 0 ) (0,01) 1 (0,99) 9 
* 0,004 

Assim, apenas 0,4% dos pacotes devem ser trocados. □ 


Exemplo 6c 

O jogo de azar descrito a seguir, conhecido como roda da fortuna, e bastante popu¬ 
lar em muitos parques de diversoes e cassinos. Um jogador aposta em um numero 
de 1 a 6. Tres dados sao entao langados, e se o numero apostado sair i vezes, i— 1, 
2 ,3, entao o jogador ganha i unidades; se o numero apostado nao sair em nenhum 
dos dados, entao o jogador perde 1 unidade. Este jogo e justo para o jogador? (Na 
realidade, o jogo e jogado girando-se uma roleta que cai em um numero de 1 a 6, 
mas essa variante e matematicamente equivalente a versao dos dados.) 


Solugao Se consideramos que os dados sao justos e que agem independente¬ 
mente uns dos outros, entao o numero de vezes que o numero apostado apa- 

rece e uma variavel aleatoria binomial com parametros ^3, Portanto, se X 
representa o numero de vitorias do jogador neste jogo, temos 


P{X=- 1} = 
P{X = 1} = 
P{X = 2} = 
P{X = 3} = 


125 

216 

75 

216 

15 

216 

1 

216 


Para determinar se este jogo e justo ou nao para o jogador, vamos calcular 
E[X]. Das probabilidades anteriores, obtemos 


E[X] = 


-125 + 75 + 30 + 3 


-17 


216 


216 
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Com isso, a longo prazo, o jogador perdera 17 unidades a cada 216 jogos que 
jogar. □ 

No proximo exemplo, consideramos a forma mais simples da teoria da he- 
ran^a desenvolvida por Gregor Mendel (1822-1884). 

Exemplo 6d 

Suponha que um determinado tra$o (como a cor do olho ou a habilidade com 
a mao esquerda) de uma pessoa seja classificada com base em um par de ge¬ 
nes, e suponha tambem que d represente um gene dominante e r um gene 
recessivo. Assim, uma pessoa com dd genes e puramente dominante, uma com 
rr e puramente recessiva e uma com rd e hfbrida. Os individuos puramente 
dominantes e os individuos hfbridos tern a mesma aparencia. Filhos recebem 
1 gene de cada pai. Se, com respeito a um trago em particular, 2 pais hfbridos 
tern um total de 4 filhos, qual e a probabilidade de que 3 dos 4 filhos tenham a 
aparencia do gene dominante? 

Soluqao Se consideramos a hipotese de que cada filhos tem a mesma pro¬ 
babilidade de herdar um dos 2 genes de cada pai, as probabilidades de que os 
filhos de 2 pais hfbridos tenham dd, rr e rd pares de genes sao, respectivamente, 
de | e Com isso, como um filho tera a aparencia externa do gene dominante 
se seu par de genes for dd ou rd, tem-se que o numero de filhos com essas ca- 
racterfsticas e distribufdo binomialmente com parametros ^4, ~\ Assim, a pro¬ 
babilidade desejada e 



Exemplo 6e 

Considere um julgamento em que sao necessarios 8 dos 12 jurados para que 
o reu seja condenado; isto e, para que o reu seja condenado, pelo menos 8 dos 
12 jurados devem votar em sua culpa. Se supomos que os jurados ajam inde- 
pendentemente e que, sendo o reu culpado ou nao, cada um tome a decisao 
correta com probabilidade 0, qual e a probabilidade de que o juri acerte em 
sua decisao? 


Soluqao O problema, conforme enunciado, nao tem soluqao, pois ainda nao 
ha informa$oes suficientes. Por exemplo, se o reu e inocente, a probabilidade de 
os jurados tomarem a decisao correta e 



Por outro lado, se ele for culpado, a probabilidade de uma decisao correta e 




174 Probabilidade: Um Curso Moderno com Aplicagoes 


Portanto, se a representa a probabilidade de o reu ser culpado, entao, condicio- 
nando no fato de ele ser culpado ou nao, obtemos a probabilidade de que o juri 
tome uma decisao correta: 

12 12 
“E( ° i{X - d)12 ~‘ + ^ - a) E(?) &i d - d ^ 2 ~‘ 

i =s v ' i=5 v J m 

Exemplo 6f 

Um sistema de comunicagao e formado por n componentes, cada um dos 
quais ira, independentemente, funcionar com probabilidade p. O sistema to¬ 
tal funciona de forma efetiva se pelo menos metade de seus componentes 
tambem funcionar. 

(a) Para que valores de p um sistema com 5 componentes tern maior probabi¬ 
lidade de funcionar corretamente do que um valor de 3 componentes? 

(b) Em geral, quando um sistema de (2k + 1) componentes e melhor do que 
um sistema com (2k - 1) componentes? 

Solugdo (a) Como o numero de componentes em funcionamento e uma 
variavel aleatoria binomial com parametros (n 7 p), tem-se que 
a probabilidade de que um sistema de 5 componentes seja efe- 
tivo e 

1 -pf + (iQ/d -P) +P 5 

enquanto a probabilidade correspondente para um sistema de 3 
componentes e 

(2 )^ 2 d - p) + p 3 

Portanto, o sistema de 5 componentes e melhor se 

10p 3 (l -pf + 5p\l-p) +p s > 3p\l-p) + P 3 
que se reduz para 

3(p - l) 2 (2p - 1) > 0 



(b) Em geral, um sistema com 2k + 1 componentes sera melhor do 
que um com 2k - 1 componentes se (e somente se) p > \ Para 
demonstrar isso, considere um sistema com 2k + 1 componentes 
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e suponha que X represente o numero dos primeiros 2k-1 com- 
ponentes que funcionam. Entao, 

P 2A+1 (efetivos) = P{X > k + 1} + P[X = fc}(l - (1 -pf) 

+ P{X=k- 1 }p 2 

o que procede porque um sistema com (2k 4- 1) componentes 
sera efetivo se 

(i) X>k + 1; 

(ii) X = k e pelo menos um dos 2 componentes restantes fun- 
cionar; ou 

(iii) X = k- leos2 proximos componentes funcionarem. 

Ja que 

^-l(efetivos) = P{X > k] 

= P{X = k] + P{X > k + 1} 


obtemos 

E 2 fc+i (efetivos) - P 2 A:-i(efetivos) 

= = k - l}p 2 - (1 - p) 2 P{X = k] 

= ( 2 k-i) p k ~ l v - P)V - (1 - pf ( 2k p 1 ) pH 1 - P )"- 1 

= ( 2 V 1 )^ (1 - (1 -p)]j^ue( 2 / f_" 1 1 ) = ( 2fc -^ 

„ 1 
> 0 <=> p > - 
y 2 


4.6,1 Propriedades das variaveis aleatorias binomiais 

Vamos agora examinar as propriedades de uma variavel aleatoria binomial 
com parametros n e p. Para comegar, vamos calcular o seu valor esperado e sua 
variancia. Entao, 

£[**] = £W"V 

i=0 ' ' 

/=! ' ' 


Usando a identidade 


O-C-i) 
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temos 


E[X k ] = npY j i k - l ( n . -p) n 
1=1 ' ' 

= + l)* -1 (” 7 1 )^1 “ P 

y '=0 \ J / 

= npE[(Y + I)*” 1 ] 


fazendo-se 
7 = « - 1 


onde y e uma variavel aleatoria binomial com parametros n - l,p. Fazendo k = 
1 na equagao anterior, temos 


£[Z] - np 


Isto e, o numero esperado de sucessos que ocorrem em n tentativas indepen- 
dentes, quando cada uma dessas tentativas tern probabilidade de sucesso p , e 
igual a np. Fazendo k — 2 na equagao anterior e usando a formula precedente 
para o valor esperado de uma variavel aleatoria binomial, temos 

E[X 2 ] = npE[Y + 1] 

= np[(n - 1 )p + 1] 


Como E[X] = np , obtemos 

Var(Z) = E[X 2 ) - (E[X\) 2 

= np[(n - 1 )p + 1] - {np) 2 
= np{ 1 - p) 

Em resumo, mostramos o seguinte: 

SeZe uma variavel aleatoria binomial com parametros n e p, entao 

E[X] = np 
Var(Zf) = np(l — p) 

A proposigao a seguir detalha como a fungao de probabilidade binomial 
primeiro cresce e depois decresce. 

Proposigao 6.1 SeZe uma variavel aleatoria binomial com parametros (n,p), 
onde 0 < p < 1, entao a medida que k varia de 0 a n, P{X = k) primeiro cresce 
monotonicamente e depois decresce monotonicamente, atingindo seu maior 
valor quando k e o maior inteiro menor ou igual a (n 4- l)p. 



Capftulo 4 * Variaveis Aleatorias 177 


Demonstragtio Demonstramos a proposigao considerando P{X = k}l 
P[X = k - 1} e determinando para que valores de k essa expressao e 
maior ou menor que 1. Entao, 


P{X = k} 
P{X = k - 1} 




(n - /c) !/c! 


/(I _ p f-k 


n\ 


(n - k + 1)!(£ - 1)! 
(n - k + 1 )p 


p k ~ l ( 1 - p)"- fe+1 


fc(l - P) 


Portanto, P{X = k} > P[X - k- 1} se e somente se 
(n-k + \)p > k( 1 - p) 
ou, equivalentemente, se e somente se 

k < (n + l)p 

e a proposigao esta demonstrada. □ 

Como uma ilustragao da Proposigao 6.1, considere a Figura 4.5, que corres¬ 
ponds ao grafico da fungao de probabilidade de uma variavel aleatoria bino¬ 
mial com parametros (10, \). 


1024 x p(k) 



Figura 4.5 Grafico de p(k) = (\°) (l) 10 . 
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Exemplo 6g 

Em uma eleigao presidencial nos EUA, o candidato que ganha o maior numero 
de votos em um estado e premiado com o numero total de votos do colegio 
eleitoral daquele estado. O numero de votos do colegio eleitoral de um deter- 
minado estado e proporcional a populagao daquele estado - isto e, um estado 
com populagao n tern aproximadamente nc votos no colegio eleitoral (na rea¬ 
lidade, esse numero e mais proximo de nc + 2, ja que cada estado tern direito 
a um voto para cada um de seus membros na Casa dos Representantes, com o 
numero desses representantes sendo aproximadamente proporcional a popula¬ 
gao do estado, e um voto no colegio eleitoral para cada um de seus senadores). 
Vamos determinar o poder medio de um cidadao americano em um estado de 
tamanho n na proximidade de uma eleigao presidencial, onde, por poder medio 
na proximidade de uma eleigao , queremos dizer que um eleitor em um estado 
de tamanho n = 2k + 1 sera decisivo se os outros rt- 1 eleitores dividirem seus 
votos igualmente entre os dois candidatos (supomos aqui que n seja impar, mas 
o caso em que n e par e bastante similar). Como a eleigao esta proxima, vamos 
supor que cada um dos outros n -1 —2k eleitores aja independentemente, e que 
possa, com mesma probabilidade, votar em qualquer um dos candidatos. Com 
isso, a probabilidade de que um eleitor em um estado de tamanho n = 2k + 1 
faga a diferenga no resultado e igual a probabilidade de que 2k jogadas de uma 
moeda honesta resultem em cara e coroa um mesmo numero de vezes. Isto e, 

Pjeleitor em um estado de tamanho 2k 4- 1 faga a diferenga} 



(2 k)\ 


k\k\2 2k 

Para aproximar a igualdade anterior, utilizamos a aproximagao de Stirling, que 
diz que, para k grande, 

k\ ~ k k+l / 2 e~ k V27T 


onde dizemos que a k - b k quando a razao a k lb k tende ala medida que k tende 
a oo. Com isso, tem-se que 

P{eleitor em um estado de tamanho 2k + 1 fa^a a diferenga) 

(2k) 2k+ V 2 e' 2k V2n 1 

~ k 2fc + 1 e (2tt ) 2 2k ” 4kn 

Como tal eleitor (se ele ou ela fizerem a diferenga) afetara nc votos do colegio 
eleitoral, o numero esperado de votos que um eleitor em um estado de tama¬ 
nho n podera afetar - ou o poder medio do eleitor - e dado por 

poder medio = ncP{fazer a diferenga} 
nc 

- - — 

y/nTi/2 

- Cy/2n/7r 
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Assim, o poder medio de um eleitor em um estado de tamanho n e proporcio- 
nal a raiz quadrada de n , o que mostra que, em eleigoes presidenciais, eieitores 
em estados maiores tern maior poder do que aqueles em estados menores. ■ 


4.6.2 Calculando a fungao distribuigao binomial 

Suponha que X seja binomial com parametros (n,p). A chave para calcular a 
sua fungao distribuigao 

P{X <i} = j2( n k )p k ( 1 -P) n ~ k i = 0,l,...,n 

k= 0 ' ' 


e utilizar a seguinte relagao entre P{X — k + 1} e P[X = k), que foi estabelecida 
na demonstragao da Proposigao 6.1: 


P{X = k + 1} = P ? j P{X = k) 
1 — p k -f 1 


(6.3) 


Exemplo 6h 

Seja X uma variavel aleatoria binomial com parametros n = 6,p = 0,4. Entao, 
come^ando com P{X = 0} = (0,6) 6 e empregando recursivamente a Equa<jao 
(6.3), obtemos 

P{X = 0} = (0,6) 6 « 0,0467 

P{X = 1} = %%P{X = 0} » 0,1866 
6 1 

P{X = 2} = ~P{X = 1} » 0,3110 
6 2 

P{X = 3} = \%P{X = 2} « 0,2765 
6 3 

P{X = 4) = = 3) «* 0,1382 

6 4 

P{X = 5} = = 4} rs 0,0369 

6 5 

P{X = 6} = ~P{X = 5} » 0,0041 

6 6 ■ 

Pode-se escrever facilmente um programa de computador utilizando a 
formula recursiva (6.3) para calcular a fungao distribuigao de probabilidade 
binomial. Para calcular P{X < /}, o programa deve primeiro calcular P{X = 
/} e entao usar a formula recursiva para calcular sucessivamente P[X = i- 1}, 
P{X = i — 2}, e assim por diante. 
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Nota historica 

Tentativas independentes com uma mesma probabilidade de sucesso p fo- 
ram estudadas pela primeira vez pelo matematico suigo Jacques Bernoulli 
(1654-1705). Em seu livro Ars Conjectandi (A Arte da Conjectura ), publi- 
cado por seu sobrinho Nicholas oito anos depois de sua morte em 1713, 
Bernoulli mostrou que se o numero de tais tentativas fosse grande, entao 
a proporgao de tentativas bem-sucedidas se aproximaria de p com uma 
probabilidade proxima de 1. 

Jacques Bernoulli foi da primeira geragao da mais famosa famflia de 
matematicos de todos os tempos. Juntos, existiram entre 8 e 12 Bernoullis, 
espalhados em tres geragoes, que fizeram contributes fundamentais para 
a probabilidade, a estatistica e a matematica. A dificuldade em determinar- 
se o numero exato de Bernoullis que existiram esta no fato de que varios 
deles tiveram nomes iguais (por exemplo, dois dos filhos do irmao de Jac¬ 
ques, Jean, ganharam os nomes de Jacques e Jean). Outra dificuldade e que 
varios dos Bernoullis eram conhecidos por nomes diferentes em diferentes 
lugares. Nosso Jacques (as vezes escrito como Jaques) era, por exemplo, 
conhecido como Jakob (as vezes escrito como Jacob) e como James Ber¬ 
noulli. Mas o numero de Bernoullis nao importa. Sua influencia e os re- 
sultados que obtiveram foram prodigiosos. Como os Bach na musica, os 
Bernoullis formaram na matematica uma famflia eterna! 


Exemplo 6i 

Se X e uma variavel aleatoria binomial com parametros n = 100 e p = 0,75, 
determine P{X - 70} e P{X < 70}. 

Solugao A resposta e mostrada na Figura 4.6. 



Figura 4.6 
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4.7 AVARIAVELALEATORIADE POISSON 

Uma variavel aleatoria X que pode assumir qualquer um dos valores 0,1,2,... e 
chamada de variavel aleatoria de Poisson com parametro A se, para algum A > 0, 

p(i) = P{X = i) = e~ K ^ i = 0,1,2,... (7.1) 

A Equagao (7.1) define uma fungao de probabilidade, ja que 

OO OO v l 

&(0 = E 7 T = e_AeA = 1 

1=0 i~ 0 


A distribuigao de probabilidades de Poisson foi introduzida por Simeon Denis 
Poisson em um livro que escreveu a respeito da aplicagao da teoria da probabi¬ 
lidade a processos, julgamentos criminais e similares. O tftulo do livro, publica- 
do em 1837, era Recherches sur la probability de jugements en matiere criminelle 
et en matiere civile (Investigaqoes sobre a probabilidade de veredictos em mate- 
rias criminal e civil). 

A variavel aleatoria de Poisson encontra uma tremenda faixa de aplicagoes 
em diversas areas porque pode ser usada como uma aproximagao para a varia¬ 
vel aleatoria binomial com parametros (n,p) no caso particular de n grande e p 
suficientemente pequeno para que np tenha tamanho moderado. Para ver isto, 
suponha que X seja uma variavel aleatoria binomial com parametros ( n,p ), e 
suponha que A = np. Entao, 



n(n - 1) ■ - (n - i + 1) A*' (1 - k/n) n 
n l i\ (1 — k/n) 1 


Agora, para n grande e A moderado, 

AV 7 _ _ A n(n — 1) • * ■ (n — i + 1) 
n) n l 



1 



»1 


Portanto, para n grande e A moderado, 


P{X = i} * 


A/ 

7T 


Em outras palavras, se n tentativas independentes sao realizadas, cada uma 
com probabilidade de sucesso p , entao quando n e grande ep e pequeno o sufi- 
ciente para fazer np moderado, o numero de sucessos que ocorrem e aproxima- 
damente uma variavel aleatoria de Poisson com parametro A = np. Este valor 
A (que mais tarde mostraremos ser igual ao numero esperado de sucessos) sera 
normalmente determinado de forma empfrica. 
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Alguns exemplos de variaveis aleatorias que geralmente obedecem a lei 
de probabilidades de Poisson [isto e, que obedecem a Equagao (7.1)] sao dados 
a seguir: 

1. O numero de erros de impressao em uma pagina (ou em um grupo de pagi- 
nas de um livro) 

2. O numero de pessoas em uma comunidade que vivem mais de 100 anos 

3. O numero de numeros de telefone discados incorretamente em um dia 

4. O numero de pacotes de biscoitos caninos vendidos em uma determinada 
loja em um dia 

5. O numero de clientes que entram em uma agenda dos correios em um dia 

6. O numero de vacancias que ocorrem durante um ano no sistema judicial 
federal 

7 O numero de particulas a descarregadas por um material radioativo em um 
periodo de tempo fixo 

Cada uma das variaveis aleatorias acima, e imimeras outras, sao aproxima- 
das pela distribuigao de Poisson pela mesma razao - isto e, por causa da apro- 
ximagao de Poisson para a distribuigao binomial. Por exemplo, podemos supor 
que exista uma pequena probabilidade p de que cada letra escrita em uma pa¬ 
gina contenha um erro de impressao. Com isso, o numero de erros de impressao 
em uma pagina sera aproximadamente uma distribuigao de Poisson com A = np , 
onde n6o numero de letras em uma pagina. Similarmente, podemos supor que 
cada pessoa em uma comunidade tenha alguma pequena probabilidade de atin- 
gir a idade de 100 anos. Tambem, pode-se pensar que cada pessoa que entra em 
uma loja tern uma pequena probabilidade de comprar um pacote de biscoitos 
caninos, e assim por diante. 

Exemplo 7a 

Suponha que o numero de erros tipograficos em uma unica pagina deste livro 
tenha uma distribuigao de Poisson com A = Calcule a probabilidade de que 
exista pelo menos um erro nesta pagina. 

Soluqao Se X representa o numero de erros nesta pagina, temos 

P[X > 1} = 1 - P{X = 0} = 1 - e~ m = 0,393 □ 


Exemplo 7b 

Suponha que a probabilidade de que um item produzido por certa maquina 
apresente defeito seja de 0,1. Determine a probabilidade de que uma amostra 
de 10 itens contenha no maximo 1 item defeituoso. 
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Solugao A probabilidade desejada e ^ ^ ^(0,1)°(0,9) 10 + ^ ^ ^(0,1) 1 (0,9) 9 = 
0,7361, enquanto a aproximagao de Poisson resulta em e 1 + e~ x — 0,7358. ■ 


Exemplo 7c 

Considere um experimento que consiste em contar o numero de particulas a 
perdidas em um intervalo de 1 segundo por 1 grama de material radioativo. Se 
sabemos de experiences anteriores que, em media, 3,2 particulas como essa sao 
perdidas, qual e uma boa aproximagao para a probabilidade de que nao mais 
que 2 particulas a aparegam? 

Solugao Se pensarmos em um grama do material radioativo como sendo 
formado por um grande numero n de atomos, cada um dos quais com proba¬ 
bilidade 3,2 In de se desintegrar e perder uma particula a durante o segundo 
considerado, entao vemos que, como uma boa aproximagao, o numero de parti¬ 
culas a perdidas sera uma variavel aleatoria de Poisson com parametro A = 3,2. 
Portanto, a probabilidade desejada e 

P{X< 2} = e“ 3 ’ 2 + 2>,2e~ xl + ^yU“ 3>2 

= 0,3799 ■ 


Antes de calcular o valor esperado e a variancia de uma variavel aleatoria 
de Poisson com parametro A, lembre-se de que esta variavel aleatoria e uma 
aproximagao para a variavel aleatoria binomial com parametros n e p quando n 
e grande,/? e pequeno e A = np. Como tal variavel aleatoria binomial tern valor 
esperado np = A e variancia np( 1 -p) = A(1 -p) ~ A (ja que p e pequeno), pa- 
rece-nos que tanto o valor esperado quanto a variancia de uma variavel aleato¬ 
ria de Poisson sao iguais a esse parametro A. Verificamos agora esse resultado: 


00 »/>—A \ i 

E[X) = Y, A 


w a 
- 22 - e-^X-l 




S (i - 1)1 


, _» v-' A y fazendo-se 
= Ae > — 1 

U ]l 7=i_1 


A ; 


= A ja que £ — = e 


j =0 
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Assim, o valor esperado de uma variavel aleatoria de Poisson X e de fato igual 
a seu parametro A. Para determinar sua variancia, primeiro calculamos E[X 2 \. 

00 /2„-A A i 

£ [^] = £l£_A 


i =0 

^ ie-W - 1 


=»ES 

i =1 
00 

=*E 

7=0 


(7 - 1)! 

(/ + l)e _A A / fazendo-se 
~/! / = *'-! 


= A 


“ je~ K \i “ e-*A> 

E-S- + E-5- 


7=0 

= A (A + 1) 


7* 


7=0 


onde obtem-se a igualdade final porque a primeira soma e o valor esperado 
de uma variavel aleatoria de Poisson com parametro A e o segundo termo e a 
soma das probabilidades dessa variavel aleatoria. Portanto, como mostramos 
que E[X ] = A, obtemos 

Var(X) = E[X 2 ] - ( E[X]) 2 
= A 

Com isso, o valor esperado e a variancia de uma variavel aleatoria de Pois¬ 
son sao iguais ao seu parametro A. 

Mostramos que a distribui^ao de Poisson com parametro np e uma apro- 
xima^o muito boa para a distribu^ao do numero de sucessos em n tentativas 
independentes quando cada tentativa tern probabilidade de sucesso p desde 
que n seja grande e p pequeno. De fato, ela permanece uma boa aproxima^ao 
mesmo quando as tentativas nao sao independentes, desde que a dependencia 
seja fraca. Como exemplo, lembre-se do problema do pareamento (Exemplo 
5m do Capitulo 2), no qual n homens selecionavam seus chapeus aleatoriamen- 
te de um conjunto formado por um chapeu de cada pessoa. Do ponto de vista 
do numero de homens que pode selecionar o seu proprio chapeu, podemos vi- 
sualizar a selegao aleatoria como o resultado de n tentativas onde dizemos que 
a tentativa i e um sucesso se a pessoa i selecionar seu proprio chapeu, i = 1,.„, 
n. Definindo-se os eventos E ( , i = 1,..., n , como 

E- = [ a tentativa i e um sucesso} 

e facil ver que 

P{Ei} = - e P{Ei\Ej) = j*i 

n J n - 1 

Assim, vemos que, embora os eventos E i9 i = 1,..., n , nao sejam independen¬ 
tes, sua dependencia, para n grande, parece ser fraca. Por causa disso, parece 
razoavel esperar que o numero de sucessos tenha aproximadamente uma dis- 
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tribuigao de Poisson com parametro n X IIn = 1, e de fato isso e verificado no 
Exemplo 5m do Capitulo 2. 

Para uma segunda ilustragao da forga da aproximagao de Poisson quando 
as tentativas sao fracamente dependentes, vamos considerar novamente o pro- 
blema do aniversario apresentado no Exemplo 5i do Capitulo 2. Neste exem¬ 
plo, supomos que cada uma das n pessoas tenha a mesma probabilidade de ter 
nascido em qualquer um dos 365 dias do ano, e o problema e determinar a pro¬ 
babilidade de que, em um conjunto de n pessoas independentes, ninguem faga 
aniversario no mesmo dia. Um argumento combinatorio foi usado para deter¬ 
minar essa probabilidade, que se mostrou ser menor que 0,5 quando n = 23. 

Podemos aproximar a probabilidade anterior utilizando a aproximagao de 
Poisson da forma a seguir: imagine que tenhamos uma tentativa para cada um 

dos ^ ^ ^ pares de individuos i e j, i # /, e digamos que a tentativa i,j 6 bem- 
sucedida se as pessoas i e j fizerem aniversario no mesmo dia. Se E tj representar 
o evento em que a tentativa i,j e um sucesso, entao, embora os ( *1 ^ eventos 


E ij9 1 </</<«, nao sejam independentes (veja o Exercicio Teorico 4.21), sua 
dependencia parece ser relativamente fraca (de fato, esses eventos sao indepen¬ 
dentes por pares , em que quaisquer 2 dos eventos E tj e E kl sao independentes 
- novamente, veja o Exercicio Teorico 4.1 21). Como P(£ /; ) = 1/365, e razoavel 
supor que o numero de sucessos tenha aproximadamente uma distribuigao de 

Poisson com media ( *1 )/365 = n(n -1)/730. Portanto, 


P{2 pessoas nao fazerem aniversario no mesmo dia} = P{0 sucessos} 


« exp 


— n(n — 1) 1 
730 J 


Para determinar o menor inteiro n para o qual essa probabilidade e menor que 
~, observe que 


exp 


— n(n — 1) 
730 


1 

2 


e equivalente a 


exp 


n(n - 1) ^ 

730 “ 


Calculando o logaritmo de ambos os lados, obtemos 

n(n - 1) > 7301og2 
- 505,997 

que leva a solugao n = 23, em concordancia com o resultado do Exemplo 5i do 
Capitulo 2. 

Suponha agora que queiramos a probabilidade de que, entre n pessoas, 3 
delas nao fagam aniversario no mesmo dia. Embora este seja agora um dificil 
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problema combinatorio, e simples obter-lhe uma boa aproximagao. Para come- 
gar, imagine que tenhamos uma tentativa para cada uma das ^ ^ trincas ij , k , 

onde 1 ^i<j<k^n,c chamemos a tentativa /,/, k de sucesso se as pessoas 
i,j e k fizerem aniversario no mesmo dia. Como antes, podemos concluir que o 
numero de sucessos e aproximadamente uma variavel aleatoria de Poisson com 
parametro 

. 2 


P{iJ, k fazerem aniversario no mesmo dia} = ( ) (- 


Com isso, 

P{3 pessoas nao fazerem aniversario no mesmo dia) 


exp 


1 

365, 

n(n — l)(n — 2) 
6 X (365) 2 


~n(n — 1 )(n — 2) 
799350 


Essa probabilidade e menor do que I quando n e tal que 

n(n - 1 ){n -2) > 799350 log2 « 554067,1 

o que e equivalente a n > 84. Assim, a probabilidade aproximada de que pelo 
menos 3 pessoas em um grupo de 84 ou mais pessoas fagam aniversario no 
mesmo dia e maior que i 

Para que os eventos que ocorrem tenham aproximadamente uma distribui- 
gao de Poisson, nao e essencial que todos os eventos tenham a mesma probabi¬ 
lidade de ocorrencia, mas apenas que todas essas probabilidades sejam peque- 
nas. A seguir temos o paradigma de Poisson. 

Paradigma de Poisson Considere n eventos, com p t correspondendo a 
probabilidade de ocorrencia do evento /, i = 1,..., n. Se todas as probabilidades 
p t sao “pequenas” e as tentativas sao independentes ou pelo menos “fracamen- 
te dependentes’’entao os eventos que ocorrem tern aproximadamente uma dis- 
tribuigao de Poisson com media YH=i Pi • 

Nosso proximo exemplo nao somente faz uso do paradigma de Poisson, 
mas tambem ilustra a variedade das tecnicas que estudamos ate agora. 


Exemplo 7d Extensao da maior serie 

Uma moeda e jogada n vezes. Supondo que as jogadas sejam independentes, 
com cada uma delas dando cara com probabilidade p, qual e a probabilidade de 
que ocorra uma serie com k caras consecutivas? 

Solugao Vamos primeiramente usar o paradigma de Poisson para calcular 
essa probabilidade de forma aproximada. Assim, se para i = 1,..., n - k + 1, 
supusermos que H i represente o evento em que /,i + 1 ,...,i + k-1 jogadas dao 
cara, entao a probabilidade desejada e de que pelo menos um dos eventos H t 
ocorra. Como H i e o evento em que, comegando com a jogada i, todas as k jo¬ 
gadas seguintes dao cara, tem-se que P(H .) = p k . Assim, quando p k e pequeno, 
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podemos pensar que os eventos H t que ocorrem devem ter aproximadamente 
uma distribuigao de Poisson. Entretanto, este nao e o caso, porque, embora 
todos os eventos tenham probabilidades pequenas, algumas de suas depen¬ 
dences sao grandes demais para a que distribuigao de Poisson seja uma boa 
aproximagao. Por exemplo, como a probabilidade condicional de que de cara 
nas jogadas 2 ,..., k + 1 dado que as jogadas 1,..., k tambem deem cara e igual a 
probabilidade de que a jogada k + 1 de cara, tem-se que 

P(H 1 \H 1 ) = p 

que e muito maior que a probabilidade incondicional de H v 

O truque que nos permite usar uma aproximagao de Poisson neste pro- 
blema e notar que uma serie de k caras consecutivas so ocorrera se houver 
uma serie como essa imediatamente sucedida por uma coroa ou se todas as 
k jogadas finais derem cara. Consequentemente, para i = 1,..., n-k, suponha 
que E t seja o evento em que todas as jogadas i + k -1 dao cara e que a jo¬ 
gada i 4- k de coroa; tambem, suponha que E n . k+l seja o evento em que todas 
as jogadas n-k + 1,..., n dao cara. Observe que 

P(Ei) =p k (l - p), i<n - k 

P(E n —k+i) = P 

Assim, quando p k e pequeno, cada um dos eventos E { tern uma pequena proba¬ 
bilidade de ocorrer. Alem disso, para i ^ /, se os eventos E x e E j se referirem a 
sequencias nao superpostas de jogadas, entao P(E\E^) = P(E^); se eles se refe¬ 
rirem a sequencias que se superpoem, entao P(E i \E J ) = 0. Com isso, em ambos 
os casos, as probabilidades condicionais se aproximam das probabilidades in- 
condicionais, o que indica que A, o numero de eventos E t que ocorrem, deve ser 
aproximadamente uma distribuigao de Poisson com media 

n—k+\ 

= E P(Ei) = ( n - k)pk{ - x - p) + pk 

i =1 

Como uma serie de k caras nao ocorre se (e somente se) N — 0, entao a equa- 
gao anterior fornece 

P(nao ocorrerem series de caras com extensao k) = P(N = 0) ~ exp{ — (n - k) 

P k (i- P )-P k } 

Se L n representar o maior numero de caras consecutivas nas n jogadas, entao, 
como L n sera menor do que k se (e somente se) nao ocorrerem series de caras 
com extensao k , a equagao anterior pode ser escrita como 

P{L n < k] = exp{-(n - k)p\ 1 -p) - p k } 

Vamos agora supor que a moeda que jogamos seja honesta; isto e, suponha que 
p = 1/2. Entao o desenvolvimento anterior leva a 

_ [ n — k + 2\ n 1 

P{L n < k) ~ exp J- ^—\ w eXp | 2*+iJ 
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onde a aproximagao final supoe que ~ 1 (isto e, que ~ 0). Considere; 
= log 2 n e suponha que j e um inteiro. Para k = j + i, 

n n 1 

2&+1 “ 2 /' 2* +1 ~~ 2 /+1 


Consequentemente, 

P{L„ < j + i} « exp{-(l/2) !+1 } 


o que implica 

P{L„ =j + i] = P{L„ < j + i + 1} - P{L n < j + i) 
~ exp{-(l/2) I+2 } - exp{-(l/2) i+1 } 

Por exemplo, 


P{L n 

< j 

- 

3} « e 

-4 w 

0,0183 

P{L n 

= j 

- 

3} p 

- e 

-2 _ 

e -4 ~ 0,1170 

P{L n 

=i 

- 

2} « e- 

-1 _ 

e -2 « 0,2325 

P{L n 

= / 

- 

1} ? 

a e 

- 1/2 , 

- e" 1 » 0,2387 

P{L, 

i = 

= /'} '' 

- e 

- 1/4 . 

- e~ 1/2 « 0,1723 

P{L n 

=/' 

+ 

1} * 

- e 

- 1/8 , 

- e" 1/4 « 0,1037 

P{L n 

= j 

+ 

2} * 

- e 

- 1/16 

- e“ 1/8 » 0,0569 

P{L„ 

—J 

+ 

3} « 

- e 

- 1/32 

- e“ 1/16 ~ 0,0298 

P{L n 


+ 

4} * 1 

- e 

_1/32 « 0,0308 


Assim, observando o fato bastante interessante de que nao importa quao gran¬ 
de seja n , a extensao da serie mais longa de caras em uma sequencia de n joga- 
das de uma moeda honesta estara a uma distancia de 2 de log 2 {n) - 1 com uma 
probabilidade igual a 0,86. 

Deduzimos agora uma expressao exata para a probabilidade de ocorrencia 
de uma serie de k caras consecutivas quando uma moeda que tern probabilida¬ 
de p de dar cara e jogada n vezes. Com os eventos E { definidos como antes, com 
i = 1,..., n-k + 1 ,eL n representando, tambem como antes,o comprimento da 
serie mais longa de caras, 

P(L n >k) = P(haver uma serie de k caras consecutivas) = P(U"_T* +1 £/) 

A identidade de inclusao-exclusao para a probabilidade de uma uniao pode ser 
escrita como 

n - k -\-1 

P(U"~p 1 E i )= J2 (-D r+1 E P(E h - E ir ) 

r =1 i\ 

Vamos supor que S i represente o conjunto de numeros de jogadas as quais o 
evento E t se refere (entao, por exemplo, = {1,..., k + 1}). Agora, considere 
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uma das r probabilidades de intersegao que nao incluem o evento E n _ k+V Isto 
e, considere P(E iv ---, Ei r ), onde q <•••< i r < n - k + 1. Por um lado, se houver 
qualquer superposigao nos conjuntos entao essa probabilidade e igual 

a 0. Por outro lado, se nao houver superposigao, os eventos E- lr sao inde- 

pendentes. Portanto 


P(E ir -E ir ) = 


0 , 

p rk (i 


se houver qualquer superposigao em Si x ,..., S; r 
p) r , se nao houver superposigao 


Devemos agora determinar o numero de escolhas diferentes de i } <* * • < i r < n - k 
+ 1 para as quais nao existe superposigao nos conjuntos Para fazer isso, 

note primeiro que cada um dos conjuntos S^j = 1,..., r, se refere aHl jogadas, 
entao, sem qualquer superposigao, eles se referem conjuntamente a r(k 4- 1) joga¬ 
das. Considere agora qualquer permutagao de r letras a identicas (uma para cada 
um dos conjuntos Si r _ x ) e de n ~r{k 4- 1) letras b identicas (uma para cada 
uma das tentativas que nao faz parte de qualquer um dos Sj lv .., Si r V S n -k +1 con¬ 
juntos). Interprete o numero de b 7 s antes da primeira letra a como sendo o nume¬ 
ro de jogadas antes de Si v o numero de b 7 s antes da primeira e da segunda letra a 
como o numero de jogadas entre e e assim por diante, com o numero de b 7 s 
apos a ultima letra a representando o numero de jogadas apos S /r . Como existem 
(n-r/c) p ermu tagoes de r letras a e de n - r(k 4- 1) letras b , com cada permutagao 
como essa correspondendo (em uma relagao um para um) a uma diferente esco- 
lha sem superposigao, tem-se que 

£ /><£,, ■£„) = (" “/V(l-P)' 

ij <--<i r <n— /c+1 ^ 

Devemos agora considerar as probabilidades de intersegao de r maneiras da 
forma 

P(Ei x ■ - ■ Ei r _ x E n _ k _ |-i), 

onde q <■••< i r _ x <n-k + 1. Agora, essa probabilidade sera igual a 0 se hou¬ 
ver qualquer superposigao em Si r _ v S n ^ k \ se nao houver superposigao, 
entao os eventos da intersegao serao independentes. Assim, 

P(E h ■ ■ • £/ r _jE„_ fc+ i) - [p k ( 1 - p)] r ~ 1 p k =p kr { 1 - p) r ~ x 

Usando um argumento similar, o numero de conjuntos 5/ r _ p S n _ k que nao 
se superpoem sera igual ao numero de permutagoes de r -1 letras a (uma para 
cada um dos conjuntos Si r _ x ) e de n - (r - 1 )(k 4- 1) - k = n - rk - (r - 1) 
letras b (uma para cada uma das tentativas que nao e parte de qualquer um dos 
conjuntos Si vmmm ,Si r _ v S n -k+i)- Como existem permutagoes de r- 1 letras a 
eden-rk-(r-l) letras b , temos 

E P(E ‘l ■ ■ ■ E ir-l E n-k + l) = (" “ ;Vd - PY~ 1 
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Colocando tudo junto, obtemos a expressao exata, isto e. 


P(L n ^ k) 


n-k +1 

E 


r=l 


(n — rk\ 1, 

(n — rk\ 

+ - 

Ui) 

[V r ) p' 


/ r d - P) r 


onde utilizamos a convengao de que ("*) = 0 se m < j. 

Do ponto de vista computacional, um metodo mais eficiente para o calculo da 
probabilidade desejada do que o uso da ultima identidade envolve a dedugao de 
um conjunto de equagoes recursivas. Para fazer isso, suponha que A n seja o evento 
em que ha um conjunto de k caras consecutivas em uma sequencia de n jogadas 
de uma moeda honesta, e considere P n = P(A n ). Vamos deduzir um conjunto de 
equagoes recursivas para P n colocando uma condigao no aparecimento da pri- 
meira coroa. Para j = 1,..., k , suponha que F f seja o evento em que a primeira cara 
aparece na jogada /, e suponha que H seja o evento em que todas as primeiras 
k jogadas dao cara. Como os eventos F v ..., F k , H sao mutuamente exclusivos e 
exaustivos (isto e, exatamente um desses eventos deve ocorrer), temos 

k 

P(An) = ^2 P(A n \Fj)P(Fj) + P(A n \H)P(H) 

/=i 


Agora, dado que a primeira coroa aparece na jogada /, onde j < k , tem-se que 
estas j jogadas sao perdidas no que se refere a obtengao de uma serie de k caras 
em sequencia; assim, a probabilidade condicional deste evento e a probabilida¬ 
de de que tal serie ocorra entre as n -j jogadas restantes. Portanto 

P(A n \F) = P„_ y 

Como P(A n \H) = 1, a equagao anterior resulta em 
Pn = P(A n ) 

k 

= J2 p n-,F(Fj) + P(H ) 

7=1 

k 

= J^Pn-jP’- 1 (1 - P) + P k 
7=1 

Comegando com Pj = 0,/ < k,e P k = p k , podemos usar a ultima formula para 
computar recursivamente P k+v P k+2 , e assim por diante, ate P n . Por exemplo, su¬ 
ponha que queiramos determinar a probabilidade de ocorrencia de uma serie 
de 2 caras consecutivas quando uma moeda honesta e jogada 4 vezes. Entao, 
com k = 2, temos P 1 = 0 ,P 2 = (1/2) 2 . Ja que, quando p = 1/2, a formula recur- 
siva se torna 

k 

P n = Y, P n-j( l/2) ; + (1/2)* 

7=1 


obtemos 


P, = P 2 ( 1/2) + P/1/2) 2 + (1/2) 2 = 3/8 
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e 

P 4 = P 3 ( 1/2) + P 2 ( 1/2) 2 + (1/2) 2 = 1/2 

o que e claramente verdade porque existem 8 resultados que levam a uma serie 
de 2 caras consecutivas: hhhh, hhht , hhth , hthh , thhh , hhtt , thht e tthh (sendo h 
cara e t coroa). Cada um desses resultados ocorre com probabilidade 1/16. ■ 

Outro uso da distribuigao de probabilidades de Poisson aparece em situa- 
goes em que “eventos” ocorrem em certos instantes de tempo. Um exemplo e 
a consideragao de um terremoto como um evento; outro possfvel evento e a 
entrada de pessoas em determinado estabelecimento (bancos, agendas de cor- 
reio, postos de gasolina, e assim por diante), e uma terceira possibilidade seria a 
de chamar de evento o imcio de uma guerra. Vamos supor que eventos estejam 
de fato ocorrendo em certos instantes (aleatorios) de tempo, e que, para algu- 
ma constante positiva X, as seguintes hipoteses sejam verdadeiras; 

1. A probabilidade de que exatamente 1 evento ocorra em um dado intervalo 

com extensao h e igual a kh 4- o(h ), onde o(h ) representa qualquer fungao 

f(h) para a qual lim f(h)/h = 0 [por exemplo,/(/i) = h 2 e o(h ), enquanto 
h —^ 0 

qu ef(h) = h nao e]. 

2. A probabilidade de que 2 ou mais eventos ocorram em um intervalo de 
extensao h 6 igual a o(h). 

3. Para quaisquer inteiros nJ v j 29 ...J n e quaisquer conjuntos de intervalos que 
nao se superpoem, se definirmos E t como o evento em que exatamente j i 
dos eventos em consideragao ocorrem no i-e simo desses intervalos, entao 
os eventos E v £ 2 ,..., E n sao independentes. 

Analisando informalmente, as hipoteses 1 e 2 dizem que, para valores pe- 
quenos de h , a probabilidade de que exatamente 1 evento ocorra em um inter¬ 
valo de extensao h e igual a A h mais algo que e pequeno em comparagao com 
h , enquanto que a probabilidade de que 2 ou mais eventos ocorram e pequena 
em comparagao com h. A hipotese 3 diz que algo que ocorre em certo intervalo 
nao tern efeito (em termos de probabilidade) nos demais intervalos nao super- 
postos a este. 

Agora mostramos que, de acordo com as hipoteses 1, 2 e 3, o numero de 
eventos que ocorrem em qualquer intervalo de extensao 16 uma variavel alea- 
toria de Poisson com parametro A t. Para sermos precisos, consideremos o inter¬ 
valo [0, r] e representemos o numero de eventos que ocorrem neste intervalo 
por N(t). Para obter uma expressao para P{N(t) = k }, comegamos quebrando o 
intervalo em pequenos intervalos nao superpostos, cada um com tamanho tin 
(Figura 4.7). 


0—h 

l 

n 


21 3 1 
n n 


I -I -- 1 1 

(«- i)i ' 


nt 

n 


Figura 4.7 



192 Probabilidade: Um Curso Moderno com Apiicagoes 


Agora, 

P{N(t) — k\ = P{k dos n subintervalos contenham exatamente 1 evento 

e os outros n - k subintervalos contenham 0 eventos) (7.2) 
+ P[N(t) = k e pelo menos 1 subintervalo 
contenha 2 ou mais eventos} 


A equagao anterior e verdadeira porque o evento representado no lado esquer- 
do, isto e, {N(t) = k}, e claramente igual a uniao dos dois eventos mutuamente 
exclusives no lado direito da equagao. Supondo que A e B representem os dois 
eventos mutuamente exclusivos no lado direito da Equagao (7.2), temos 


P(B) < Efpelo menos um subintervalo contenha 2 ou mais eventos} 


= P I ^ {z-esimo subintervalo contenha 2 ou mais eventos} 


i=l 


n 

— P^~^ sxmo subintervalo contenha 2 ou mais eventos} 
i =1 



pela desigualdade 
de Boole 

pela hipotese 2 



Alem disso, para cada t , tin —> 0 se n —» assim, pela definigao de o(h ), o(tin)l 

(tin)— > 0 se n^> oo. Com isso, 

P(B)^> 0 se n ->oo (7.3) 

Alem do mais, como as hipoteses 1 e 2 implicam que* 

P{0 eventos ocorram em um intervalo h) 

= 1 - [A h + o(h) + o(h)\ = 1 — A/z - o(h) 

vemos da hipotese de independence (numero 3) que 

P(A) = P[k dos subintervalos contenham exatamente 1 evento e os demais 
n-k intervalos contenham 0 eventos} 



r -] 

k 

r 

{ n\ 

A t ( t \ 


i /A t\ ( t\ 


~ + o - ) 


1 - I — ) - o I - ) 

V k ) 

n \n) 


\nj \nj_ 


A soma de duas fungoes, ambas do tipo o(h), tambem e o(h ). Isto ocorre porque se 
lim h ^J(h)lh = lim h ^g(h)!h = 0,entao lim h ^\f(h) + g(h)]lh = 0. 
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Entretanto, como 

= \t + t\ - t se n—>oo 

L t/n J 

tem-se, pelo mesmo argumento que verificou a aproximagao de Poisson para a 
distribuigao binomial, que 

P(A)-+e~ kt ^-^- se n^oo (7.4) 

Assim, das Equagoes (7.2), (7.3) e (7.4), e fazendo obtemos 

P[N(t) = k) = e- xti ^- k = 0,1,-.. (V.5) 

/c! 

Com isso, se as hipoteses 1,2 e 3 sao satisfeitas, entao o numero de eventos 
que ocorrem em qualquer intervalo fixo t e uma variavel aleatoria de Poisson 
com media Ar, e dizemos que os eventos ocorrem em concordance com um 
processo de Poisson com taxa A. O valor A, o qual se pode mostrar como sendo 
igual a taxa por unidade de tempo na qual os eventos ocorrem, e uma constante 
que precisa ser determinada empiricamente. 

A discussao anterior explica por que uma variavel aleatoria de Poisson e usu- 
almente uma boa aproximagao para fenomenos tao diversos quanto os seguintes: 

1. O numero de terremotos que ocorrem durante um intervalo de tempo fixo 

2. O numero de guerras por ano 

3. O numero de eletrons emitidos por um catodo aquecido durante um inter¬ 
valo de tempo fixo 

4. O numero de mortes, em dado periodo de tempo, de segurados de uma 
companhia que vende seguros de vida 

Exemplo 7e 

Suponha que terremotos ocorram na regiao oeste dos EUA de acordo com as 
hipoteses 1,2 e 3, com A = 2 e tendo como unidade de tempo o intervalo de 1 
semana (isto e, terremotos ocorrem de acordo com as tres hipoteses em uma 
taxa de 2 por semana). 

(a) Determine a probabilidade de que pelo menos 3 terremotos ocorram du¬ 
rante as proximas 2 semanas. 

(b) Determine a distribuigao de probabilidade do tempo, comegando de ago¬ 
ra, ate a ocorrencia do proximo terremoto. 

Solugao (a) Da Equagao (7.5), temos 

P{N( 2) > 3} = 1 - P{N(2) = 0} — P{N( 2) = 1} - P{N( 2) = 2} 

. _4 i _ 4 4^ _4 

= 1 — e — 4e ^ — —e 
2 

= 1 - 13e~ 4 
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(b) Suponha que X represente a quantidade de tempo (em semanas) 
ate que ocorra o proximo terremoto. Como X sera maior que t se 
e somente se nenhum evento ocorrer nas proximas t unidades de 
tempo, temos, da Equagao (75), 

P{X>t) = P{N(t) = 0} =e" x ' 

entao a fungao distribuigao de probabilidade F da variavel alea¬ 
toria X e dada por 

F(t) = P{X< f j = 1 _ p{X> r] = 1 - <f A ' 

= 1 - e 

4.7.1 Calculando a fungao distribuigao de Poisson 

Se X e uma variavel aleatoria de Poisson com parametro A, entao 

P[X = i + 1} e~ K \ i+l /(i + 1)! _ A 
7{X = /} “ ’ e- A A'/i! ~~ m 

Comegando com P{X = 0} = e _A , podemos usar a Equagao (7.6) para fazer 
calculos sucessivos 

P{X = 1} = A P{X = 0} 

P{X = 2) = ^P{X = l] 



P{X = i + 1} = T-E-n* = i] 

l + 1 

A pagina deste livro na Internet inclui um programa que usa a Equagao 
(76) para calcular probabilidades de Poisson. 

Exemplo 7f 

(a) Determine P{X < 90) quando X e uma variavel aleatoria de Poisson com 
media 100. 

(b) Determine P{X < 1075) quando Y e uma variavel aleatoria de Poisson 
com media 1000. 


Solugdo A partir da pagina deste livro na Internet, obtemos as solugoes: 

(a) P[X ^ 90} ~ 0,1714 

(b) P[Y < 1075) - 0,9894 
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4.8 OUTRAS DISTRIBUTES DE PROBABILIDADE DISCRETAS 
4.8.1 A variavel aleatoria geometrica 

Suponha que tentativas independentes, cada uma delas com probabilidade de 
sucesso p, 0 < p < 1, sejam realizadas ate que ocorra um sucesso. Seja X o nu- 
mero de tentativas necessarias. Entao 

P{X = n} = ( 1 -pf~ l p n = 1,2,... (8.1) 

Obtemos a Equagao (8.1) porque, para que X seja igual a n, e necessario e 
suficiente que as primeiras n - 1 tentativas sejam fracassos e que a rc-esima 
tentativa seja um sucesso. Tem-se portanto a Equagao (8.1), ja que se supoe a 
independence dos resultados das tentativas sucessivas. 

Como 

oo oo 

E w =*> - p E' 1 - rt”' 1 = t _ ( i = 1 

n =1 n =1 

tem-se que, com probabilidade 1, um sucesso acabara ocorrendo. Qualquer va¬ 
riavel aleatoria X cuja fungao de probabilidade seja dada pela Equagao (8.1) e 
chamada de variavel aleatoria geometrica com parametro p. 


Exemplo 8a 

Uma urna contem N bolas brancas e M bolas pretas. A bolas sao selecionadas 
aleatoriamente, uma de cada vez, ate que saia uma bola preta. Se supormos que 
cada bola selecionada seja substituida antes que a proxima bola seja retirada, 
qual e a probabilidade de que 

(a) sejam necessarias exatamente n retiradas? 

(b) sejam necessarias pelo menos k retiradas? 


Solugao Se X representar o numero de retiradas necessarias ate que se sele- 
cione uma bola preta, entao X satisfaz a Equagao (8.1) com p = MI(M + N ). 
Portanto, 


(a) 

(b) 


P{X 


P{X > k] = 


t -( N 

y- 1 m 

r \M + Nj M + N 

M y, / N > 

n— 1 

M + N — \M + N, 

n=k 

I 

( M ^ 

\( N ) 

k—l 

\M + NJ 

'\M + NJ 

j 

( N \ 

k -1 


\M + N) 




MN n 


-l 


1 - 


N 


M + N 
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Naturalmente, a letra (b) poderia ter sido obtida diretamente, pois a probabili¬ 
dade de que sejam necessarias pelo menos k tentativas para que se obtenha um 
sucesso 6 igual a probabilidade de que so ocorram fracassos nas primeiras k -1 
tentativas. Isto e, para uma variavel aleatoria geometrica, 

P[X > k} = (l-pf' 1 ■ 


Exemplo 8b 

Determine o valor esperado de uma variavel aleatoria geometrica. 
Solugao Com q = 1 - p, temos 

oo 

E[X] = 

i= 1 

oo 

= - 1 + 1 )q l ~ 1 p 

i= 1 

OO 00 

= ]T(i - 1 )q i ~ 1 p + Y.q l ~ X p 

i= 1 i=1 

oo 

= J2i qip + 1 

;=o 

OO 

= + 1 
/=1 

= 9 £[X] + 1 


Portanto, 


o que resulta em 


P E[X\ = 1 


= i 

P 


Em outras palavras, se tentativas independentes com mesma probabilidade p 
de sucesso sao realizadas ate que o primeiro sucesso ocorra, entao o numero es¬ 
perado de tentativas necessarias e igual a 1/p. Por exemplo, o numero esperado 
de jogadas necessarias para que saia 1 em um dado honesto e igual a 6. ■ 


Exemplo 8c 

Determine a variancia de uma variavel aleatoria geometrica. 
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Solugao Para determinar Var(Z), vamos primeiro calcular E[X % Com q = l-p, 
temos 

oo 

E[X 2 )=J2i 2 q i - 1 p 

i=l 

oo 

= X>- - 1 + 1)V"V 

oo oo oo 

= X](* - 1)V“V + X)2(i - l)q l ~ X p + ^q'~ l P 

1=1 i'=l 1=1 

oo oo 

= Eii 2ql P + 2 Ei qlp + 1 
/=o /=i 

= ?£[X 2 ] + 2g£[*] + 1 

Usando £[Z] = 1 Ip, a equagao para E[X 2 ] resulta em 

pE[X 2 ] = — + 1 
P 


Portanto, 


£[X 2 ] = 


+ p 
p 2 


q + i 

p 2 


o que da o resultado 


Var(X) = 


q + 1 



1 -p 
P 2 


4.8.2 A variavel aleatoria binomial negativa 

Suponha que tentativas independentes com mesma probabilidade de sucesso p , 
0 < p < 1, sejam realizadas ate que se acumule um total de r sucessos. Se X for 
igual ao numero de tentativas necessarias, entao 

P{X = n} = ( n r Zl)pra-pY- r n = r,r + 1,... (8.2) 

A Equagao (8.2) e obtida porque, para que o r-esimo sucesso ocorra na n-esima 
tentativa, devem ocorrer r -1 sucessos nas primeiras n -1 tentativas e a n-esima 
tentativa deve ser um sucesso. A probabilidade do primeiro evento e 


n — \ 
r - 1 


P r -\i - pf~ r 
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e a probabilidade do segundo evento e p\ assim, pela independence, estabele- 
ce-se a Equagao (8.2). Para verificar que no final um total de r sucessos acaba 
sendo acumulado, ou provamos analiticamente que 

= »} = £(; I } )/(i - P T~ r = i (8.3) 

ou damos o argumento probabilfstico a seguir: o numero de tentativas necessa- 
rias para que se obtenham r sucessos pode ser representado como Y r + Y 2 +... 
+ Y r , onde Y x e o numero de tentativas necessarias para o primeiro sucesso, Y 2 
e o numero de tentativas adicionais feitas ate que ocorra o segundo sucesso, Y 3 
6 o numero de tentativas adicionais ate que ocorra o terceiro sucesso e assim 
por diante.Tem-se que Y v Y 2 ,..., Y r sao todas variaveis aleatorias geometricas. 

r 

Portanto, cada uma delas e finita com probabilidade 1, e entao ^ Y; tambem 

i =1 

deve ser finita, o que estabelece a Equagao (8.3). 

Qualquer variavel aleatoria X cuja fun^ao de probabilidade seja dada pela 
Equa^ao (8.2) e chamada de variavel aleatoria binomial negativa com parame- 
tros (r,p). Observe que uma variavel aleatoria geometrica e simplesmente uma 
variavel binomial negativa com parametros (1 ,p). 

No proximo exemplo, usamos uma variavel aleatoria binomial negativa 
para obter uma solugao para o problema dos pontos. 

Exemplo 8d 

Se tentativas independentes, cada uma delas resultando em um sucesso com 
probabilidade p , sao realizadas, qual e a probabilidade de que r sucessos ocor- 
ram antes de m fracassos? 

Soluqao A solugao e obtida notando-se que ocorrem r sucessos antes de m 
fracassos se e somente se o r-esimo sucesso ocorrer ate a (r + m -l)-esima 
tentativa. Tem-se esse resultado porque, se o r-esimo sucesso tiver ocorrido 
antes da ou na (r 4- m - l)-esima tentativa, entao ele deve ter ocorrido antes 
do ra-esimo fracasso, e vice-versa. Portanto, da Equagao (8.2), a probabilidade 
desejada e 

r+m -1 / x 

E (” : 

n=r v ' □ 

Exemplo 8e O problema de pareamento de Banach 

Um matematico que fuma cachimbos sempre carrega consigo duas caixas de 
fosforos - uma no seu bolso esquerdo e a outra no seu bolso direito. Cada vez 
que precisa de um fosforo, ele o retira de um bolso ou de outro com mesma 
probabilidade. Considere o momento em que o matematico descobre que uma 
de suas caixas de fosforo esta vazia. Se se supoe que ambas as caixas de fosforos 
continham inicialmente N fosforos, qual e a probabilidade de que existam exa- 
tamente k fosforos, k = 0,1,..., A, na outra caixa? 
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Solugdo Seja E o evento em que o matematico descobre que a caixa de fos- 
foros do bolso direito esta vazia e que existem k fosforos na caixa do bolso 
esquerdo naquele exato momento. Agora, este evento ocorrera se e somente 
se a (N + l)-esima escolha da caixa do bolso direito for feita na (N + 1 + N - 
/c)-e sima tentativa. Portanto, da Equagao (8.2) (com p — 1/2, r = iV+l,en = 
2N-k + 1), vemos que 


P(E) = 



2N—k+l 


Como ha uma mesma probabilidade de que a caixa em seu bolso esquerdo se 
esvazie primeiro e que existam k fosforos na caixa em seu bolso direito neste 
exato momento, o resultado desejado e 

. 2N—k 


2 P(E) 


■( 


2 N - 
N 



Exemplo 8f 

Calcule o valor esperado e a variancia de uma variavel aleatoria binomial ne- 
gativa com parametros rep. 


Solugao Temos 

E[X k ] = f^n k ( n r Z l )p r d - P) n ~ r 

n=r ^ ' 

= ^E n ‘~'(") pr+,a - p> ’" i * que 1 ) = "(") 

y m=r +1 V 7 


fazendo-se 
r+1 (l - p) m - (r+1 >rn = n + 1 


= ~E[(Y - I)*" 1 ] 

P 

onde Y e uma variavel aleatoria binomial negativa com parametros r + 1 ,p. 
Fazendo k = 1 na equagao anterior, obtemos 

E m = r - 


Fazendo k = 2 na equagao de E[)t] e usando a formula para o valor esperado 
de uma variavel aleatoria binomial negativa, obtemos 


E[X 2 ] = -E[Y - 1] 
P 


r / r + 1 
P V P 


- 1 


) 
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Portanto, 


V ar(X) = r - - l) 

r(l - p) 



Assim, do Exemplo 8f, se tentativas independentes, cada uma das quais com 
probabilidade de sucesso p , sao realizadas, entao o valor esperado e a variancia 
do numero de tentativas necessarias para que r sucessos sejam acumulados sao 
rip e r( 1 - p)/p 2 , respectivamente. 

Como uma variavel aleatoria geometrica e tao somente uma variavel alea¬ 
toria binomial negativa com parametro r = 1, vemos do exemplo anterior que 
a variancia de uma variavel aleatoria geometrica com parametro p e igual a 
(1 - p)/p 2 , o que concorda com o resultado do Exemplo 8c. 


Exemplo 8g 

Determine o valor esperado e a variancia do numero de vezes que alguem deve 
langar um dado ate dar 1 quatro vezes. 


Solugao Como a variavel aleatoria de interesse e uma variavel aleatoria bino¬ 
mial negativa com parametros r = 4 e p = g, tem-se que 

E[X] = 24 


Var(X) 



4.8.3 A variavel aleatoria hipergeometrica 

Suponha que uma amostra de tamanho n seja escolhida aleatoriamente (sem 
devolugao) de uma urna contendo N bolas,das quais m sao brancas eN-m sao 
pretas. Se X representa o numero de bolas brancas selecionadas, entao 


P{X = i) = 



i = 0,1,... ,n 


w 


(8.4) 


Uma variavel aleatoria X cuja fungao de probabilidade e dada pela Equagao (8.4) 
para alguns valores de n 7 N e m e chamada de variavel aleatoria hipergeometrica. 


Observagao: Embora tenhamos escrito a fungao de probabilidade hiper¬ 
geometrica com i variando de 0 a n, P{X = /} sera na realidade igual a 0 a menos 
que i satisfaga as desigualdades n - (N - m) < i < min(n, m). Entretanto, a Equa¬ 
gao (8.4) e sempre valida gragas a nossa convengao de que f ^ \ = 0 se k < 0 on 


r < k. 
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Exemplo 8h 

Um numero desconhecido, digamos A, de animais habita certa regiao. Para 
obter alguma informagao sobre o tamanho da populagao, ecologistas realizam 
com frequencia o seguinte experimento: primeiro, eles capturam um numero, 
digamos, ra, desses animais, marcam-nos de alguma maneira e os soltam. Apos 
dar aos animais marcados tempo suficiente para se dispersarem na regiao, uma 
nova captura de n animais e feita. Seja X o numero de animais marcados pegos 
nesta segunda captura. Se supormos que a populagao de animais na regiao nao 
tenha mudado no intervalo de tempo entre as duas capturas e que cada animal 
tenha a mesma probabilidade de ser capturado, entao X e uma variavel aleato- 
ria hipergeometrica tal que 



Suponha agora que se tenha observado que X e igual a i. Entao, como P f (A) 
representa a probabilidade do evento observado quando ha na realidade A ani¬ 
mais presentes na regiao, parece que uma estimativa razoavel de N seria o valor 
dessa variavel que maximiza P^N). Tal estimativa e chamada de estimativa de 
maxima verossimilhanqa (veja os Exercicios Teoricos 4.13 e 4.18 para outros 
exemplos deste tipo de procedimento de estimagao). 

A maximizagao de P ( (N) pode ser feita muito facilmente primeiro notan- 
do-se que 

Pi(N) (A — m)(N — n) 

Pi(N - 1 ) = N(N - m - n + i) 

Agora, a razao anterior e maior que 1 se e somente se 

(N — m)(N-n)> N(N-m-n + i) 

ou, equivalentemente, se e somente se 

mn 

N < - 

i 

Assim, Pj(N) primeiro aumenta e depois diminui, atingindo um maximo no 
maior numero inteiro menor que mn/i. Esse valor e a estimativa de maxima 
verossimilhanga de N. Por exemplo, suponha que a captura inicial consista em 
m = 50 animais, que sao marcados e entao soltos. Se uma captura subsequente 
consiste em n = 40 animais dos quais i = 4 sao marcados, entao estimariamos 
a existencia de aproximadamente 500 animais na regiao (note que a estima¬ 
tiva anterior poderia ter sido obtida se considerassemos que a proporgao de 
animais marcados na regiao, mlN, e aproximadamente igual a proporgao de 
animais marcados em nossa segunda captura, Hri). ■ 



202 Probabilidade: Um Curso Moderno com Aplicagdes 


Exemplo 8i 

Um comprador de componentes eletricos os compra em lotes de 10. E sua po- 
litica inspecionar 3 componentes de um lote aleatoriamente e aceitar o lote se 
todos os 3 itens inspecionados nao apresentarem defeito. Se 30% dos lotes tern 
4 componentes defeituosos e 70% tern apenas 1 componente defeituoso, que 
proporgao de lotes e rejeitada pelo comprador? 


Solugao Seja A o evento em que o comprador aceita o lote. Entao, 


3 7 

P{A) = P(A\\ote tenha quatro itens com defeito)— + P(A|lote tenha 1 item com defeito)— 



Portanto, 46% dos lotes sao rejeitados. 


■ 


Se n bolas sao escolhidas aleatoriamente e sem devolugao de um conjun¬ 
to de N bolas das quais a fragao p = mlN e branca, entao o numero de bolas 
brancas selecionadas e uma variavel aleatoria hipergeometrica. Parece agora 
que, quando me N sao grandes em relagao a n, nao importa muito se a sele^ao 
e feita com ou sem devolu^ao, porque, independentemente de quantas bolas 
tenham sido selecionadas anteriormente, quando m e N sao grandes, cada sele- 
$ao adicional tera probabilidade aproximadamente igual a p de ser branca. Em 
outras palavras, parece intuitivo que quando me N sao grandes em rela^ao a n, a 
fungao de probabilidade de X deva se aproximar da fungao de probabilidade de 
uma variavel aleatoria binomial com parametros n e p. Para verificar essa intui- 
gao,note que sele uma variavel aleatoria hipergeometrica,entao,para i < n, 


P{X = i) 



ml (N - m)\ (N — n) \ n\ 

(m - i)l i\ (N — m — n + /)! (n — i)! N\ 
f n \ mm ~ 1 m — i + IN — mN — m — 1 

V i ) NN - I N — i + IN - i N - i - 1 

N — m — (n — i — 1) 

N — i — (n — i — 1) 


- (")/>'(! 


quando p = mlN, me N sao 
grandes em relagao a nei 
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Exemplo 8j 

Determine o valor esperado e a variancia de X , uma variavel aleatoria hiper¬ 
geometrica com parametros n,N t m. 


Solugao 


E[X k ] = Y j i k P{X = i] 


i =0 


-t^(7 )("-?)/(!) 


Usando as identidades 




obtemos 




i= 1 
n-1 


X~i(m-l\( N-m \ / / N - 1 \ 
= vg° + 1) ( / ){n-l-i)/{n-l) 


nm 


= 'j^E[(Y + I)*" 1 ] 

onde Y e uma variavel aleatoria hipergeometrica com parametros n - 1,N- 1 e 
m -1. Com isso, fazendo A: = 1, temos 


E[X] = 


nm 

~w 


Colocando em palavras, se n bolas sao selecionadas aleatoriamente de um con- 
junto de N bolas, das quais m sao brancas, entao o numero esperado de bolas 
brancas selecionadas e igual a nmlN. 

Fazendo k = 2 na equagao para E[X k \ obtemos 


E[X 2 ] = ™E[Y + 1] 


nm 

~N 


(n - 1 )(m - 1) 


N 


1 


+ 1 


onde a ultima igualdade usa o resultado que obtemos para o calculo do valor 
esperado da variavel aleatoria hipergeometrica Y. 

Como E[X\ = nmlN, podemos concluir que 

^ nm\(n - 1 )(m - 1) nm ' 

Var(X) = — -—--- + 1-— 

N N-1 N 
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Fazendo p — m/N e usando a identidade 

rn — 1 Np — 1 1 — p 

N - 1 = N - 1 “ JV - 1 

obtemos 

2 . _ jj 

Var(-Y) = np[(n - l)p - (n - 1) — — - + 1 - np] 

= np(l-p)a-% rz \) m 

Observagao: Mostramos no Exemplo 8j que se n bolas sao selecionadas 
aleatoriamente e sem devolugao de um conjunto de TV bolas, das quais a fragao 
p e branca, entao o numero esperado de bolas brancas escolhidas 6 np. Alem 
disso, se TV e grande em relagao a n [de forma que (TV - n)l(N - 1) seja aproxi- 
madamente igual a 1], entao 

VarpO ~ np( 1 - p) 

Em outras palavras, E[X\ e o mesmo quando a selegao das bolas e feita com 
devolugao (de forma que o numero de bolas brancas seja binomial com para- 
metros n e p)\ e se o conjunto total de bolas for grande, entao Var(JV) e aproxi- 
madamente igual ao valor que teria caso a selegao fosse feita sem devolugao. 
Gragas ao nosso resultado anterior que diz que quando o numero de bolas em 
uma urna e grande, o numero de bolas escolhidas tern aproximadamente a fun- 
gao de probabilidade de uma variavel aleatoria binomial, o resultado obtido e 
exatamente o que teriamos imaginado. ■ 

4.8.4 A distribuigao zeta (ou Zipf) 

Uma variavel aleatoria tern uma distribuigao zeta (as vezes chamada de Zipf) 
se sua fungao de probabilidade e dada por 

«*■-*) = jfcST k = l,2,... 

para algum valor de a > 0. Como a soma das probabilidades anteriores deve 
ser igual a 1, tem-se que 

-l 



A distribuigao zeta deve seu nome ao fato da fungao 


f M - l + 



+ 




ser conhecida em disciplinas da matematica como a fungao zeta de Riemann 
(em homenagem ao matematico alemao G. F. B. Riemann). 
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A distribuigao zeta foi usada pelo economista italiano V. Pareto para des- 
crever a distribuigao dos rendimentos das familias de um dado pais. Entretanto, 
foi G. K. Zipf quem aplicou a distribuigao zeta em uma ampla variedade de 
problemas em diferentes areas e, ao fazer isso, popularizou o seu uso. 


4.9 VALOR ESPERADO DE SOMAS DE VARIAVEIS ALEATORIAS 

Uma propriedade muito importante das esperangas e a de que o valor espe- 
rado de uma soma de variaveis aleatorias e igual a soma de suas esperangas. 
Nesta segao, vamos demonstrar esse resultado supondo que o conjunto de valo- 
res possiveis do experimento probabilistic© - isto e, o espago amostral S - seja 
finito ou contavelmente infinito. Embora o resultado seja verdadeiro indepen- 
dentemente dessa hipotese (e uma demonstragao e esbogada nos exercicios 
teoricos), essa hipotese nao somente simplifica o argumento mas tambem re- 
sulta em uma prova esclarecedora que agregara conhecimento a intuigao que 
temos sobre as esperangas. Assim, no restante desta segao, suponha que o espa¬ 
go amostral S seja um conjunto finito ou contavelmente infinito. 

Para uma variavel aleatoria X , suponha que represente o valor de X 
quando s E S e o resultado do experimento. Agora, se X e Y sao ambas varia¬ 
veis aleatorias, entao sua soma tambem o e. Isto e,Z = X+Y tambem e uma 
variavel aleatoria. Alem disso, Z(s) = X(s) + Y(s ). 

Exemplo 9a 

Suponha que o experimento consista em jogar uma moeda 5 vezes, sendo o 
resultado a sequencia obtida de caras e coroas. Suponha que X seja o numero 
de caras que saem nas primeiras 3 jogadas eYo numero de caras que saem nas 
2 ultimas jogadas. Seja Z = X+ Y. Entao, por exemplo, para o resultado s = (/z, 
r, h, t, h ) onde h e cara ere coroa, 

X(s) = 2 
Y(s) = 1 

Z(s) = X(s) + Y(s) = 3 

o que significa que o resultado (/z, r, h , t , h) resulta em 2 caras nas primeiras 
tres jogadas, 1 cara nas ultimas duas jogadas, e em um total de 3 caras nas 
cinco jogadas. ■ 

Seja p(s) = P({s}) a probabilidade de que s seja o resultado do experimen¬ 
to. Como podemos escrever qualquer evento A como a uniao finita ou conta¬ 
velmente infinita dos eventos mutuamente exclusivos { 5 }, s E A, tem-se pelos 
axiomas da probabilidade que 

Pis 4) = 

S€A 
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Quando A = 5, a ultima equa^ao resulta em 

1 = J2 p ^ 

seS 

Agora, suponha que X seja uma variavel aleatoria e considere E[X\. Como X(s) e 
o valor de X quando s 6 o resultado do experimento, parece intuitivo que E[X\ - 
a media ponderada dos valores possfveis de X , com cada valor sendo ponderado 
pela probabilidade de que X assuma aquele valor - deva ser igual a media pon¬ 
derada dos valores X(s),s E S , com X(s) sendo ponderado pela probabilidade de 
que s seja o resultado do experimento. Demonstramos agora essa intui^ao. 

Proposi^ao 9.1 

E[X] = J2*(s)P(s) 

seS 


Demonstragao Suponha que os valores distintos de X sejam x l9 i ^ 1. Para 
cada i, suponha que S t seja o evento em que X e igual a x r Isto e, S, = { s : X(s) 
= jcJ. Entao, 

E[X] = J2xiP{X = Xi } 

i 

= 

i 

i seSi 

= EE Xip ( s) 

i s€Si 

i seSi 

= ^X(s)p(s) 
seS 

onde se obtem a igualdade final porque S 19 S 2 ,... sao eventos mutuamente 
exclusivos cuja uniao 6 S. □ 

Exemplo 9b 

Suponha que duas jogadas independentes de uma moeda que da cara com pro¬ 
babilidade p sejam feitas, e suponha que X represente o numero obtido de ea¬ 
rns. Como 

P ( X = 0) = P(t,t) = (l - p) 2 , 

P(X = 1) = P(h,t) + P(t,h) = 2p(l - p) 

P(X = 2)=P(h,h)=p 2 
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tem-se da definigao do valor esperado que 

E[X\ = 0 • (1 -pf + 1 • 2p(l -p) + 2 • p 2 = 2p 
o que concorda com 

E[X]=X(h,h)p 2 + X(h,t)p( 1 - p) + X(f,h)( 1 - p)p + X(t,t)(l - p) 2 

= 2p 2 + p( 1 - p) + (1 - p)p 

= 2p m 

Demonstramos agora o util e importante resultado de que o valor esperado de 
uma soma de variaveis aleatorias e igual a soma de suas esperangas. 


Corolario 9.2 Para as variaveis aleatorias X v X 2 ,...,X n , 


E 





/=! 


Demonstragao Seja Z = Ya=i Entao, pela Proposigao 9.1, 

E[Z] = Y / Z(s)p(s) 
seS 

= ^(Zi(5) + X 2 (s) + ... + X n (s))p(s) 

seS 

~ X\ (s)p(s) + X 2 (s)p(s) + ... + y ^X n (s)p(s) 

seS seS seS 

— E[^i] + £[^ 2 ] + • • • + E[X n \ 


Exemplo 9c 

Determine o valor esperado da soma obtida quando n dados honestos sao 
rolados. 

Solugao Seja X a soma. Vamos computar E[X] usando a representagao 

x = ±x> 

1=1 

onde X t e o valor do dado i. Como X t tern a mesma probabilidade de ser qual- 
quer um dos valores de 1 a 6, obtem-se 

6 

E[Xi] = ^i(l/6) = 21/6 = 7/2 

i =1 


o que leva ao resultado 



= Y J E[X i ] = ?>,5n 
i = 1 ■ 


E[X] = E 
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Exemplo 9d 

Determine o numero esperado de sucessos que resultam de n tentativas quan- 
do a tentativa i tem probabilidade de sucesso p 0 i = 1,..., n. 


Solugao Fazendo 


Xi = 


1 , se a tentativa i e um sucesso 
0 , se a tentativa i e um insucesso 


temos a representagao 

i=1 


Consequentemente, 

E[X] = j^E[Xi] = 

i= 1 i =1 

Observe que esse resultado nao requer que as tentativas sejam independen- 
tes. Ele inclui como caso especial o valor esperado de uma variavel aleatoria 
binomial, que assume tentativas independentes e que todas as probabilidades 
p. sejam iguais a p , tendo portanto media np. Ele tambem fornece o valor es¬ 
perado de uma variavel aleatoria hipergeometrica que representa o numero 
de bolas brancas selecionadas, sem devoluqao, de uma urna com N bolas das 
quais m sao brancas. Podemos interpretar a variavel aleatoria hipergeome¬ 
trica como se representasse o numero de sucessos em n tentativas, onde a 
tentativa i e chamada de sucesso se a /-esima bola selecionada e branca. Como 
a z-esima bola selecionada pode, com mesma probabilidade, ser qualquer uma 
das N bolas, tendo portanto probabilidade mlN de ser branca, tem-se que a 
variavel aleatoria hipergeometrica corresponde ao numero de sucessos em 
n tentativas nas quais cada tentativa tem probabilidade de sucesso p = m/N. 
Portanto, embora essas tentativas hipergeometricas sejam independentes, 
tem-se como resultado do Exemplo 9d que o valor esperado de uma variavel 
aleatoria hipergeometrica enp = nmlN. D 


Exemplo 9e 

Deduza uma expressao para a variancia do numero de tentativas no Exemplo 
9 d que resultam em sucessos, e aplique-a para obter a variancia de uma varia¬ 
vel aleatoria binomial com parametros nep. Aplique-a tambem para obter a 
variancia de uma variavel aleatoria hipergeometrica igual ao numero de bolas 
brancas escolhidas quando n bolas sao escolhidas aleatoriamente de uma urna 
contento N bolas das quais m sao brancas. 
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Solugao Supondo que X represente o numero de tentativas bem-sucedidas e 
usando a mesma representagao de X - isto e, X = Ya=i ” c l ue utilizamos no 
exemplo anterior, temos 


E[X 2 ] = E 


= E 


= E 


E x ‘ 

<1 =1 


n 

V =1 


+ £*; 

1=1 \ i*i 

£,*? + ZT, xx i 

i—1 i=l fri 


= X>[^] + ££w,] 

i= 1 *=1 j¥i 

= I> + ££ 2 W/] 

i i =1 jH 


(9.1) 


onde a equagao final usou a igualdade X^ = X/. Entretanto, como os valores 
possiveis de X, e X ; sao iguais a 0 ou 1, tem-se que 


| 1, seX; = l,Xj = 1 
[ 0, caso contrario 


Portanto, 

E[X-X y ] = P{X f . = 1,X ; = 1} = P(tentativas i e j sejam sucessos) 

Agora, por um lado, seXe binomial, entao, para i ^ j, os resultados da tenta¬ 
tivas i e j sao independentes, com cada uma tendo probabilidade de sucesso p. 
Portanto, 

E[XM=p\i+j 

Juntamente com a Equagao (9.1), a equagao anterior mostra, para uma variavel 
aleatoria binomial X, 

E[X 2 ] = rc/? + -l)/? 2 


implicando que 

Var(X) = £[X 2 ] - (E[X]) 2 = np + - l)p 2 - n 2 /? 2 — rcp(l - p) 
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Por outro lado, se a variavel aleatoria X e hipergeometrica, entao, dado que 
uma bola branca seja escolhida na tentativa z, cada uma das outras N- 1 bolas, 
das quais m - 1 sao brancas, tern a mesma probabilidade de ser a y-esima bola 
escolhida, para j z. Consequentemente, para j ^ i , 

P{Xi = 1 ,Xj = 1} = P{Xi = 1 }P[Xj = l\Xj = l} = ~ 

Usando p l = m/iV, obtemos agora, da Equagao (9.1), 

o-, nm , „ mm — 1 

£pr] = - s -+»(»-D J?i5 - T 


Consequentemente, 


nm 


Var(2f) = — + n(n - 1) 
A 


mm — 1 


N N - 1 



2 


o que, conforme mostrado no Exemplo 8j, pode ser simplificado para 


Var(2SQ = np(l — y?) 




onde p = m/N. 


■ 


4.10 PROPRIEDADES DA FUN^AO DISTRIBUigAO CUMULATIVA 

Lembre que, para a fungao distribuigao F de X , F(fe) representa a probabilida¬ 
de de que a variavel aleatoria X assuma um valor menor ou igual a b. A seguir 
temos algumas propriedades da fungao distribuigao cumulativa (f.d.c.) F: 

1. F 6 uma fungao nao decrescente; isto e, se a < b , entao F(n) < F(b ). 

2. lim F(b) = 1 

b—>oo 

3. lim F(6) = 0 

£>—> —oo 

4. F e contfnua a direita. Isto e, para qualquer b e qualquer sequencia decres¬ 
cente b n , n > 1, que convirja para lim F(6 n ) = F(6). 

Obtem-se a Propriedade 1 porque, conforme notado na Segao 4.1, para 
a < b, o evento [X < a} esta contido no evento {X < 6} e portanto nao pode 
ter uma probabilidade maior. As propriedades 2,3 e 4 resultam da proprie¬ 
dade da continuidade de probabilidades (Segao 2.6). Por exemplo, para pro- 
var a propriedade 2, observamos que se b n tende a oo, entao os eventos [X < 
n > 1, sao eventos crescentes cuja uniao e o evento {A < oo}. Portanto, 
pela propriedade da continuidade de probabilidades, 

lim P[X < &„} = P{X < oc} = 1 

n—>■ oo 


o que prova a propriedade 2. 
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A prova da propriedade 3 e similar e por isso e deixada como exercfcio. 
Para provar a propriedade 4, observamos que se b n decresce em diregao a b, 
entao {X < b n }, n > 1, sao eventos decrescentes cuja intersegao e [X < ft}. A 
propriedade da continuidade entao determina que 

lim P{X < ft„} =P{X < ft} 

n 

o que verifica a propriedade 4. 

Tudo o que se deseja saber a respeito de X pode ser obtido a partir de sua 
fungao distribuigao cumulativa, F. Por exemplo, 

P[a < X < ft} = F(b) - F(a) para todo a < ft (8.1) 

A validade desta equagao pode ser vista com mais clareza se escrevermos o 
evento [X < ft} como sendo a uniao dos eventos mutuamente exclusivos {X < a] 
e {a < X < ft}. Isto e, 

{X<b} = {X<a}U{a<X<b} 


entao 


P{X<b] = P[X<a] + P{a<X<b) 
o que estabelece a Equagao (9.1). 

Se quisermos calcular a probabilidade de que X seja estritamente menor 
que ft, podemos novamente aplicar a propriedade da continuidade para obter 

P{X < b} = P ( lirr^ j* < b - 1 
= lim P (X < b - - ) 

oo y n) 

= lim F (b — 

oo \ / 

Note que P[X < ft} nao e necessariamente igual a F(ft), ja que F(b) tambem 
inclui a probabilidade de que X seja igual a ft. 


Exemplo 10a 

A fungao distribuigao da variavel aleatoria X e dada por 

0 x < 0 

% 0 < 1 

2 


F(x) = 


- I < x < 2 
3 

11 o < , 

12 2S '< 3 

1 3<i 
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F{x) 



Figura 4.8 Grafico de F(x). 


Um grafico de F(x) e apresentado na Figura 4.8. Calcule (a) P{X < 3}, (b) P\X 
= 1). ( c ) P{X > ^} e (d) P{2 < X<4\. 

11 


(b) 


} ( 

1\ 

| = lim F (3 — 

-) 

J » V 

nj 

P{X < 1} 


(1 _ l\ = ? 

1 

V n) 3 

" 2 


12 


(c) 


P ^>2 


= 1 - P\X < 


= 1 




(d) 


P{2 < X < 4} = F(4) - F( 2) 
_ 1_ 

~ 12 


RESUMO 

Uma fungao real definida a partir do resultado de um experimento probabilis- 
tico e chamada de variavel aleatoria. 

Se X e uma variavel aleatoria, entao a fungao F(x) definida como 

F(x) = P{X<x} 

e chamada de fungao distribuigao de XTodas as probabilidades relacionadas a 
X podem ser escritas em termos de F. 



Capftulo4 • Variaveis Aleatorias 213 


Uma variavel aleatoria cujo conjunto de valores possiveis e finito ou con- 
tavelmente finito e chamada de discreta. Se X e uma variavel aleatoria discreta, 
entao a fungao 

p(x ) = P{X = x } 

e chamada de fungao discreta de probabilidade (ou simplesmente fungao de 
probabilidade) de X. Alem disso, a grandeza E[X] definida como 

E[X]= Y, 

x:p(x)>0 

e chamada de valor esperado de X. E[X] e comumente chamada de media ou 
esperanga de X. 

Uma util identidade mostra que, para uma fungao g, 

E[g(X)]= L g(x)p(x) 

x:p{ jc)>0 

A variancia de uma variavel aleatoria X , escrita Var(X) ? 6 definida por 

Var(X) = E[(X - E\X\f] 

A variancia, que e igual ao valor esperado do quadrado da diferenga entre 
X e seu valor esperado, e uma medida da dispersao dos possiveis valores de X 
Uma identidade util e a seguinte 

Var(Z) = E[X 2 ] - {E[X\f 

A grandeza VVar(X) 6 chamada de desvio padrao de X. 

Agora discutimos alguns tipos comuns de variaveis aleatorias discretas. A 
variavel aleatoria cuja fungao de probabilidade e dada por 

p{i)=[ n i \p\l- p ) n - i i = 0,...,n 

e chamada de variavel aleatoria binomial com parametros n e p. Tal variavel 
aleatoria pode ser interpretada como sendo o numero de sucessos que ocorrem 
quando n tentativas independentes, cada uma das quais com probabilidade de 
sucesso p , sao realizadas. Sua media e variancia sao dadas por 

E[X] = np Var(X) = np(l -p) 

A variavel aleatoria X cuja fungao de probabilidade e dada por 



e chamada de variavel aleatoria de Poisson com parametro A. Se um grande nu¬ 
mero de tentativas independentes (ou aproximadamente independentes) sao 
realizadas, cada uma com pequena probabilidade de sucesso, entao o numero 
de tentativas bem-sucedidas que se tern como resultado tern uma distribuigao 
que e aproximadamente igual aquela de uma variavel aleatoria de Poisson. A 
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media e a variancia de uma variavel aleatoria de Poisson sao ambas iguais ao 
parametro A. Isto e, 


E[X\ = Var(A) = A 

A variavel aleatoria X cuja fun^ao de probabilidade e dada por 

p(i) =p(l-p) i_1 i = 1,2,... 

e chamada de variavel aleatoria geometrica com parametro p.Tal variavel alea¬ 
toria representa o numero da tentativa que levou ao primeiro sucesso quando 
cada tentativa tern probabilidade de sucesso pee independente. Sua media e 
variancia sao dadas por 

E[X] = - Var(X) = ^-^ 

P P 2 

A variavel aleatoria X cuja fungao de probabilidade e dada por 
P(i) =(r~ 1 )^ (1 “ P )l ~ r 1 ~ r 


e chamada de variavel aleatoria binomial negativa com parametros rep. Essa 
variavel aleatoria representa o numero da tentativa do i-6 simo sucesso quando 
cada tentativa tern probabilidade de sucesso pee independente. Sua media e 
variancia sao dadas por 

E[X] = - Var(X) = — ~ P) 

P P z 


Uma variavel aleatoria hipergeometrica X com parametros n,Nem representa 
o numero de bolas brancas selecionadas quando n bolas sao escolhidas aleato- 
riamente de uma urna que contem N bolas das quais m sao brancas. A fungao 
de probabilidade dessa variavel aleatoria e dada por 


Pii) = 



i = 0 ,..., m 


Com p = m/N, sua media e variancia sao 

E[X] = np Var(X) = ^ — \ p( 1 - p) 


Uma propriedade importante do valor esperado e a de que o valor esperado 
de uma soma de variaveis aleatorias e igual a soma de seus respectivos valores 
esperados. Isto e, 


E 



i =1 
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PROBLEMAS 


4.1 Duas bolas sao escolhidas aleatoriamente 
de uma urna que contem 8 bolas bran- 
cas, 4 pretas e 2 laranjas. Suponha que 
ganhemos R$2,00 para cada bola preta 
selecionada e percamos R$1,00 para cada 
bola branca selecionada. Suponha que X 
represente nossas vitorias. Qual sao os va- 
lores possfveis de X e quais sao as proba- 
bilidades associadas a cada valor? 

4.2 Dois dados honestos sao rolados. Seja X 
igual ao produto dos dois dados. Calcule 
P{X - i] para i = 1,...,36. 

4.3 Tres dados sao rolados. Supondo que cada 
um dos 6 3 = 216 resultados possfveis seja 
igualmente provavel, determine as proba- 
bilidades associadas aos valores possfveis 
que X pode assumir, onde lea soma dos 
3 dados. 

4.4 Cinco homens e 5 mulheres sao classifi- 
cados de acordo com suas notas em uma 
prova. Suponha que nao existam notas 
iguais e que todas as 10! classificagoes 
possfveis sejam igualmente provaveis. 
Faga X representar a melhor classificagao 
obtida por uma mulher (por exemplo, X 
= 1 se a pessoa mais bem classificada for 
uma mulher). Determine P{X — /}, i = 1, 
2 , 3 ,..., 8 , 9 , 10 . 

4.5 Suponha que X represente a diferenga 
entre o numero de caras e coroas obti- 
do quando uma moeda e jogada n vezes. 
Quais sao os possfveis valores de XI 

4.6 No Problema 4.5, para n =3, se a moeda e 
honesta, quais sao as probabilidades asso¬ 
ciadas aos valores que X pode assumir? 

4.7 Suponha que um dado seja rolado duas 
vezes. Quais sao os possfveis valores que 
as seguintes variaveis aleatorias podem 
assumir?: 

(a) o maximo valor que aparece nas duas 
vezes que o dado e jogado. 

(b) o mfnimo valor que aparece nas duas 
vezes que o dado e jogado. 

(c) a soma das duas jogadas. 

(d) o valor da primeira jogada menos o 
valor da segunda jogada. 

4.8 Se o dado do Problema 4.7 e honesto, 
calcule as probabilidades associadas as 
variaveis aleatorias nas letras (a) a (d). 


4.9 Repita o Exemplo lb quando as bolas sao 
selecionadas com devolugao. 

4.10 No Exemplo Id, calcule a probabilida- 
de condicional de que ganhemos i reais, 
dado que ganhemos algo; calcule-a para 
i = 1,2,3. 

4.11 (a) Um inteiro N e selecionado aleato¬ 

riamente de {1,2,..., (10) 3 }, onde cada 
um dos numeros tern a mesma proba- 
bilidade de ser selecionado. Qual e a 
probabilidade de que N seja divisfvel 
por 3? por 5? por 7? por 15? por 105? 
Como sua resposta mudaria se (10) 3 
fosse trocado por (10)* a medida que 
k se tornasse cada vez maior? 

(b) Uma importante fungao na teoria dos 
numeros - cujas propriedades estao 
relacionadas aquele que e considera- 
do um dos mais importantes proble- 
mas nao resolvidos da matematica, 
a hipotese de Riemann - e a fungao 
Mobius ), definida para todos os 
valores n inteiros positivos da forma 
a seguir: fatore n em seus fatores pri- 
mos. Se houver um fator primo repeti- 
do, como em 12 = 2 • 2 • 3 ou 49 = 7 • 
7, entao ix{n) e igual a 0, por definigao. 
Considere que N seja agora escolhi- 
do aleatoriamente a partir de (1, 2 ,... 
(10)*}, onde k e grande. Determine 
P[fji(N) = 0} a medida que /c— 

Dica : Para calcular P{fjb(N) 0}, use a 
identidade 


^ P] - 1 / 3 \ / 8 \ / 24 \ / 48 \ _ 6 
^ 1 P 2 "" V4/ \9J \ 25j V49/ ” tt2 

i— 1 i 


onde P i e o f-esimo menor fator primo. (O 
numero 1 nao e um fator primo.) 

4.12 No jogo de Morra Dois Dedos, 2 jogado- 
res mostram 1 ou 2 dedos e dizem simul- 
taneamente o numero de dedos que o 
seu oponente ira mostrar. Se apenas um 
dos jogadores acertar, ele recebe uma 
quantidade (em reais) igual a soma dos 
dedos mostrados por ele e por seu opo¬ 
nente. Se ambos os jogadores acertarem 
ou se ambos errarem, entao ninguem 
ganha nada. Considere um jogador espe- 
cffico e chame de X a quantidade de di- 
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nheiro que ele ganha em um unico jogo 
de Morra Dois Dedos. 

(a) Se cada jogador age independente- 
mente do outro, e se cada um deles faz 
a escolha do numero de dedos que ele 
e seu oponente vao mostrar de forma 
tal que cada uma das possibilidades 
seja igualmente provavel, quais sao os 
valores possfveis de X e quais sao as 
suas probabilidades associadas? 

(b) Suponha que cada jogador aja inde- 
pendentemente do outro. Se cada um 
dos jogadores decide mostrar o mes- 
mo numero de dedos que ele imagi- 
na que seu oponente ira mostrar, e se 
cada jogador tern a mesma probabili¬ 
dade de mostrar 1 ou 2 dedos, quais 
sao os valores possfveis de X e suas 
probabilidades associadas? 

4.13 Um vendedor agendou duas visitas para 
vender enciclopedias. Sua primeira visi- 
ta resultara em venda com probabilida¬ 
de 0,3, e sua segunda visita resultara em 
venda com probabilidade de 0,6, sendo 
ambas as probabilidades de venda inde- 
pendentes. Qualquer venda realizada tern 
a mesma probabilidade de ser do modelo 
luxo, que custa R$ 1000,00, ou do modelo 
padrao, que custa R$ 500,00. Determine 
a fungao de probabilidade de X , o valor 
total das vendas em reais. 

4.14 Cinco numeros distintos sao aleatoriamente 
distribufdos entre jogadores numerados de 
1 a 5. Sempre que dois jogadores comparam 
os seus numeros, aquele com o maior nu¬ 
mero e declarado vencedor. Inicialmente, os 
jogadores 1 e 2 comparam os seus numeros. 
O vencedor entao compara o seu numero 
com aquele do jogador 3, e assim por dian- 
te. Suponha que X represente o numero de 
vezes em que o jogador leo vencedor. De¬ 
termine P[X = /}, i = 0,1,2,3,4. 

4.15 A loteria de novatos da Associagao Na¬ 
tional de Basquete (NBA) envolve os 11 
times que tiveram a pior campanha duran¬ 
te o ano. Um total de 66 bolas e colocado 
em uma urna. Cada uma dessas bolas tern 
estampado o nome de um time: 11 tern o 
nome do time com a pior campanha, 10 
tern o nome do time com a segunda pior 
campanha, 9 tern o nome do time com a 
terceira pior campanha, e assim por diante 


(com a bola 1 tendo o nome do time que 
teve a decima primeira pior campanha). 
Uma bola e sorteada e o time que tiver 
o seu nome estampado nesta bola tem a 
chance de fazer a primeira escolha den- 
tre um grupo de jogadores novatos que 
vao fazer a sua estreia na liga. Outra bola 
e entao sorteada, e se ela “pertencer” a 
um time diferente daquele que recebeu a 
chance da primeira escolha, entao o time 
a qual ela pertence tem a chance de fazer 
a segunda escolha dentre os jogadores 
novatos (se a bola pertencer ao time que 
recebeu a chance da primeira escolha, ela 
e entao descartada e outra bola e escolhi- 
da; isso continua ate que bola de um time 
diferente seja escolhida). Finalmente, mais 
uma bola e escolhida, e o time com o nome 
estampado nessa bola (desde que este seja 
diferente dos dois primeiros times) recebe 
a chance de fazer a terceira escolha. As es- 
colhas 4 a 11 remanescentes sao entao da- 
das como premio para os 8 times que “nao 
ganharam na loteria” em ordem inversa a 
de suas campanhas. Por exemplo, se o time 
com a pior campanha nao recebeu a chan¬ 
ce de fazer qualquer uma das 3 escolhas, 
entao esse time recebe a quarta escolha. Se 
X representar a chance de escolha do time 
com a pior campanha, determine a fungao 
de probabilidade de X. 

4.16 No Problema 4.15, chame de time 1 o 
time com a pior campanha, time 2 aque¬ 
le com a segunda pior campanha, e assim 
por diante. Suponha que Y i represente o 
time que tenha a i-esima chance de esco- 
lher um novato (assim, Yj = 3 se a primei¬ 
ra bola sorteada pertencer ao numero 3). 
Determine a fungao de probabilidade de 
(a)Y J ,(b)Y 2 e(c)Y 3 . 

4.17 Suponha que a fungao distribuigao de X 
seja dada por 


F(b) = 


0 

b 

4 

1 b - 1 

2 + 
n 
12 

l 


b < 0 
0 < b < 1 

1 < b < 2 

2 < b < 3 

3 < b 
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(a) Determine P{X = i}, i = 1,2,3. 

(b) Determine P\^ < X < |). 

4.18 Quatro jogadas independentes de uma 
moeda honesta sao feitas. Seja X o nu- 
mero obtido de caras. Esboce a fungao de 
probabilidade da variavel aleatoria X - 2. 

4.19 Se a fungao distribuigao de X e dada por 

0 b < 0 

\ 0 < b < 1 

2 

3 

5 1 - b < 2 

4 

5 2£ft<3 


1 b > 3,5 

calcule a fungao de probabilidade de X. 

4.20 Um livro de jogos de azar recomenda a 
seguinte “estrategia de vitoria” para o 
jogo de roleta: aposte R$ 1,00 no verme- 
lho. Se der vermelho (o que tern proba¬ 
bilidade de 5 ! de ocorrer), pegue o lucro 
de R$1,00 e desista. Se o vermelho nao 
aparecer e voce perder a aposta (o que 
tern probabilidade de de ocorrer), faga 
apostas adicionais de R$ 1,00 no verme¬ 
lho em cada um dos proximos dois giros 
da roleta e entao desista. Se X representa 
seu lucro quando voce sair da mesa, 

(a) determine P{X > 0] 

(b) voce esta convencido de que a estra¬ 
tegia e de fato uma “estrategia de vi¬ 
toria”? Explique a sua resposta. 

(c) calcule E[X ]. 

4.21 Quatro onibus levando 148 estudantes da 
mesma escola chegam a um estadio de fu- 
tebol. Os onibus levam, respectivamente, 
40,33,25 e 50 estudantes. Um dos estudan¬ 
tes e selecionado aleatoriamente. Suponha 
que X represente o numero de estudantes 
que estavam no onibus que levava o estu- 
dante selecionado. Um dos 4 motoristas 
dos onibus tambem e selecionado aleato¬ 
riamente. Seja Y o numero de estudantes 
no onibus do motorista selecionado. 

(a) Qual valor esperado voce pensa ser 
maior, E[X\ ou E[Y]1 

(b) Calcule E[X] e E[Y]. 



4.22 Suponha que dois times joguem uma serie 
de partidas que termina quando um deles 
tiver ganhado i partidas. Suponha que cada 
partida jogada seja, independentemente, 
vencida pelo time A com probabilidade p. 
Determine o numero esperado de partidas 
jogadas quando (a) i = 2 e (b) i = 3. Tam¬ 
bem, mostre em ambos os casos que este 
numero e maximizado quando p = \. 

4.23 Voce tern R$1000,00, e certa mercadoria 
e vendida atualmente por R$2,00 o quilo. 
Suponha que uma semana depois a mer¬ 
cadoria passe a ser vendida por R$1,00 
ou R$4,00 o quilo, com essas duas possi- 
bilidades sendo igualmente provaveis. 

(a) Se o seu objetivo e maximizar a quan- 
tidade esperada de dinheiro que voce 
possuira no final da semana, que es¬ 
trategia voce deve empregar? 

(b) Se o seu objetivo e maximizar a quan- 
tidade esperada de mercadoria que 
voce possuira no final da semana, que 
estrategia voce deve empregar? 

4.24 A e B jogam o seguinte jogo: A escreve o 
numero 1 ou o numero 2 , e B deve adivi- 
nhar que numero foi escrito. Se o numero 
que A escreveu e i e B o adivinha, B rece- 
be i unidades de A. Se B erra sua tentati- 
va, B paga 3/4 de unidade a A. Se B torna 
a sua escolha aleatoria arriscando 1 com 
probabilidade p e 2 com probabilidade 1 
-/?, determine seu ganho esperado se (a) 
A escreveu o numero 1 e (b) se A escre¬ 
veu o numero 2 . 

Que valor de p maximiza o valor mf- 
nimo possfvel do ganho esperado de B , e 
qual e este valor? (Observe que o valor 
esperado do ganho de B nao depende so- 
mente de p, mas tambem do que faz A) 
Considere agora o jogador A. Supo¬ 
nha que ele tambem torne a sua decisao 
aleatoria, escrevendo o numero 1 com 
probabilidade q. Qual e a perda esperada 
de A se (c) B escolher o numero 1 e (d) B 
escolher o numero 2 ? 

Que valor de q minimiza a maxima 
perda esperada de ^4? Mostre que o mi- 
nimo da perda maxima esperada de A e 
igual ao maximo do minimo ganho es¬ 
perado de B. Este resultado, conhecido 
como o Teorema Minimax, foi estabeleci- 
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do pelo matematico John von Neumann 
eeo resultado fundamental da disciplina 
da matematica conhecida como teoria 
dos jogos. O valor comum e chamado de 
valor do jogo para o jogador B. 

4.25 Jogam-se duas moedas. A primeira moeda 
da cara com probabilidade 0,6, e a segun- 
da, com probabilidade 0,7. Suponha que 
os resultados das jogadas sejam indepen- 
dentes e que X seja igual ao numero total 
de caras que saem. 

(a) Determine P{X = 1}. 

(b) Determine E[X |. 

4.26 Escolhe-se aleatoriamente um numero de 
1 a 10. Voce deve adivinhar que numero 
foi escolhido perguntado questoes com 
respostas do tipo “sim ou nao? Calcule o 
numero esperado de perguntas que voce 
precisara perguntar em cada um dos ca- 
sos a seguir: 

(a) Sua /-esima questao e do tipo “Foi o 
numero i que saiu?’’com i = 1,2,3,4, 
5,6,7,8,9,10. 

(b) Com cada pergunta voce tenta elimi- 
nar metade dos numeros restantes, na 
medida do possivel. 

4.27 Uma companhia de seguros vende uma 
apolice dizendo que uma quantidade 
A de dinheiro deve ser paga se algum 
evento E ocorrer em um ano. Se a com¬ 
panhia estima que E tern probabilidade p 
de ocorrer em um ano, que prego deve o 
cliente pagar pela apolice se o lucro espe¬ 
rado pela companhia e de 10% ? 

4.28 Uma amostra de 3 itens e selecionada 
aleatoriamente de uma caixa contendo 20 
itens, dos quais 4 sao defeituosos. Deter¬ 
mine o numero esperado de itens defei¬ 
tuosos na amostra. 

4.29 Existem duas causas possiveis para a que- 
bra de certa maquina. Verificar a primeira 
possibilidade custa C, reais, e, se aquela ti- 
ver sido de fato a causa da quebra, o pro- 
blema pode ser reparado ao custo de R } 
reais. Similarmente, existem os custos C 2 
e R 2 associados a segunda possibilidade. 
Suponha que pel-/? representem, res- 
pectivamente, as probabilidades de que a 
quebra seja causada pela primeira e pela 
segunda possibilidades. Em quais condi- 
goes de /?, C ( , e R,, i = 1,2, devemos verifi¬ 


car inicialmente a primeira causa possivel 
de defeito e depois a segunda, em vez de 
inverter a ordem de verificagao, de forma 
a minimizarmos o custo envolvido na ma- 
nuten^ao da maquina? 

Nota: Se a primeira verificagao for nega- 
tiva, devemos ainda assim verificar a se¬ 
gunda possibilidade. 

4.30 Uma pessoa joga uma moeda honesta ate 
que de coroa pela primeira vez. Se a co- 
roa aparece na «-esima jogada, a pessoa 
ganha T reais. Seja X o numero de vito- 
rias do jogador. Mostre que E[X\ = +°°. 
Este problema e conhecido como o para- 
doxo de Sao Petesburgo. 

(a) Voce pagaria R$ 1 milhao para jogar 
este jogo uma unica vez? 

(b) Voce pagaria R$ 1 milhao por cada 
jogo caso voce pudesse jogar o tanto 
de partidas que quisesse e tivesse que 
pagar somente depois que parasse de 
jogar? 

4.31 A cada noite diferentes meteorologistas 
nos dao a probabilidade de chuva no dia 
seguinte. Para julgar quao boa e a pre- 
visao do tempo feita por essas pessoas, 
vamos classifica-las da forma a seguir: se 
um meteorologista diz que chovera com 
probabilidade p, entao ele ou ela recebe- 
ra uma nota de 

1 - (1 - p) 2 se chover 
1 -p 2 se nao chover 

Vamos entao anotar as notas ao longo de 
um determinado perfodo de tempo e con- 
cluir que o meteorologista com a maior 
nota media e aquele que melhor preve o 
tempo. Suponha agora que certo meteo¬ 
rologista esteja ciente de nosso mecanis- 
mo de notas e queira maximizar sua nota 
esperada. Se essa pessoa acredita verda- 
deiramente que chovera amanha com 
probabilidade p*, que valor de p ele ou 
ela deve declarar de forma a maximizar a 
nota esperada? 

4.32 Cem pessoas terao seu sangue examina- 
do para determinar se possuem ou nao 
determinada doenga. Entretanto, em vez 
de testar cada indivfduo separadamente, 
decidiu-se primeiro colocar as pessoas em 
grupos de 10. As amostras de sangue das 
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10 pessoas de cada grupo serao analisadas 
em conjunto. Se o teste der negativo, ape- 
nas um teste sera suficiente para as 10 pes¬ 
soas. Por outro lado, se o teste der positi- 
vo, cada uma das demais pessoas tambem 
sera examinada e, no total, 11 testes serao 
feitos no grupo em questao. Suponha que 
a probabilidade de se ter a doenga seja de 
0,1 para qualquer pessoa, de forma inde- 
pendente, e calcule o numero esperado de 
testes necessarios para cada grupo (ob¬ 
serve que supomos que o teste conjunto 
dara positivo se pelo menos uma pessoa 
no conjunto tiver a doenga). 

4.33 Um jornaleiro compra jornais por 10 
centavos e vende-os por 15 centavos. En- 
tretanto, ele nao pode retornar os jornais 
que nao tiver vendido. Se sua demanda 
diaria for uma variavel aleatoria binomial 
com n — 10, p = 1/3, aproximadamente 
quantos jornais ele deve comprar de for¬ 
ma a maximizar o seu lucro esperado? 

4.34 No Exemplo 4b, suponha que a loja de 
departamentos embuta um custo adicio- 
nal c por cada unidade de demanda nao 
atingida (esse tipo de custo e frequen- 
temente chamado de custo goodwill 
porque a loja perde a boa vontade dos 
consumidores cuja demanda ela nao foi 
capaz de suprir). Calcule o lucro espera¬ 
do quando a loja armazena 5 unidades, e 
determine o valor de s que maximiza o 
lucro esperado. 

4.35 Uma caixa contem 5 bolas de gude ver- 
melhas e 5 azuis. Duas bolas de gude sao 
retiradas aleatoriamente. Se elas tiverem a 
mesma cor, voce ganha R$l,10; se elas tive¬ 
rem cores diferentes, voce ganha -R$1,00 
(isto e, voce perde R$1,00). Calcule 

(a) o valor esperado da quantia que voce 
ganha; 

(b) a variancia da quantia que voce ganha. 

4.36 Considere o Problema 4.22 com i = 2. 
Determine a variancia do numero de par- 
tidas jogadas e mostre que este numero e 
maximizado quando p = 

4.37 Determine Var(2T) e Var(E) para X e Y 
dados no Problema 21. 

4.38 Se E\X\ — 1 e Var(2f) = 5, determine 

(a) E[( 2 + X 2 )] 

(b) Var(4 + 3X). 


4.39 Uma bola e sorteada de uma urna que con¬ 
tem 3 bolas brancas e 3 bolas pretas. Apos 
o seu sorteio, ela e recolocada na urna e 
entao outra bola e sorteada. Esse processo 
segue indefinidamente. Qual e a probabili¬ 
dade de que, das primeiras 4 bolas sortea- 
das, exatamente 2 sejam brancas? 

4.40 Em um teste de multipla escolha com 3 
respostas possiveis para cada uma das 5 
questoes, qual e a probabilidade de que 
um estudante acerte 4 questoes ou mais 
apenas chutando? 

4.41 Um homem diz ter percepgao extrassen- 
sorial. Como um teste, uma moeda hones- 
ta e jogada 10 vezes e pede-se ao homem 
que preveja o resultado. Ele acerta 7 vezes 
em 10. Qual e a probabilidade de que ele 
consiga o mesmo fndice de acertos mesmo 
nao tendo percepgao extrassensorial? 

4.42 Suponha que, durante o voo, de forma 
independente, os motores de um aviao te- 
nham probabilidade 1 -p de falharem. Se 
um aviao precisa da maioria de seus mo¬ 
tores operando para completar um voo 
de forma bem-sucedida, para que valores 
de p um aviao com 5 motores e preferfvel 
em relagao ao um aviao de 3 motores? 

4.43 Um canal de comunicagdes transmite 
os algarismos 0 e 1. Entretanto, devido 
a interferencia estatica, um algarismo 
transmitido tern probabilidade 0,2 de ser 
incorretamente recebido. Suponha que 
queiramos transmitir uma mensagem im- 
portante formada por um unico algarismo 
binario. Para reduzir as chances de erro, 
transmitimos 00000 em vez de 0 e 11111 
em vez de 1. Se o receptor da mensagem 
usa um decodificador de “maioria’,’qual e 
a probabilidade de que a mensagem nao 
esteja correta quando decodificada? 

4.44 Um sistema de satelite e formado por n 
componentes e funciona em qualquer dia 
se pelo menos k dos n componentes fun- 
cionarem naquele dia. Em um dia ehuvo- 
so, cada um dos componentes funciona 
independentemente com probabilidade 
p lt enquanto em um dia seco eles funcio- 
nam com probabilidade p 2 . Se a probabi¬ 
lidade de chuva para amanha e igual a a, 
qual e a probabilidade de que o sistema 
de satelite funcione? 
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4.45 Um estudante se prepara para fazer uma 
importante prova oral e esta preocupado 
com a possibilidade de estar em um dia 
“bom” ou em um dia “ruim” Ele pensa 
que se estiver em um dia bom, entao cada 
um de seus examin adores ira aprova-lo, 
independentemente uns dos outros, com 
probabilidade 0,8. Por outro lado, se es¬ 
tiver em um dia ruim, essa probabilidade 
caira para 0,4. Suponha que o estudante 
seja aprovado caso a maioria dos exami- 
nadores o aprove. Se o estudante pensa 
que tern duas vezes mais chance de estar 
em um dia ruim do que em um dia bom, 
e melhor que ele faga a prova com 3 ou 5 
examinadores? 

4.46 Suponha que sejam necessarios pelo me- 
nos 9 votos de um juri formado por 12 
jurados para que um reu seja condenado. 
Suponha tambem que a probabilidade 
de que um jurado vote na inocencia de 
uma pessoa culpada seja de 0,2, enquanto 
a probabilidade de que o jurado vote na 
culpa de uma pessoa inocente seja de 0,1. 
Se cada jurado age independentemente 
e se 65% dos reus sao culpados, determi¬ 
ne a probabilidade de que o juri chegue 
a conclusao correta. Que percentual de 
reus e condenado? 

4.47 Em algumas cortes militares, 9 jufzes sao 
nomeados. Entretanto, tanto os advoga- 
dos de acusagao quanto os de defesa tern 
o direito de contestar qualquer juiz, e nesse 
caso o juiz contestado e removido do caso 
sem ser substitufdo. Um reu e declarado 
culpado se a maioria dos jufzes o conside- 
rar culpado. Do contrario, ele ou ela e de¬ 
clarado inocente. Suponha que quando o 
reu for de fato culpado, cada juiz ira (inde¬ 
pendentemente) condena-lo com probabi¬ 
lidade 0,7. Se em vez disso o reu for de fato 
inocente, essa probabilidade cai para 0,3. 

(a) Qual e a probabilidade de que um reu 
de fato culpado seja declarado culpa¬ 
do quando ha (i) 9, (ii) 8, (iii) 7 jufzes? 

(b) Repita a letra (a) para um reu ino¬ 
cente. 

(c) Se o advogado de acusagao nao exer- 
cer o seu direito de contestar um juiz, 
e se a defesa tern direito a um maximo 
de duas contestagoes, quantas contes- 


tagoes deve fazer o advogado de defe¬ 
sa se ele ou ela tiver 60% de certeza 
de que o cliente e culpado? 

4.48 Sabe-se que os disquetes produzidos por 
certa companhia tern probabilidade de de- 
feito igual a 0,01, independentemente uns 
do outros. A companhia vende os disque¬ 
tes em embalagens com 10 e oferece uma 
garantia de devolugao se mais que 1 dis- 
quete em uma embalagem com 10 disque¬ 
tes apresentar defeito. Se alguem compra 3 
embalagens, qual e a probabilidade de que 
ele ou ela devolva exatamente 1 delas? 

4.49 A moeda 1 da cara com probabilidade 
0,4; a moeda 2 tern probabilidade 0,7 de 
dar cara. Uma dessas moedas e escolhida 
aleatoriamente e jogada 10 vezes. 

(a) Qual e a probabilidade de que a 
moeda de cara em exatamente 7 das 
10jogadas? 

(b) Dado que a primeira dessas 10 joga¬ 
das de cara, qual e a probabilidade 
condicional de que exatamente 7 das 
10 jogadas deem cara? 

4.50 Suponha que uma moeda viciada que 
de cara com probabilidade p seja jogada 
10 vezes. Dado que um total de 6 caras 
tenha safdo, determine a probabilidade 
condicional de que os 3 primeiros resul- 
tados sejam 

(a) h, t , t (significando que o primeiro re- 
sultado tenha sido cara, o segundo co- 
roa, e o terceiro coroa) 

(b) t,h,t. 

4.51 O numero esperado de erros tipograficos 
em uma pagina de certa revista e igual a 
0,2. Qual e a probabilidade de que a pro- 
xima pagina que voce leia contenha (a) 0 
e (b) 2 ou mais erros tipograficos? 
Explique o seu raciocmio! 

4.52 O numero medio mensal de acidentes 
aereos envolvendo avioes comerciais em 
todo o mundo e igual a 3,5. Qual e a pro¬ 
babilidade de que 

(a) ocorram pelo menos 2 acidentes desse 
tipo no proximo mes? 

(b) ocorra no maximo 1 acidente no pro¬ 
ximo mes? 

Explique o seu raciocmio! 

4.53 Aproximadamente 80.000 casamentos fo- 
ram celebrados no estado de Nova York 
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no ano passado. Estime a probabilidade 
de que, em pelo menos um desses casais, 

(a) ambos os parceiros tenham nascido 
no dia 30 de abril? 

(b) ambos os parceiros celebrem seu ani- 
versario no mesmo dia do ano? 

Explique suas hipoteses! 

4.54 Suponha que o numero medio de carros 
abandonados semanalmente em certa au- 
toestrada seja igual a 2,2. Obtenha uma 
aproximagao para a probabilidade de que 

(a) nenhum carro seja abandonado na se- 
mana que vem. 

(b) pelo menos 2 carros sejam abandona¬ 
dos na semana que vem. 

4.55 Certa agenda de digita$ao emprega dois 
digitadores. O numero medio de erros 
por artigo e de 3 quando este e digitado 
pelo primeiro digitador e 4,2 quando digi¬ 
tado pelo segundo. Se o seu artigo tern a 
mesma probabilidade de ser digitado por 
qualquer um dos digitadores, obtenha 
uma aproxima^ao para a probabilidade 
de que ele nao tenha erros. 

4.56 Quantas pessoas sao necessarias para que 
a probabilidade de que pelo menos uma 
delas faga aniversario no mesmo dia que 
voce seja maior que 

4.57 Suponha que o numero de acidentes que 
ocorrem em uma autoestrada em cada 
dia seja uma variavel aleatoria de Poisson 
com parametro A = 3. 

(a) Determine a probabilidade de que 3 
ou mais acidentes ocorram hoje. 

(b) Repita a letra (a) supondo que pelo 
menos 1 acidente ocorra hoje. 

4.58 Compare a aproxima^ao de Poisson com 
a probabilidade binomial correta para os 
seguintes casos: 

(a) P{X = 2} quando n = 8,/? = 0,1. 

(b) P\X ~ 9} quando n = 10,/? = 0,95. 

(c) P\X = 0} quando n = 10,/? = 0,1. 

(d) P{X = 4} quando n = 9,/? = 0,2. 

4.59 Se voce compra um bilhete de loteria que 
concorre em 50 sorteios, em cada um dos 
quais sua chance de ganhar e de ^q, qual 
e a probabilidade (aproximada) de que 
voce ganhe um premio 

(a) pelo menos uma vez? 

(b) exatamente uma vez? 

(c) pelo menos duas vezes? 


4.60 O numero de vezes em que uma pessoa 
contrai um resfriado em um dado ano e 
uma variavel aleatoria de Poisson com 
parametro A = 5. Suponha que a propa¬ 
ganda de uma nova droga (baseada em 
grandes quantidades de vitamina C) diga 
que essa droga reduz os parametros da 
distribui^ao de Poisson para A = 3 em 
75% da popula^ao. Nos 25% restantes, a 
droga nao tern um efeito apreciavel nos 
resfriados. Se um individuo experimentar 
a droga por um ano e tiver 2 resfriados 
naquele periodo, qual e a probabilidade 
de que a droga tenha trazido algum bene- 
ficio para ele ou ela? 

4.61 A probabilidade de sair com um full hou¬ 
se em uma mao de poquer e de aproxima- 
damente 0,0014. Determine uma aproxi- 
magao para a probabilidade de que, em 
1000 maos de poquer, voce receba pelo 
menos 2 full houses. 

4.62 Considere n tentativas independentes, 
cada uma das quais levando aos resulta- 
dos 1,..., k com respectivas probabilidades 
p v ...,p k , Yli=iPi = 1- Mostre que, se to- 
das as probabilidades /?,. forem pequenas, 
entao a probabilidade de que nenhum 
dos resultados das tentativas ocorra mais 
que uma vez e aproximadamente igual a 
exp(-n(tt-l)£jP?/2). 

4.63 Pessoas entram em um cassino a uma taxa 
de 1 a cada 2 minutos. 

(a) Qual e a probabilidade de que nin- 
guem entre 12:00 e 12:05? 

(b) Qual e a probabilidade de que pelo 
menos 4 pessoas entrem no cassino 
durante esse tempo? 

4.64 A taxa de suiddios em certo estado e de 1 
suicfdio por 100.000 habitantes por mes. 

(a) Determine a probabilidade de que, em 
uma cidade de 400.000 habitantes loca- 
lizada no interior deste estado, ocorram 
8 suicidios ou mais em um dado mes. 

(b) Qual e a probabilidade de que em 
pelo menos 2 meses durante o ano 
ocorram 8 suicidios ou mais? 

(c) Contando o mes atual como se fosse o 
mes numero 1, qual e a probabilidade 
de que o primeiro mes tendo 8 suicfdios 
ou mais seja o mes de numero i, i ^ 1? 

Que hipoteses voce esta pressupondo? 
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4.65 Cada um dos 500 soldados de uma com- 
panhia do exercito tem probabilidade de 
1/10 3 ter certa doenga, independentemen- 
te uns dos outros. Essa doenga e diagnos- 
ticada por meio de um exame de sangue, 
e para facilitar o procedimento, amostras 
de sangue de todos os 500 soldados sao 
coletadas e testadas. 

(a) Qual e a probabilidade (aproximada) 
de que o exame de sangue de positivo 
(isto e, de que pelo menos uma pessoa 
tenha a doenga). 

Suponha agora que o exame de sangue de 
um resultado positivo. 

(b) Qual e a probabilidade, nessa circuns- 
tancia, de que mais de uma pessoa te¬ 
nha a doenga? 

Uma das 500 pessoas e Joao, que sabe 
que tem a doenga. 

(c) Qual e, na opiniao de Joao, a proba¬ 
bilidade de que mais de uma pessoa 
tenha a doenga? 

Como o teste em grupo deu positivo, as 
autoridades decidiram testar cada indi- 
viduo separadamente. Os primeiros i - 1 
desses testes deram negativo, e o i-6 simo 
teste, que e o de Joao, deu positivo. 

(d) Dado o cenario anterior, qual e a pro¬ 
babilidade, em fungao de /, de que 
qualquer uma das pessoas restantes 
tenham a doenga? 

4.66 Um total de 2 n pessoas consistindo de n 
casais senta-se aleatoriamente em uma 
mesa redonda, com cada uma das dispo- 
sigoes de assento sendo igualmente prova- 
vel. Suponha que C i represente o evento 
em que os membros do casal i estejam sen- 
tados um ao lado do outro, i = 1,..., n. 

(a) Determine P(C ( ) 

(b) Para j i, determine P(C y |C f ). 

(c) Obtenha um valor aproximado para 
a probabilidade, com n grande, de 
que nenhum casal se sente ao lado de 
outro. 

4.67 Repita o problema anterior quando a 
disposigao das pessoas na mesa e alea- 
toria mas sujeita a restrigao de que ho- 
mens e mulheres devam estar sentados 
alternadamente. 

4.68 Em resposta ao ataque de 10 misseis, 500 
misseis antiaereos sao langados. Os alvos 
dos misseis antiaereos sao independen- 


tes, e cada mlssil antiaereo pode ter, com 
igual probabilidade, qualquer um dos 10 
misseis como alvo. Se cada mlssil antiae¬ 
reo atinge o seu alvo independentemente 
com probabilidade 0,1, use o paradigma 
de Poisson para obter um valor aproxi¬ 
mado para a probabilidade de que todos 
os misseis sejam atingidos. 

4.69 Uma moeda honesta e jogada 10 vezes. 
Determine a probabilidade de ocorrencia 
de uma serie de 4 caras consecutivas 

(a) usando a formula deduzida no texto; 

(b) usando as equagoes recursivas dedu- 
zidas no texto. 

(c) Compare a sua resposta com aquela 
dada pela aproximagao de Poisson. 

4.70 No instante de tempo 0, uma moeda que 
da cara com probabilidade p e jogada e cai 
no chao. Em instantes de tempo escolhi- 
dos de acordo com um processo de Pois¬ 
son com taxa A, a moeda e recolhida e jo¬ 
gada novamente (entre esses instantes de 
tempo a moeda permanece no chao). Qual 
e a probabilidade de que a moeda esteja 
mostrando cara no instante de tempo tl 
Dica : Qual seria a probabilidade condi- 
cional se nao houvesse jogadas adicionais 
a partir de t, e qual seria essa probabili¬ 
dade caso houvesse jogadas adicionais a 
partir de tl 

4.71 Considere uma roleta de 38 numeros com 
numeros de 1 a 36, um 0 e um duplo 0. Se 
Joao sempre aposta que o resultado seja 
um dos numeros de 1 a 12, qual e a proba¬ 
bilidade de que 

(a) Joao perca suas 5 primeiras apostas; 

(b) sua primeira vitoria ocorra em sua 
quarta aposta? 

4.72 Duas equipes de atletismo jogam uma se¬ 
rie de partidas; a primeira a ganhar 4 par- 
tidas e declarada vencedora. Suponha que 
uma das equipes seja mais forte do que a 
outra e que venga cada partida com pro¬ 
babilidade 0,6, independentemente dos 
resultados das demais partidas. Determi¬ 
ne a probabilidade, para i = 4, 5, 6, 7, de 
que a equipe mais forte venga a serie em 
exatamente i partidas. Compare a proba¬ 
bilidade de vitoria da equipe mais forte 
com a probabilidade dela veneer 2 parti¬ 
das em uma serie de 3. 
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4.73 Suponha no Problema 4.72 que os dois ti¬ 
mes tenham o mesmo nivel e que portan- 
to tenham probabilidade \ de veneer cada 
partida. Determine o numero esperado 
de partidas jogadas. 

4.74 Uma entrevistadora tem consigo uma lis- 
ta de pessoas que pode entrevistar. Se ela 
precisa entrevistar 5 pessoas, e se cada 
pessoa concorda (independentemente) 
em ser entrevistada com probabilidade 
qual e a probabilidade de que a sua lista 
permita que ela consiga obter o numero 
necessario de entrevistas se ela contiver 

(a) 5 pessoas e (b) 8 pessoas? Na letra (b), 
qual e a probabilidade de que a entrevista¬ 
dora fale com exatamente (c) 6 pessoas e 
(d) 7 pessoas da lista? 

4.75 Uma moeda honesta e jogada continua- 
mente ate que de cara pela decima vez. 
Seja X o numero de coroas que aparecem. 
Calcule a fungao de probabilidade de X. 

4.56 Resolva o problema de pareamento de 
Banach (Exemplo 8e) se a caixa de fosfo- 
ros no bolso esquerdo contiver original- 
mente N } fosforos e a caixa no bolso di- 
reito contiver originalmente N 2 fosforos. 

4.77 No problema da caixa de fosforos de Ba¬ 
nach, determine a probabilidade de que, 
no momento em que a primeira caixa for 
esvaziada (em vez de ser encontrada va- 
zia), a outra caixa contenha k fosforos. 

4.78 Uma urna contem 4 bolas brancas e 4 bo- 
las pretas. Escolhemos aleatoriamente 4 
bolas. Se 2 delas sao brancas e 2 sao pre¬ 
tas, paramos. Do contrario, colocamos de 
volta as bolas na urna e novamente sele- 
cionamos 4 bolas de forma aleatoria. Isso 
continua ate que 2 das quatro bolas sejam 
brancas. Qual e a probabilidade de que 
fagamos exatamente n selegoes? 

4.79 Suponha que um conjunto de 100 itens 
contenha 6 itens defeituosos e 94 que fun- 
cionem normalmente. SeXeo numero de 
itens defeituosos em uma amostra de 10 
itens escolhidos aleatoriamente do con- 
junto, determine P{X = 0} e (b) P{X > 2}. 

4.80 Um jogo popular nos cassinos de Neva¬ 
da e o Keno, que e jogado da seguinte 
maneira: 20 numeros de 1 a 80 sao sor- 
teados aleatoriamente pelo cassino. Um 
apostador pode selecionar de 1 a 15 nu¬ 


meros; ele ganha se alguma fragao dos 
numeros que escolheu for igual a qual- 
quer um dos 20 numeros sorteados pela 
casa. O premio e fungao do numero de 
elementos selecionados pelo aposta¬ 
dor e do numero de acertos obtido. Por 
exemplo, se o apostador selecionar ape- 
nas 1 numero, entao ele ou ela vence se 
este numero estiver entre o conjunto de 
20 numeros sorteados, e o premio e de 
R$2,20 para cada real apostado (como a 
probabilidade de o apostador ganhar e 
nesse caso igual a \,€ claro que o premio 
“justo” deveria ser R$3,00 para cada real 
apostado). Quando o jogador seleciona 2 
numeros, um premio de R$12,00 e dado 
para cada real apostado se ambos os nu¬ 
meros estiverem entre os 20. 

(a) Qual seria o premio justo neste caso? 
Suponha que P n k represente a probabili¬ 
dade de que exatamente k dos n numeros 
escolhidos pelo apostador estejam entre 
os 20 selecionados pela casa. 

(b) Calcule P nk . 

(c) A aposta mais comum no Keno con- 
siste na selegao de 10 numeros. Para 
tal aposta, o cassino distribui premios 
de acordo com a tabela a seguir. Cal¬ 
cule o premio esperado: 


Premiagao no Keno para apostas de 10 numeros 

Numero 
de acertos 

Reais ganhos 
para cada real apostado 

0-4 

-1 

5 

1 

6 

17 

7 

179 

8 

1.299 

9 

2.599 

10 

24.999 


4.81 No Exemplo 8i, que percentual de i lotes 
defeituosos e rejeitado pelo comprador? 
Determine esse percentual para i = 1,4. 
Dado que o lote e rejeitado, qual e a pro¬ 
babilidade condicional de que ele conte¬ 
nha 4 componentes defeituosos? 

4.82 Um comprador de transistores os compra 
em lotes de 20. E usual que ele inspecione 
aleatoriamente 4 componentes de um lote 
e que aceite este lote apenas se nenhum 
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dos 4 apresentar defeitos. Se cada compo- 
nente de um lote e, independentemente 
dos demais, defeituoso com probabilidade 
0,1, qual e a proporgao de lotes rejeitados? 

4.83 Ha tres autoestradas em um pais. O nume- 
ro de acidentes que ocorrem diariamente 
nessas autoestradas e uma variavel aleato- 
ria de Poisson com respectivos parametros 
0,3,0,5 e 0,7. Determine o numero espera- 
do de acidentes que vao acontecer hoje 
em qualquer uma dessas autoestradas. 

4.84 Suponha que 10 bolas sejam colocadas 
em 5 caixas, com cada uma das bolas sen- 
do independentemente colocada na caixa 
i com probabilidade p i9 ELi p t = 1. 


(a) Determine o numero esperado de cai¬ 
xas sem nenhuma bola. 

(b) Determine o numero esperado de cai¬ 
xas com exatamente 1 bola. 

4.85 Existem cupons de desconto de n tipos. 
Independentemente dos tipos de cupons 
recolhidos previamente, cada novo 
cupom recolhido tern probabilidade 
Ej=i Pi = de ser do tipo i . Se n cupons 
sao recolhidos, determine o numero es¬ 
perado de tipos distintos neste conjunto 
(isto e, determine o numero esperado de 
tipos de cupons que aparecem pelo me- 
nos uma vez no conjunto de n cupons). 


EXERCICIOS TEORICOS 


4.1 Existem N tipos distintos de cupons de des¬ 
conto, e cada vez que um deles e recolhido, 
ele tern probabilidade P i9 i = 1,..., N, de ser 
de qualquer tipo, independentemente das 
escolhas anteriores. Suponha que T repre¬ 
sente o numero de cupons que alguem pre¬ 
cise selecionar para obter pelo menos um 
cupom de cada tipo. Calcule P[T - n\. 
Dica : Use um argumento similar aquele 
usado no Exemplo le. 

4.2 Se X tern fungao distribuigao F, qual e a 
fungao distribuigao de e x l 

4.3 Se X tern fungao distribuigao F, qual e a 
fungao distribuigao da variavel aleatoria 
aX + j3, onde a e /3 sao constantes, a # 0. 

4.4 Para uma variavel aleatoria inteira nao 
negativa N, mostre que 

oo 

E[N] = - *} 

1=1 

OO OO 00 

Dica:J2 P{N ^ i} = E E p {N = k). Ago- 

i=l i =1 k=i 

ra troque a ordem da soma. 

4.5 Para uma variavel aleatoria inteira nao 
negativa N, mostre que 

OO | 

J2 iP l N > i\ = ^E[N 2 } - E[N]) 

1=0 

OO OO oo 

Dica: E iP[N > /} = E z E = k}. 

i =0 i=0 k=i +1 

Agora troque a ordem da soma. 


4.6 Septal que 

P{X=l}=p = l-P{X= -1) 

determine c ^ 1 tal que E[c x ] = 1. 

4.7 Seja X uma variavel aleatoria com valor 
esperado /a e variancia a 2 . Determine o 
valor esperado de 



a 


4.8 Determine Var(JSQ se 

P(X = a)=p = l-P(X=b) 

4.9 Mostre como a dedugao das probabilida- 
des binomiais 

P[X = i) = Q W - p) n ~\ i = 0, ..., n 

leva a uma demonstragao do teorema bi¬ 
nomial 

(.x + y) n = it ( n )x‘y n -‘ 

i=o 

quando x e y sao nao negativos. 

Dica : Suponha p = 

4.10 Suponha que X seja uma variavel alea¬ 
toria binomial com parametros n e p. 
Mostre que 

i I _ i - a - py^_ 

X + 1_ (n + 1 )p 
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4.11 Considere n tentativas independentes, 
cada uma das quais com probabilidade de 
sucesso p. Se ha um total de k sucessos, 
mostre que cada um dos n\l[k\(n -/:)!] ar_ 
ranjos posslveis dos k sucessos e dos n - k 
fracassos e igualmente provavel. 

4.12 Ha n componentes alinhados em um arran- 
jo linear. Suponha que cada componente 
funcione, independentemente dos demais, 
com probabilidade p. Qual e a probabilida¬ 
de de que 2 componentes instalados lado a 
lado nao apresentem defeito? 

Dica: Condicione no numero de compo¬ 
nentes defeituosos e use os resultados do 
Exemplo 4c do Capitulo 1. 

4.13 Seja X uma variavel aleatoria binomial 
com parametros ( n,p ). Que valor de p ma¬ 
ximize P[X = k], k = 0,1,..., nt Este e um 
exemplo de metodo estatistico usado para 
estimar p quando uma variavel aleatoria 
binomial (n,p) tern valor k. Se assumimos 
que n e conhecido, entao estimamos p es- 
colhendo o valor de p que maximiza P[X 
= k). Este e conhecido como o metodo de 
estimagdo por maxima verossimilhanqa. 

4.14 Uma famflia tern n filhos com probabili¬ 
dade ap n , n > 1, onde a < (1 - p)lp. 

(a) Que proporgao de familias nao tern 
filhos? 

(b) Se cada filho tern a mesma probabili¬ 
dade de ser um menino ou uma meni- 
na (independentemente um do outro), 
que proporgao de familias e formada 
por k meninos (e qualquer numero de 
meninas)? 

4.15 Suponha que n jogadas independentes de 
uma moeda que tern probabilidade p de 
dar cara sejam feitas. Mostre que a proba¬ 
bilidade de sair um numero par de caras 
e de |[1 + (q - /?)"], onde q = 1 -p. Fa$a 
isso demonstrando e entao utilizando a 
identidade 

[n/2] . 

E ( 2i = \ [<P + «>" + <9 - P)"] 

onde [n/2] e o maior numero inteiro menor 
ou igual a n/2. Compare este exerricio com 
o Exercicio Teorico 3.5 do Capitulo 3. 

4.16 Seja X uma variavel aleatoria de Poisson 
com parametro A. Mostre que P[X = /} 
cresce monotonicamente e entao decres- 


ce monotonicamente a medida que i cres¬ 
ce, atingindo o seu maximo quando i e o 
maior inteiro nao excedendo X. 

Dica : Considere P{X = i}IP[X = i — 1}. 

4.17 Seja X uma variavel aleatoria de Poisson 
com parametro A. 

(a) Mostre que 

P{X€ Par} = ^[l + e“ 2A ] 

usando o resultado do Exercicio Teorico 
4.15 e a relagao entre as variaveis aleato¬ 
rias binomial e de Poisson. 

(b) Verifique a formula da letra (a) fazen- 
do uso direto da expansao de e~ x + e . 

4.18 Seja X uma variavel aleatoria de Poisson 
com parametro A. Que valor de A maximi¬ 
za P[X = k), k 0? 

4.19 Mostre que, seAe uma variavel aleatoria 
de Poisson com parametro A, entao 

E[T] = A£[(X + l)"' 1 ] 

Agora use esse resultado para calcular 

E[X% 

4.20 Considere n moedas, cada uma das quais 
com probabilidade independente p de 
dar cara. Suponha que n seja grande e p 
pequeno, e considere A =np. Suponha que 
todas as n moedas sejam jogadas; se pelo 
menos uma delas der cara, o experimento 
termina; do contrario, jogamos novamen- 
te as n moedas, e assim por diante. Isto e, 
paramos assim que uma das n moedas der 
cara pela primeira vez. Seja X o numero 
total de caras que aparecem. Qual dos 
raciocfnios a seguir relacionados com a 
aproxima9ao P[X = 1) esta correto (em 
todos os casos, Y e uma variavel aleatoria 
de Poisson com parametro A)? 

(a) Como o numero total de caras que 
saem quando n moedas sao jogadas e 
aproximadamente uma variavel alea¬ 
toria de Poisson com parametro A, 

P{x= 1} =£{y = 1) = Ae' A 

(b) Como o numero total de caras que 
saem quando n moedas sao jogadas e 
aproximadamente uma variavel alea¬ 
toria de Poisson com parametro A, e 
como paramos quando esse numero e 
positivo, 

P{X = 1} » P[Y = 1 |Y > 0} = - e - A 

1 - e~ K 
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(c) Como pelo menos uma moeda da 
cara, X sera igual a 1 se nenhuma das 
demais n - 1 moedas der cara. Como 
o numero de caras que resulta des- 
sas n - 1 moedas e aproximadamen- 
te uma variavel aleatoria de Poisson 
com media {n - 1 )p ~ A, 

P|X=l| = P(y = 0( = e A 

4.21 De um conjunto de n pessoas escolhidas 
aleatoriamente, suponha que E i} represen- 
te o evento em que as pessoas i e j fazem 
aniversario no mesmo dia. Suponha que 
cada pessoa tenha a mesma probabilida¬ 
de de fazer aniversario em qualquer um 
dos 365 dias do ano. Determine 

(a) P(EjE h2 ); 

(b) P(EjE^)- 

(c) P(E 23 \E l2 D £ 13 ). 

O que pode voce concluir de suas respos- 
tas paras as letras (a)-(c) sobre a indepen¬ 
dence dos ^ 2 ) eventos 

4.22 Uma urna contem 2 n bolas, das quais 2 
recebem o numero 1,2 recebem o nume¬ 
ro 2,..., e 2 recebem o numero n. Bolas sao 
retiradas duas a duas de cada vez sem se- 
rem devolvidas. Seja T a primeira selegao 
na qual as bolas retiradas tern o mesmo 
numero (e faga com que ela seja igual a 
infinito se nenhum dos pares sacados ti- 
ver o mesmo numero). Queremos mos- 
trar que, para 0 < a < 1, 

lim P{T > an) — e~ a!2 

n 

Para verificarmos a formula anterior, su¬ 
ponha que M k represente o numero de 
pares retirados nas primeiras k selegoes, 
k = 1 

(a) Mostre que, quando n e grande, M k 
pode ser considerado o numero de 
sucessos em k tentativas (aproxima- 
damente) independentes. 

(b) Obtenha uma aproximagao para 
P{M k = 0} quando n e grande. 

(c) Escreva o evento [T> an) t m termos 
do valor de uma das variaveis M k . 

(d) Verifique a probabilidade limite dada 
para P{T > an) 

4.23 Considere um conjunto aleatorio de n indi- 
vfduos. Ao obter uma aproximagao para o 
evento em que 3 desses individuos nao fa¬ 


zem aniversario no mesmo dia, uma apro- 
ximaqao de Poisson melhor do que aquela 
obtida no texto (pelo menos para valores 
de n entre 80 e 90) e obtida supondo-se que 
E v seja o evento em que ocorrem pelo me¬ 
nos 3 aniversarios no dia /, i = 1,..., 365. 

(a) Determine P(£ ( ). 

(b) Obtenha uma aproxima^ao para a 
probabilidade de que 3 individuos 
nao compartilhem a mesma data de 
aniversario. 

(c) Avalie a aproximagao anterior quan¬ 
do n = 88 (o que pode ser demonstra- 
do ser o menor valor de n para o qual 
a probabilidade e maior que 0,5). 

4.24 Eis outra maneira de se obter um con¬ 
junto de equagoes recursivas para deter- 
minar P n , a probabilidade de que apa- 
rega uma serie de k caras consecutivas 
em uma sequencia de n jogadas de uma 
moeda honesta que de cara com proba¬ 
bilidade p : 

(a) Mostre que, para k < w, havera uma 
serie de k caras consecutivas em uma 
das condigoes a seguir. 

1. uma serie de k caras consecutivas apa- 
rece nas primeiras n -1 jogadas, ou 

2. nao ha serie de k caras consecutivas 
nas primeiras n - k -1 jogadas, a joga- 
da n - k da coroa, e as jogadas n-k + 
1 ,...,n dao cara. 

(b) Usando as condigoes anteriores, rela- 
cione P n a P n _ v Comegando com P k = 
p k , a formula recursiva pode ser usada 
para obter Pk+V depois ^°A:+2> e assim 
por diante, ate P n . 

4.25 Suponha que o numero de eventos que 
ocorrem em um tempo especificado e 
uma variavel aleatoria de Poisson com 
parametro A. Se cada evento e contado 
com probabilidade /?, independentemen- 
te de qualquer outro evento, mostre que 
o numero de eventos contados e uma va¬ 
riavel aleatoria de Poisson com parame¬ 
tro A p. Alem disso, fornega um argumen- 
to intuitivo para justificar essa hipotese. 
Como uma aplicagao do resultado ante¬ 
rior, suponha que o numero de depositos 
de uranio distintos em uma determinada 
area seja uma variavel aleatoria de Pois¬ 
son com parametro A = 10. Se, em um 
perfodo de tempo fixo, cada deposito for 
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descoberto de forma independente com 
probabilidade determine a probabili- 
dade de que (a) exatamente 1, (b) pelo 
menos 1 e (c) no maximo 1 deposito seja 
descoberto durante aquele tempo. 

4.26 Demonstre que 


n 


E 



1 f°° 

- / e~ x x n dx 

n\ A 


Dica : Use integragao por partes. 

4.27 Se X e uma variavel aleatoria geometrica, 
mostre analiticamente que 

P\X = n + k\X > n) = P{X = k) 

Usando a interpretagao da variavel alea¬ 
toria geometrica, fornega um argumento 
verbal para o porque da equagao anterior 
ser verdade. 

4.28 Seja X uma variavel aleatoria binomial 
negativa com parametros r e p, e Y uma 
variavel aleatoria binomial com parame¬ 
tros n e p. Mostre que 

P\X>n) = P{Y<r) 

Dica : Pode-se tentar uma demonstragao 
analitica para a equagao anterior, o que e 
equivalente a provar a identidade 

i=n+l V 7 i=0 V 7 

xy (1 - p) n ~ l 


ou tentar uma demonstragao que use a 
interpretagao probabilistica dessas va¬ 
riaveis aleatorias. Isto e, no ultimo caso, 
comece considerando uma sequencia de 
tentativas independentes com mesma 
probabilidade de sucesso p. Depois, tente 
expressar os eventos {X > n) e {Y < r) em 
termos dos resultados dessa sequencia. 

4.29 Para uma variavel aleatoria hipergeome- 
trica, determine 

P{X=k + l}/P{X=k] 

4.30 Uma urna contem bolas numeradas de 1 
a N. Suponha que n , n ^ N, dessas bolas 
sejam selecionadas sem devolugao. Su¬ 
ponha que Y represente o maior numero 
selecionado. 

(a) Determine a fungao de probabilidade 
de Y. 


(b) Deduza uma expressao para E[Y] e 
entao use a identidade combinatoria 
de Fermat (veja o Exercfcio Teorico 
1.11) para simplifica-la. 

4.31 Um pote contem m + n pedras, numera¬ 
das 1,2,..., n + m. Um conjunto de tama- 
nho n e retirado do pote. Se X representar 
o numero retirado de pedras cujo numero 
6 maior do que cada um dos mimeros das 
pedras restantes, calcule a fungao de pro¬ 
babilidade de X. 

4.32 Um pote contem n pedras. Suponha que 
um garoto tire uma pedra do pote suces- 
sivamente, recolocando a pedra retirada 
antes de tirar a proxima. O processo con- 
tinua ate que o garoto retire pela segunda 
vez uma pedra ja retirada. Suponha que 
X represente o numero de vezes que o 
menino retira uma pedra, e calcule a sua 
fungao de probabilidade. 

4.33 Mostre que a Equagao (8.6) pode ser de- 
duzida da Equagao (8.5). 

4.34 De um conjunto de n elementos, esco- 
lhe-se aleatoriamente um subconjunto 
nao nulo (cada um dos subconjuntos 
nao nulos tern a mesma probabilidade 
de ser escolhido). Seja X o numero de 
elementos do subconjunto escolhido. 
Usando as identidades dadas no Exer- 
cicio Teorico 1.12, mostre que 


E[X] = 



Varm = 


n ■ 2 2n ~ 2 - n(n + l)2 n ~ 2 
(2" - l) 2 


Mostre tambem que, para n grande, 

Var(3Q ^ ^ 

4 


seguindo o raciocmio de que a razao en- 
tre Var(2f) e n!4 tende ala medida que 
n tende a infinito. Compare esta formu¬ 
la com a forma limite de Var(Y) quando 
P{Y=i) = llnj = 1,...,*. 

4.35 Uma urna contem inicialmente uma 
bola vermelha e uma bola azul. Em 
cada rodada, uma bola e sorteada e en¬ 
tao substituida por outra de mesma cor. 
Suponha que X represente o numero 
da selegao da primeira bola azul. Por 
exemplo, se a primeira bola selecionada 
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e vermelha e a segunda e azul, entao X e 
igual a 2. 

(a) Determine P[X > /}, i > 1. 

(b) Mostre que, com probabilidade 1, 
uma bola azul acabara sendo escolhi- 
da (isto e, mostre que P{X < oo ) = l). 

(c) Determine E[X\. 

4.36 Suponha que os possfveis valores de X se- 
jam [xj, os possfveis valores de Y sejam [yj, 
e os possfveis valores de X + Y sejam [z k \. 
Suponha que A k represente o conjunto de 
todos os pares de indices (/,/) tais que x f + 
y, = z k \isto€,A k = {(/,/): x, + y,- = z t ). 

(a) Mostre que 

p{x + y = z k ) = E P{X = **> Y =y/i 

(ij)eA k 


(b) Mostre que 

e[x + r\ = e E (x ‘ + y/)n*= 

/c (iJ)eA k 

Y=yj) 

(c) Usando a formula da letra (b), mostre 
que 

e[x + y] = E E<* + w W = *<> 

* j 
Y = yj} 

(d) Mostre que 

P(x = xi) = J2 P(X = Xi ’ Y = y,), 

j 

p ( Y = yy) = E PfAr = JC <> v = yy> 

i 

(e) Demonstre que 

E[X +Y] = E[X] + E[Y] 


PROBLEMAS DE AUTOTESTE E EXERCICIOS 


4.1 Suponha que a variavel aleatoria X seja 
igual ao numero de acertos obtidos por 
certo jogador de beisebol nas suas tres 
chances como rebatedor. Se P[X = 1} = 
0,3, P[X = 2} = 0,2 e P{X = 0) = 3 P{X = 
3}, determine E[X\. 

4.2 Suponha que X assuma um dos valores 0, 

l, e 2. Se para alguma constante c, P{X — i} 
= cP{X = i - 1}, i = 1,2, determine E[X\. 

4.3 Uma moeda com probabilidade p de dar 
cara e jogada ate que de cara ou coroa 
duas vezes. Determine o numero espera- 
do de jogadas. 

4.4 Certa comunidade e composta por m 

r 

famflias, n i das quais tem i filhos, J2 n;= 

i=l 

m. Se uma das famflias for escolhida ale- 
atoriamente, suponha que X represente 
o numero de filhos daquela famflia. Se 

r 

um dos £ m i filhos for escolhido aleato- 

i—1 

riamente, suponha que Y seja o numero 
total de filhos da famflia daquela crianga. 
Mostre que E[Y] > E[X\. 

4.5 Suponha que P{X = 0} = 1 - P[X = 1}. Se 
E[X] = 3Var(Z), determine P\X — 0). 

4.6 Ha duas moedas em uma lata. Uma delas 
tem probabilidade de 0,6 de dar cara; a ou- 


tra tem probabilidade de 0,3 de dar cara. 
Uma dessas moedas e escolhida aleato- 
riamente e depois jogada. Sem saber qual 
moeda foi escolhida, voce pode apostar 
qualquer quantia ate 10 reais, ganhando 
se der cara e perdendo se der coroa. Supo¬ 
nha, contudo, que alguem queira vender 
para voce, por uma quantia C, a informa- 
$ao de qual moeda foi selecionada. Quan¬ 
to voce espera ganhar se comprar essa in- 
formagao? Note que se voce compra-la e 
entao apostar x, voce ganhara x - Cou-x 
- C (isto e,perderaT + Cno ultimo caso). 
Alem disso, para que valores de C Valeria 
a pena comprar a informagao? 

4.7 Um filantropo escreve um numero posi- 
tivo x em um pedaqo de papel vermelho, 
mostra o papel a um observador imparcial, 
e entao o coloca sobre a mesa com a face 
escrita para baixo. O observador entao 
joga uma moeda honesta. Se der cara, ele 
escreve o valor 2x em um pedago de papel 
azul, que e entao colocado sobre a mesa 
com a face escrita para baixo. Se der coroa, 
ele escreve o valor x/2 neste mesmo papel. 
Sem saber o valor de x ou se a moeda deu 
cara ou coroa, voce tem a opgao de virar 
para cima o papel vermelho ou o azul. 
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Apos fazer isso e observar o numero es- 
crito no papel, voce deve escolher entre 
receber como premio aquela quantia ou 
a quantia (desconhecida) escrita no outro 
peda$o de papel. Por exemplo, se voce es¬ 
colher virar o papel azul e observar o va¬ 
lor de 100, entao voce pode escolher entre 
aceitar 100 como seu premio ou assumir o 
valor escrito no papel vermelho, que pode 
ser de 200 ou 50. Suponha que voce queira 
que sua recompensa esperada seja grande. 

(a) Mostre que nao ha motivo para virar 
o papel vermelho primeiro, porque, se 
voce fizer isso, entao nao importara o 
valor que voce observar. Em outras 
palavras, mostre que sera sempre me- 
lhor optar pelo papel azul. 

(b) Suponha que y seja um valor nao nega- 
tivo fixo e considere a seguinte estrate- 
gia: vire o papel azul e, se o valor escri¬ 
to for pelo menos igual a y , entao aceite 
aquela quantia. Se for menor que y, en¬ 
tao troque pelo papel vermelho. Supo¬ 
nha que R y (x) represente a recompensa 
obtida se o filantropo escrever a quan¬ 
tia x e voce empregar a estrategia des- 
crita. Obtenha E[Ry (x)]. Observe que 
E[R 0 (x)] e a recompensa esperada se o 
filantropo escrever a quantia x quando 
voce empregar a estrategia de sempre 
escolher o papel azul. 

4.8 Suponha que B(n,p) represente uma va¬ 
riavel aleatoria binomial com parametros 
n e p. Mostre que 

P{B(n,p) < i] = 1 - P[B(n , 1 — p) ^ n - i — 1) 

Dica : O numero de sucessos menor ou 
igual a i e equivalente a que informa^ao a 
respeito do numero de fracassos? 

4.9 Se X e uma variavel aleatoria binomial 
com valor esperado 6 e variancia 2,4, de¬ 
termine P{X =5). 

4.10 Uma urna contem n bolas numeradas de 1 
a n. Se voce retira m bolas aleatoriamente 
e em sequencia, cada vez recolocando a 
bola selecionada de volta na urna, deter¬ 
mine P{X = k }, k = 1,..., m, onde X6o nu¬ 
mero maximo dos m numeros escolhidos. 
Dica : Primeiro obtenha P[X < k). 

4.11 Os times A e B jogam uma serie de parti- 
das. O time vencedor e aquele que ganhar 
primeiro 3 partidas. Suponha que o time 


A venga cada partida, independentemen- 
te, com probabilidade p. Determine a 
probabilidade condicional de que o time 
A venqa 

(a) a serie dado que ele tenha ganho a 
primeira partida; 

(b) a primeira partida dado que ele ven$a 
a serie. 

4.12 Um time local de futebol ainda precisa jo- 
gar mais 5 partidas. Se ele ganhar o jogo 
do final de semana, entao ele jogara os 
seus 4 jogos finais no grupo mais diffcil de 
sua liga, e se perder, jogara seus jogos fi¬ 
nais no grupo mais facil. Se jogar no grupo 
mais diffcil, o time tera probabilidade de 
0,4 de ganhar os jogos, e se jogar no gru¬ 
po mais facil essa probabilidade aumenta 
para 0,7. Se a probabilidade do time ven¬ 
eer o jogo deste final de semana e de 0,5, 
qual e a probabilidade de que ele venga 
pelo menos 3 de seus 4 jogos finais? 

4.13 Cada um dos membros de um corpo de 
7 jurados toma uma decisao correta com 
probabilidade de 0,7, de forma indepen- 
dente uns dos outros. Se a decisao do 
corpo de jurados e feita pela regra da 
maioria, qual e a probabilidade de que a 
decisao correta seja tomada? Dado que 4 
jufzes tenham a mesma opiniao, qual e a 
probabilidade de que o corpo de jurados 
tenha tornado a decisao correta? 

4.14 Em media, 5,2 furacoes atingem deter- 
minada regiao em um ano. Qual e a pro¬ 
babilidade de haver 3 furacoes ou menos 
atingindo-a neste ano? 

4.15 O numero de ovos deixado em uma arvore 
por um inseto de certo tipo e uma variavel 
aleatoria de Poisson com parametro A. En- 
tretanto, tal variavel aleatoria so pode ser 
observada se for positiva, ja que se ela for 
igual a 0 nao podemos saber se tal inseto 
pousou na folha ou nao. Se Y representa o 
numero de ovos depositados, entao 

P[Y=i} = P{X = i\X>0} 

onde X e Poisson com parametro A. De¬ 
termine E[Y\. 

4.16 Cada um de n garotos e n garotas, inde- 
pendentemente e aleatoriamente, esco- 
lhe um membro do sexo oposto. Se um 
garoto e uma garota se escolherem, eles 
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formam um casal. Numere as garotas e 
suponha que G, seja o evento em que a 
garota numero i faga parte de um casal. 
Seja P 0 = 1 - P(U? =1 Gi) a probabilidade 
de que nenhum casal seja formado. 

(a) Determine P(G / ). 

(b) Determine P(GJ G y ) 

(c) Obtenha uma aproximagao para P 0 se 
n e grande. 

(d) Obtenha uma aproximagao para P k , 
a probabilidade de que exatamente k 
casais sejam formados, se n e grande. 

(e) Use a identidade inclusao-exclusao 
para avaliar P 0 . 

4.17 Um total de 2 n pessoas, formado por n 
casais, e dividido em n pares. Numere as 
mulheres arbitrariamente e suponha que 
W, represente o evento em que a mulher i 
forma um par com seu marido. 

(a) Determine P(W,). 

(b) Para i determine P( Wj W } ) 

(c) Obtenha uma aproximagao para a 
probabilidade de que nenhuma mu¬ 
lher forme um par com seu marido se 
n 6 grande. 

(d) Se cada par deve ser formado por um 
homem e uma mulher, a que o proble- 
ma se reduz? 

4.18 Uma cliente de um cassino continuara a fa- 
zer apostas de R$5,00 no vermelho de uma 
roleta ate que ela ganhe 4 dessas apostas. 

(a) Qual e a probabilidade de que ela 
faga um total de 9 apostas? 

(b) Qual sera o seu numero esperado de 
vitorias quando ela parar? 

Observaqao : Em cada aposta, ela ganha 
R$5,00 com probabilidade || ou perde 

R$5,00 com probabilidade 

4.19 Quando tres amigos tomam cafe, eles de- 
cidem quern paga a conta jogando cada 
um deles uma moeda. Aquele que obtiver 
um resultado diferente dos demais paga 
a conta. Se todas as tres jogadas produ- 
zirem o mesmo resultado, entao uma se- 
gunda rodada de jogadas e feita, e assim 
por diante ate que alguem obtenha um 
resultado diferente dos demais. Qual e a 
probabilidade de que: 

(a) exatamente 3 rodadas sejam feitas. 

(b) mais que 4 rodadas sejam necessarias. 

4.20 Mostre que, se X e uma variavel aleatoria 
hipergeometrica com parametro /?, entao 


E[l/X] 


-plog(p) 

1 -p 


Dica : Voce precisara avaliar uma expres- 

00 

sao da forma J2 a 1 /i. Para fazer isso, escre- 

i=i 

va d/i = /o e entao faga uma troca 

entre a soma e a integral. 

4.21 Suponha que 

P{X = a}=p,P{X = b} = l-p 

(a) Mostre que e uma variavel alea¬ 
toria de Bernoulli. 

(b) Determine Var(2Q. 

4.22 Cada partida que voce joga resulta em 
vitoria com probabilidade p. Voce plane- 
ja jogar 5 partidas, mas se voc§ veneer a 
quinta partida, entao voce precisara con- 
tinuar a jogar ate perder. 

(a) Determine o numero esperado de 
partidas que voce jogara. 

(b) Determine o numero esperado de 
partidas que voce perdera. 

4.23 Bolas sao retiradas aleatoriamente, uma 
de cada vez e sem reposigao, de uma urna 
que tern inicialmente N bolas brancas e 
M bolas pretas. Determine a probabilida¬ 
de de que n bolas brancas sejam retiradas 
antes de m bolas pretas, n < TV, m < M. 

4.24 Dez bolas devem ser distribuidas entre 5 
urnas, com cada bola indo para a urna i 
com probabilidade p i9 £? =1 Pi — 1. SejaX, 
o numero de bolas que vao para a urna L 
Suponha que os eventos correspondentes 
as localizagoes das diferentes bolas sejam 
independentes. 

(a) Que tipo de variavel aleatoria e Xp 
Seja tao especifico quanto possivel. 

(b) Para i ;, que tipo de variavel aleato- 
ria 6 X; + X } 1 

(c) Determine P[X A + X 2 + X 3 = 7} 

4.25 No problema do pareamento (Exemplo 
5m no Capitulo 2), determine: 

(a) o numero esperado de pareamentos. 

(b) a variancia do numero de pareamentos. 

4.26 Seja a a probabilidade de que uma varia¬ 
vel aleatoria X com parametro p seja um 
numero par. 

(a) Determine a usando a identidade a = 

ESi P{X= 2i). 

(b) Determine a condicionando entre X 
= louX>l. 
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< 5.7 ' A DISTRIBUICAO DE UMA FUNgAO DE UMA VARlAVEL ALEAT6RIA * ' ( 


5.1 INTRODUCAO 

No Capitulo 4, consideramos variaveis aleatorias discretas - isto e, variaveis 
aleatorias cujo conjunto de valores possiveis e finito ou contavelmente infinito. 
Entretanto, tambem existem variaveis aleatorias cujo conjunto de valores pos¬ 
siveis e incontavel. Dois exemplos sao a hora de chegada de um trem em uma 
determinada estaqao e o tempo de vida de um transistor. Dizemos que X e uma 
variavel aleatoria continua* se existir uma fun^ao nao negativa /, definida para 
todo real x E (-oo ? oo) 5 que tenha a propriedade de que, para qualquer conjunto 
B de numeros reais,** 

P{XeB}= f f(x)dx 

JB (1.1) 

A fungao/e chamada d efungao densidade de probabilidade da variavel alea¬ 
toria X (veja a Figura 5.1). 


* As vezes chamada de absolutamente continua. 

** Na realidade, por razoes tecnicas, a Equa^ao (1.1) e verdadeira apenas para os conjuntos 
mensuraveis de B , que, felizmente, incluem todos os conjuntos de interesse pratico. 
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P(a < X < b) = area da regiao sombreada 


Figura 5.1 Fungao densidade de probabilidade f. 


Colocando em palavras, a Equagao (1.1) diz que a probabilidade de que X 
esteja em B pode ser obtida integrando-se a fungao densidade de probabilidade 
ao longo do conjunto B. Como X deve assumir algum valor,/deve satisfazer 


1 = P{X e (- 00 , 00 )} = 



Tudo o que se deseja saber sobre X pode ser respondido em termos de /. Por 
exemplo, da Equagao (1.1), fazendo B = [a, b\ 9 obtemos 


P{a < X s b) = I* f(x)dx 


( 1 . 2 ) 


Se fizermos a = b, obtemos 

P{X = a) 



dx — 0 


Colocando em palavras, essa equa^ao diz que a probabilidade de que uma va- 
riavel aleatoria contfnua assuma qualquer valor especifico e zero. Portanto, 
para uma variavel aleatoria contfnua, 


P{X < a] = P{X 


a } = F(a) = f f(x) dx 
J —oo 


Exemplo la 

Suponha que X seja uma variavel aleatoria contfnua cuja fungao densidade de 
probabilidade e dada por 


fix) = 


C( 4x — 2x 2 ) 0 < x < 2 
0 caso contrario 


(a) Oual e o valor de C? 

(b) Determine P[X > 1). 
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Solugao (a) Como / e a funsao densidade de probabilidade, devemos ter 
dx — l,o que implica 


C 



lx 2 ) dx = 1 


ou 


ou 


x=2 

= 1 

x=0 



2x z - 


2x 3 


Portanto, 

(b) P{X > 1} = f™f(x)dx = | fi(4x - 2x 2 ) dx = \ ■ 


Exemplo 1b 

A quantidade de tempo em horas que um computador funciona sem estragar e 
uma variavel aleatoria contmua com fun^ao densidade de probabilidade 


/(*) = 


ke */ 100 x > 0 
0 x < 0 


Qual e a probabilidade de que 


(a) o computador funcione entre 50 e 150 horas antes de estragar? 

(b) ele funcione menos de 100 horas? 


Solugao (a) Como 


1 


/ oo no 

/( x) dx = A / 

-oo Jo 


- X ' 100 dx 


obtemos 


1 = -A(100)e 


-jic/IOO I 


lo 


100 A ou A = 


100 


Portanto, a probabilidade de que um computador funcione entre 50 e 150 horas 
antes de estragar e dada por 

/»150 i 

P{50 < X < 150} = I -±- e - xim dx = _ e -^/ 10 0|15° 

= e~ l/1 - e _3/2 « 0,384 

(b) Similarmente, 

r l00 1 

P{X < 100} = / TKR e ~ X,m dx = -e-^/iOOjlOO = 1 _ g -l „ 0633 
Jo 100 lu 
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Em outras palavras, em aproximadamente 63,3% das vezes um computador 
estragara antes de 100 horas de uso. ■ 


Exemplo 1c 

O tempo de vida, em horas, de uma valvula de radio e uma variavel aleatoria 
com fungao densidade de probabilidade dada por 


fix) = 


0 

100 


x < 100 
x > 100 


Qual e a probabilidade de que exatamente 2 de 5 valvulas no circuito de um 
aparelho de radio tenham que ser trocadas nas primeiras 150 horas de opera- 
gao? Suponha que os eventos E i9 i = 1,2,3,4,5, em que a Z-esima valvula tern 
que ser substituida dentro deste intervalo de tempo sejam independentes. 

Solugao Do enunciado do problema, temos 



Portanto, da independence dos eventos E- 0 tem-se que a probabilidade dese- 
jada e 



ArelagaoentreafungaodistribuigaocumulativaFeafungao densidade de 
probabilidade/e dada por 

F(a ) = P{X e (—oo,«]} = f f(x) dx 

J— oo 

Derivando ambos os lados da ultima equagao, temos 

4 ~ F ( a ) =/(«) 

da 

Isto e, a fungao densidade de probabilidade e a derivada da fungao distribuigao 
cumulativa. Uma interpretagao um pouco mais intuitiva da fungao densidade 
pode ser obtida a partir da Equagao (1.2) como segue: 

is £ 1 pa+s/2 

P [~2~ X ~ a + 2] = J n ^ ^ ~ 

quando s 6 pequeno e/(-) e contmua em x = a. Em outras palavras, a probabi- 
lidade de que a variavel aleatoria X esteja contida em um intervalo de extensao 
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s em torno do ponto a e de aproximadamente sf{ a). A partir desse resultado, 
vemos que f(a ) e uma medida de quao provavel e a presenga da variavel alea¬ 
toria na vizinhanga de a. 

Exemplo Id 

Se X e continua com fungao distribuigao F x e fungao densidade f Xi determine a 
fungao densidade de Y = 2X. 

Soluqao Vamos determinar f Y de duas maneiras. A primeira maneira e dedu- 
zir, e depois derivar, a fungao distribuigao de Y: 

F Y {a) = P{Y<a} 

= P{2X < a} 

= P{X < a/2) 

= F x (a/ 2) 

A derivada dessa fungao e 

fy(a) = \fx(a/2) 

Outra maneira de determinar f Y e observar que 

tfvia) 


Dividindo por s, obtemos o 

5.2 ESPERAN^A E VARIANCIA DE VARlAVEIS 
ALEATORIAS CONTINUAS 

No Capitulo 4, definimos o valor esperado de uma variavel aleatoria discreta 
X como 

E[X] = J2xP{X = x] 

X 

SeZe uma variavel aleatoria continua com fungao densidade de probabilidade 
f(x), entao, como 

fix) dx ~ P{x < X < x + dx } para dx pequeno 
e facil mostrar que e analogo definir o valor esperado de X como 


* P{a ~ j - Y ~ a + 2 } 

= P{a - € - < 2Z < a + i) 

a e a e 

= P{ 2--4* X *2 + 4 } 

* 2) 

mesmo resultado anterior. ■ 
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Exemplo 2a 

Determine E[X] quando a fungao densidade de X e 


fix) = 


2x se 0 < x ^ 1 
0 caso contrario 


Soluqao 


E[X] = j xf(x) dx 


-/ 


2 x 2 dx 


2 

3 


Exemplo 2b 

A fungao densidade de A" e dada por 


/w = 


1 se 0 < x < 1 
0 caso contrario 


Determine E[e x ]. 

Soluqao Seja Y = e* Comegamos determinando a fungao distribuigao de 
probabilidade de Y. Agora, para 1 < x < e, 

Fy(x) — P{Y < x} 

= Pie* < x} 

= P[X < log(x)} 

/•log(x) 

= / /Cy) dy 

Jo 

= log(x) 


Derivando F y (x), podemos concluir que a fungao densidade de probabilidade 
de Y e dada por 

fy(x) = - 1 < x < e 

x 


Portanto, 


/ oo 

xfy(x) dx 

-CO 


-JT 


= e 


dx 

1 
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Embora o metodo empregado no Exemplo 2b para calcular o valor espe- 
rado de uma fungao de X seja sempre aplicavel, existe, como no caso discreto, 
uma maneira alternativa de se proceder. A seguir, temos uma analogia direta 
da Proposigao 4.1 do Capitulo 4. 

Proposigao 2.1 Se X e uma variavel aleatoria contmua com fungao densidade 
de probabilidade/(x), entao, para qualquer fungao de valor real g, 

/ oo 

g(x)f(x) dx 

-oo 

A aplicagao da Proposigao 2.1 no Exemplo 2b resulta em 

E[e x ] = ( e* dx ja que/(*) = 1, 0 < x < 1 

Jo 

— e - 1 

o que concorda com o resultado obtido naquele exemplo. 

A demonstragao da Proposigao 2.1 e mais envolvente do que aquela de seu 
analogo para variaveis aleatorias discretas. Vamos apresentar esta prova con- 
siderando que a variavel aleatoria g(X) 6 nao negativa (a demonstragao geral, 
que se segue o argumento que apresentamos, e indicada nos Exercicios Teori- 
cos 5.2 e 5.3). Precisaremos do lema a seguir, que e de interesse independente. 

Lenta 2.1 

Para uma variavel aleatoria nao negativa Y, 

poo 

E[Y]= P[Y > y}dy 

Jo 

Demonstragao Apresentamos uma demonstragao para o caso em que Y 
e uma variavel aleatoria contmua com fungao densidade de probabilidade 
f Y . Temos 

poo poo poo 

/ P[Y > y}dy — I / f Y (x)dxdy 
JO Jo Jy 

onde usamos o fato de que P{Y > y] — /“/y(r) dx. Trocando a ordem de 
integragao na equagao anterior, obtemos 

poo poo / px \ 

P{Y>y}dy = J^ IJ dy\f Y (x)dx 
xfr(x ) dx 

= E[Y] m 
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Demonstragao da Proposigao 2.1 Do Lema 2.1, para qualquer fungao g para 
a qual g(x) > 0, 


poo 

E[g(X)]= P{g(X) > y] dy 

Jo 


-a 

=/ / 

Jx:g(x )>0 JO 

-L 


f(x) dx dy 

x:g(x)>y 
g(x) 

dy f(x) dx 


■g(x)> 0 


g(x)f(x ) dx 


o que completa a demonstragao. 


Exemplo 2c 

Uma vareta de comprimento 1 e dividida em um ponto U que e uniformemente 
distribuido ao longo do intervalo (0,1). Determine o comprimento esperado do 
pedago que contem o ponto p, 0 < p < 1. 


Soluqao Seja L p (U) o tamanho do pedago da vareta que contem o ponto p , e 
note que 


L p (U) = 


1 - U U < p 
U U > p 


(Veja a Figura 5.2.) Com isso, da Proposigao 2.1, 


E[L p (U )] = f 1 
Jo 


L p ( u ) du 


= ( (1 — u)du + f u 

Jo Jp 


du 


= i _ (i-p) 2 i _ p 2 _ 

2 2 + 2 2 

= \+p(1-p) 


Ja que p( 1 ~p) e maximizado quando p = 1/2, e interessante notar que o com¬ 
primento esperado do pedago da vareta que contem o ponto p e maximizado 
quando p esta no ponto central da vareta original. ■ 


0 


u 


1 -u 


p 


1 


(a) 


U 


0 


p 


u 


1 


(b) 


Figura 5.2 Pedago da vareta contendo o ponto p: (a) U < p; (b) U > p. 
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Exemplo 2d 

Suponha que se voce estiver adiantado 5 minutos para um compromisso, entao 
voce tem que arcar com o custo cs . Do contrario, se estiver atrasado 5 minutos, 
voce incorre no custo ks . Suponha tambem que o tempo de viagem de onde 
voce esta no momento para o local de seu compromisso e uma variavel aleato- 
ria contmua com fungao densidade de probabilidade/. Determine o momento 
em que voce deve sair se voce quiser minimizar o seu custo esperado. 


Solugao Seja X o tempo de viagem. Se voce sair t minutos antes de seu com¬ 
promisso, entao seu custo - chame-o de C t (X) — e dado por 


C t (X) = 


c(t - X) se X < t 
k(X — t) se X > t 


Portanto, 


E[C t (X)] = f 
Jo 

=/' 


Ct(x)f(x) dx 


c(t — x)f(x)dx 




k(x — t)f(x) dx 


pt pt poo poo 

= ct I f(x) dx — c I xf(x) dx + k I xf(x) dx — kt I f(x) 

Jo Jo Jt Jt 


dx 


O valor de t que minimiza E[C t (X)\ pode agora ser obtido com o auxilio da 
disciplina de calculo. Derivando, obtemos 

~E[C,(X)] = ctf(t) + cF(t) - ctf{f) - ktf{t) + ktf(t) - k[ 1 - F(t)] 
at 

= (k + c)F{t) — k 


Igualando o lado direito a zero, vemos que o custo mmimo esperado e obtido 
quando voce sai t* minutos antes de seu compromisso, onde t* satisfaz a 

F{t*) = t4- 


Como no Capitulo 4, podemos usar a Proposi^ao 2.1 para mostrar o seguinte. 


Corolario 2.1 Se a eh sao constantes, entao 

E[aX + b] = aE[X\ + b 

A prova do Corolario 2.1 para uma variavel aleatoria contmua e igual aquela 
dada para uma variavel aleatoria discreta. A unica mudan^a e que a soma e 
trocada por uma integral e a fun 9 ao de probabilidade e trocada por uma fungao 
densidade de probabilidade. 

A variancia de uma variavel aleatoria contmua e definida de forma exa- 
tamente igual a de uma variavel aleatoria discreta. Isto e,sele uma variavel 
aleatoria com valor esperado n, entao a variancia dele definida (para qual- 
quer tipo de variavel aleatoria) como 

y a r(X) = E[(X- ijl) 2 ] 
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A formula alternativa 

Var(Z) = E[X 2 } - (E[X] f 

e estabelecida de maneira similar a sua contrapartida no caso discreto. 


Exemplo 2e 

Determine Var(2f) para a variavel aleatoria X do Exemplo 2a. 
Solugao Primeiro computamos E[X 2 ]. 



I 


oo 

x 2 f{x) dx 


1 

2x 3 dx 


1 

2 


Com isso, como E[X] = 2/3, obtemos 

Var(X) = l - 



Pode-se mostrar que, para a e b constantes, 

Var(aZ + b) = aV&r(X) 

A demonstragao imita aquela dada para variaveis aleatorias discretas. 

Existem varias classes importantes de variaveis aleatorias continuas que 
aparecem frequentemente em aplicagoes de probabilidade; as proximas segoes 
sao dedicadas ao estudo de algumas delas. 


5.3 A VARlAVEL ALEAT6RIA UNIFORME 


Diz-se que uma variavel aleatoria e distribuida uniformemente ao longo do 
intervalo (0,1) se a sua fungao densidade de probabilidade e dada por 



0 < x < 1 
caso contrario 


(3.1) 


Note que a Equagao (3.1) e uma fungao densidade de probabilidade, ja que 
/( x) > Oe /!^/W dx = Jq dx = 1. Como f(x) > 0 somente quando x E (0, 
1), tem-se como consequencia que X deve assumir um valor no intervalo (0,1). 
Tambem, como f(x) e constante para x E (0,1), X tern a mesma probabilidade 
de estar na vizinhanga de qualquer valor em (0,1). Para verificar essa afirma- 
gao, observe que, para 0 < a < b < 1, 

P{a < X < b] = f f(x) dx — b — a 
J a 
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m F(a) 



(a) (b) 

Figura 5.3 Grafico de (a) f(a) e (b) F(a) para uma variavel aleatoria uniforme {a, /3). 


Em outras palavras, a probabilidade de que X esteja em qualquer subintervalo 
particular de (0,1) e igual ao comprimento desse subintervalo. 

Em geral, dizemos que X e uma variavel aleatoria uniforme no intervalo 
(a, /3) se a fungao densidade de probabilidade de X e dada por 


m = 


- sea < x < 8 

ft — a 

0 caso contrario 


(3.2) 


Como F(a) = /(jc) dx , decorre da Equagao (3.2) que a fun^ao distribui^ao 

de uma variavel aleatoria uniforme no intervalo (a, /3) e dada por 


0 a < a 


F(a ) = 


a — a 
f$ — a 
1 


a < a < p 
a > 


A Figura 5.3 apresenta um grafico de/(a) e F(a). 


Exemplo 3a 

Suponha que a variavel aleatoria X esteja uniformemente distribuida ao longo 
de (a, /3). Determine (a) E[X\ e (b) Var(2f). 

Solugao (a) 

/ oo 

xf(x) dx 

-oo 



p 2 - a 2 
2(P - a) 
P + a 


2 
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Colocando em palavras, o valor esperado de uma variavel aleatoria uniforme- 
mente distribuida ao longo de algum intervalo e igual ao ponto central desse 
intervalo. 

(b) Para determinar Var(^Q, primeiro calculamos E[X 2 ]. 

E[X 2 ] = f — x 2 dx 
Ja ft ® 

P 3 - a 3 

~ 3(P - a) 

_ ft 2 + aft + a 2 

" 3 

Com isso, 

w ^ P 2 + + “ 2 (“ + ^ 

Var(X) =- 3 -— 

= (P - «) 2 
12 

Portanto, a variancia de uma variavel aleatoria uniformemente distribuida ao 
longo de algum intervalo e igual ao quadrado do comprimento daquele inter¬ 
valo dividido por 12 . ■ 


Exemplo 3b 

Se a variavel aleatoria X e uniformemente distribuida ao longo de (0,10), cal- 
cule a probabiiidade de que (a) X <3, (b)x > 6 e (c) 3 < X < 8. 

f 3 1 3 

Solugao (a) P{X <3} = / — dx = — 

Jo 10 10 

rlO 1 4 

(b) /-(*>6) = jf Ta ^ To 

r s l 1 

(c) P{3 < X < 8} = J Jo dX= 2 ■ 

Exemplo 3c 

Onibus chegam em uma determinada parada em intervalos de 15 minutos co- 
megando as 7:00. Isto e, eles chegam as 7:00,7:15,7:30,7:45, e assim por diante. 
Se um passageiro chega na parada em um instante de tempo que e uniforme¬ 
mente distribuido entre 7:00 e 7:30, determine a probabiiidade de que ele es- 
pere 

(a) menos que 5 minutos por um onibus; 

(b) mais de 10 minutos por um onibus. 


Solugao Suponha que X represente o numero de minutos apos as 7:00 em 
que o passageiro chega na parada. Como X e uma variavel aleatoria uniforme 
ao longo do intervalo (0,30), tem-se que o passageiro tera que esperar menos 
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que 5 minutos se (e somente se) ele chegar entre 7:10 e 7:15 ou entre 7:25 e 7:30. 
Com isso, a probabilidade desejada para a letra (a) e 

f 15 1 Z* 30 1 1 

P{10 < X < 15} + P{ 25 < X < 30}= / -dx + / ^dx=- 

J 10 50 J 25 30 3 

Similarmente, ele teria que esperar mais de 10 minutos se ele chegasse entre 
7:00 e 7:05 ou entre 7:15 e 7:20, e a probabilidade desejada para a letra (b) e 

P{0 < X < 5} + P{15 < X < 20} = ^ ■ 

O proximo exemplo foi considerado pela primeira vez pelo matematico 
frances Joseph L. F. Bertrand em 1889 e e frequentemente chamado de para- 
doxo de Bertrand. Ele representa nossa introdugao a um assunto comumente 
chamado de probabilidade geometrica. 


Exemplo 3d 

Considere uma corda aleatoria de um circulo. Qual e a probabilidade de que o 
comprimento da corda seja maior do que o lado do triangulo equilatero inscri- 
to nesse circulo? 


Solugao Na forma em que esta enunciado, nao ha como resolver esse pro- 
blema porque nao esta claro o que se quer dizer por corda aleatoria. Para 
dar sentido a essa frase, vamos reformular o problema de duas maneiras 
distintas. 

A primeira formulagao e a seguinte: a posigao da corda pode ser deter- 
minada por sua distancia em relagao ao centro do circulo. Essa distancia deve 
estar entre 0 e r, o raio do circulo. Agora, o comprimento da corda sera maior 
do que o lado do triangulo equilatero inscrito no circulo se a distancia da corda 
para o centro do circulo for menor que r! 2. Com isso, supondo que uma corda 
aleatoria seja uma corda cuja distancia D ate o centro do circulo esteja unifor- 
memente distribuida entre 0 e r, vemos que a probabilidade de que o compri¬ 
mento da corda seja maior do que o lado do triangulo inscrito e 


P\D 



r/2 _ 1 

”7 ” 2 


Para nossa segunda formulagao do problema, considere uma corda arbi- 
traria do circulo; em uma das extremidades da corda, desenhe uma tangente. O 
angulo 6 entre a corda e a tangente, que pode variar entre 0 e 180°, determina a 
posigao da corda (veja a Figura 5.4). Alem disso, o comprimento da corda sera 
maior que o lado do triangulo equilatero inscrito se o angulo 0 estiver entre 60° 
e 120°. Portanto, supondo que uma corda aleatoria seja uma corda cujo angulo 
0 esteja uniformemente distribuido entre 0° e 180°, vemos que a resposta dese¬ 
jada a partir desta formulagao e 


P{60 < 0 < 120} = 


120 - 60 
180 


1 

3 
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Figura 5.4 


Note que experimentos aleatorios podem ser realizados de tal forma que 1/2 
ou 1/3 sejam a probabilidade correta. Por exemplo, se umdisco circular de raio 
r fosse jogado em uma tabua graduada com linhas paralelas separadas por uma 
distancia 2 r, entao uma e apenas uma dessas linhas atravessaria o disco e for- 
maria uma corda. Todas as distancias dessa corda ate o centro do disco tern a 
mesma probabilidade de ocorrer, de forma que a probabilidade desejada de 
que o comprimento da corda seja maior do que o lado de um triangulo equila- 
tero inscrito e igual a 1/2. Em contraste, se o experimento consistisse em fazer 
girar uma agulha livremente em torno do ponto A na borda do cfrculo (veja a 
Figura 5.4), a resposta desejada seria 1/3. ■ 


5.4 variAveisaleatoriasnormais 

Dizemos que X e uma variavel aleatoria normal, ou simplesmente que X e 
normalmente distribuida, com parametros fx e a 2 , se a fungao densidade de X 
6 dada por 

fix) = e -(x-fi) 2 )2a 2 — (X) < X < OO 

V2^r 

A fungao densidade e uma curva em forma de sino simetrica em relagao a /x 
(veja a Figura 5.5). 

A distribuigao normal foi introduzida pelo matematico frances Abraham 
DeMoivre em 1733, que a utilizou para obter aproximagoes probabilisticas as- 
sociadas a variaveis aleatorias binomiais com parametro n grande. Esse resul- 
tado foi mais tarde estendido por Laplace e outros e hoje esta incorporado em 
um teorema probabihstico conhecido como o teorema do limite central, que e 
discutido no Capitulo 8. O teorema do limite central, um dos dois resultados 
mais importantes na teoria da probabilidade*, fornece uma base teorica para 
a observagao empirica frequentemente notada de que, na pratica, muitos feno- 
menos aleatorios obedecem, pelo menos aproximadamente, a uma distribui- 
gao de probabilidade normal. Alguns exemplos de fenomenos aleatorios que 


A outra e a lei forte dos grandes numeros. 
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(a) 



Figura 5.5 Fungao densidade de probabilidade normal: (a) fx = 0, a = 1; (b) jjl e 
a 2 arbitrarios. 


seguem esse comportamento sao a altura de um homem, a velocidade de uma 
molecula de gas em qualquer diregao, e o erro cometido na medigao de uma 
grandeza ffsica. 

Para provar que f(x) e de fato uma fungao densidade de probabilidade, 
precisamos mostrar que 


1 

^/Tjzo 



e -(x-n) 2 /2o 2 dx _ 1 


Fazendo a substituigao y — {x — /x)/cr, vemos que 


-fL- H dx 

v 27r o J —oo 




dy 


Com isso, precisamos mostrar que 


f e y t 2 dy — sFht 
J —oo 


Com esse objetivo, considere I — e 



y2 / 2 dy. Entao, 

/ °° i 

e~ x / 2 dx 

-oo 

-<y 2 +* 2 )/2 dydx 
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Avaliamos agora a integral dupla por meio de uma mudanga de variaveis 
para coordenadas polares (isto e, x = r cos 0, y = r sen 0, e dy dx = r dd dr). 
Assim, 

/*oo /»2jr 

I 2 = I I e~* 2 / 2 rdOdr 

Jo Jo 

— Inf re^^dr 
Jo 

= -2jte-^X 

= 27T 


Com isso, / = y/2n e o resultado esta demonstrado. 

Um importante fato a respeito de variaveis aleatorias normals e que se X e 
uma variavel aleatoria normalmente distribuida com parametros p e <x 2 , entao 
Y = aA + b e normalmente distribuida com parametros ap + b e « 2 cr 2 . Para 
provar essa afirmagao, suponha que a > 0 (a demonstragao para a < 0 e simi¬ 
lar). Seja F y a fungao distribuigao cumulativa de Y. Entao, 


Fy(x) = P{Y < jc} 

= P{aZ + b < *} 

= P{X< —-} 
a 

„ x — b 
— Fx( -) 


onde F^ea fungao distribuigao cumulativa de X. Calculando a derivada, a fun¬ 
gao densidade de Y e entao 

/yW = -/*(-—-) 
a a 

1 x ~ b 

= -~=—exp{-(- fi) 2 /2cr 2 } 

\j2nao a 

= _ — exp{—(jt — b — ajji) 2 /2{aa) 2 } 

\f2nao 

o que mostra que Y e normal com parametros aix 4- b e aV 2 . 

Uma implicagao importante do resultado anterior e que se X e normal¬ 
mente distribuida com parametros (jl e cr 2 , entao Z = (X — /x)/cr e normalmente 
distribuida com parametros 0 e l.Tal variavel aleatoria e chamada de variavel 
aleatoria normal padrao ou unitaria. 

Mostramos agora que os parametros p e a 2 de uma variavel aleatoria nor¬ 
mal representam, respectivamente, o seu valor esperado e a sua variancia. 


Exemplo 4a 

Determine E[X\ e Var(A) quando X e uma variavel aleatoria normal com pa¬ 
rametros jJL e cr 2 . 
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Solugdo Vamos comegar determinando a media e a variancia de uma variavel 
aleatoria normal padrao Z— (X — fi)/a . Temos 


-j: 

_ _L r 

\f2n J-o 


xfz(x) dx 


xe 


“* 2/2 dx 


\fllT 


-x 2 f 2 ioo 
I—c 


= 0 


Assim, 


Var(Z) = E[Z 2 ] 


t 2 e dx 


1 r 

a/27T J—o 

Integrandopor partes (com u = xedv = xe _ * 2/2 ),obtemos 


Var(Z) = 


1 (_ xe -* 2 /2|Oo + 


\fljX 

=—( 
\/2n J - 


/: 


x 2 /2 


dx) 


-* 2 / 2 dx 


Como A = ju, + <tZ, temos como resultados 

E[X\ =ii + aE[Z] = lx 


e 

Var(X) = <r 2 Var(Z) = a ■ 

E costumeiro representar a fungao distribuigao cumulativa de uma variavel 
aleatoria normal padrao como <£(x). Isto e, 

$(*) = -}= f e~ y2/2 dy 
V 2 IX J —OO 

Os valores de <P(x) para x nao negativo sao dados na Tabela 5.1. Para valores 
negativos de x, o valor de 3>(x) pode ser obtido a partir da relagao 

(—x) = 1 — <t>(x) — oo < x < oo (4.1) 

A demonstragao da Equagao (4.1), que resulta da simetria da fungao densida- 
de normal padrao, e deixada como exercicio. Essa equagao diz que seZe uma 
variavel aleatoria normal padrao, entao 

P{Z < — x} = P{Z > x} 


— OO < X < oo 
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Tabela 5.1 

Area 4>(x) 

sob a curva normal padrao 

a esquerda de x 




X 

0,00 

0,01 

0,02 

0,03 

0,04 

0,05 

0,06 

0,07 

0,08 

0,09 

0,0 

0,5000 

0,5040 

0,5080 

0,5120 

0,5160 

0,5199 

0,5239 

0,5279 

0,5319 

0,5359 

0,1 

0,5398 

0,5438 

0,5478 

0,5517 

0,5557 

0,5596 

0,5636 

0,5675 

0,5714 

0,5753 

0,2 

0,5793 

0,5832 

0,5871 

0,5910 

0,5948 

0,5987 

0,6026 

0,6064 

0,6103 

0,6141 

0,3 

0,6179 

0,6217 

0,6255 

0,6293 

0,6331 

0,6368 

0,6406 

0,6443 

0,6480 

0,6517 

0,4 

0,6554 

0,6591 

0,6628 

0,6664 

0,6700 

0,6736 

0,6772 

0,6808 

0,6844 

0,6879 

0,5 

0,6915 

0,6950 

0,6985 

0,7019 

0,7054 

0,7088 

0,7123 

0,7157 

0,7190 

0,7224 

0,6 

0,7257 

0,7291 

0,7324 

0,7357 

0,7389 

0,7422 

0,7454 

0,7486 

0,7517 

0,7549 

0,7 

0,7580 

0,7611 

0,7642 

0,7673 

0,7704 

0,7734 

0,7764 

0,7794 

0,7823 

0,7852 

0,8 

0,7881 

0,7910 

0,7939 

0,7967 

0,7995 

0,8023 

0,8051 

0,8078 

0,8106 

0,8133 

0,9 

0,8159 

0,8186 

0,8212 

0,8238 

0,8264 

0,8289 

0,8315 

0,8340 

0,8365 

0,8389 

1,0 

0,8413 

0,8438 

0,8461 

0,8485 

0,8508 

0,8531 

0,8554 

0,8577 

0,8599 

0,8621 

1,1 

0,8643 

0,8665 

0,8686 

0,8708 

0,8729 

0,8749 

0,8770 

0,8790 

0,8810 

0,8830 

1,2 

0,8849 

0,8869 

0,8888 

0,8907 

0,8925 

0,8944 

0,8962 

0,8980 

0,8997 

0,9015 

1,3 

0,9032 

0,9049 

0,9066 

0,9082 

0,9099 

0,9115 

0,9131 

0,9147 

0,9162 

0,9177 

1,4 

0,9192 

0,9207 

0,9222 

0,9236 

0,9251 

0,9265 

0,9279 

0,9292 

0,9306 

0,9319 

1,5 

0,9332 

0,9345 

0,9357 

0,9370 

0,9382 

0,9394 

0,9406 

0,9418 

0,9429 

0,9441 

1,6 

0,9452 

0,9463 

0,9474 

0,9484 

0,9495 

0,9505 

0,9515 

0,9525 

0,9535 

0,9545 

1,7 

0,9554 

0,9564 

0,9573 

0,9582 

0,9591 

0,9599 

0,9608 

0,9616 

0,9625 

0,9633 

1,8 

0,9641 

0,9649 

0,9656 

0,9664 

0,9671 

0,9678 

0,9686 

0,9693 

0,9699 

0,9706 

1,9 

0,9713 

0,9719 

0,9726 

0,9732 

0,9738 

0,9744 

0,9750 

0,9756 

0,9761 

0,9767 

2,0 

0,9772 

0,9778 

0,9783 

0,9788 

0,9793 

0,9798 

0,9803 

0,9808 

0,9812 

0,9817 

2,1 

0,9821 

0,9826 

0,9830 

0,9834 

0,9838 

0,9842 

0,9846 

0,9850 

0,9854 

0,9857 

2,2 

0,9861 

0,9864 

0,9868 

0,9871 

0,9875 

0,9878 

0,9881 

0,9884 

0,9887 

0,9890 

2,3 

0,9893 

0,9896 

0,9898 

0,9901 

0,9904 

0,9906 

0,9909 

0,9911 

0,9913 

0,9916 

2,4 

0,9918 

0,9920 

0,9922 

0,9925 

0,9927 

0,9929 

0,9931 

0,9932 

0,9934 

0,9936 

2,5 

0,9938 

0,9940 

0,9941 

0,9943 

0,9945 

0,9946 

0,9948 

0,9949 

0,9951 

0,9952 

2,6 

0,9953 

0,9955 

0,9956 

0,9957 

0,9959 

0,9960 

0,9961 

0,9962 

0,9963 

0,9964 

2,7 

0,9965 

0,9966 

0,9967 

0,9968 

0,9969 

0,9970 

0,9971 

0,9972 

0,9973 

0,9974 

2,8 

0,9974 

0,9975 

0,9976 

0,9977 

0,9977 

0,9978 

0,9979 

0,9979 

0,9980 

0,9981 

2,9 

0,9981 

0,9982 

0,9982 

0,9983 

0,9984 

0,9984 

0,9985 

0,9985 

0,9986 

0,9986 

3,0 

0,9987 

0,9987 

0,9987 

0,9988 

0,9988 

0,9989 

0,9989 

0,9989 

0,9990 

0,9990 

3,1 

0,9990 

0,9991 

0,9991 

0,9991 

0,9992 

0,9992 

0,9992 

0,9992 

0,9993 

0,9993 

3,2 

0,9993 

0,9993 

0,9994 

0,9994 

0,9994 

0,9994 

0,9994 

0,9995 

0,9995 

0,9995 

3,3 

0,9995 

0,9995 

0,9995 

0,9996 

0,9996 

0,9996 

0,9996 

0,9996 

0,9996 

0,9997 

3,4 

0,9997 

0,9997 

0,9997 

0,9997 

0,9997 

0,9997 

0,9997 

0,9997 

0,9997 

0,9998 


Como Z = (X — ix)/a e uma variavel aleatoria normal padrao sempre que X e 
normalmente distribuida com parametros /x e cr 2 , tem-se que a fun^ao distribui- 
$ao de X pode ser escrita como 


F x (a) = P{X < a} = P 




Exemplo 4b 

Se X e uma variavel aleatoria normal com parametros p, = 3 e a 2 = 9, determi¬ 
ne (a) P{2 < X < 5}; (b) P{X > 0}; (c) P{\X - 3| > 6). 
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Solugao (a) 


(b) 


P{ 2 


< X 


< 




< 


5-3 

3 



0,3779 


\X - 3 0-3] 

P{X > 0} = F | —-— > —[ =P{Z > -1} 

= 1 - O(-l) 
= <E>(1) 

« 0,8413 


(c) 


P{|X - 3| > 6} = P{X > 9} + P{X < -3} 



= P{Z > 2} + P{Z < -2} 
= 1 - 0(2) + 0(—2) 

= 2[1 - 0 ( 2 )] 

~ 0,0456 




Exemplo 4c 

Uma prova e frequentemente considerada boa (no sentido de determinar uma 
dispersao de conceitos valida para aqueles que os recebem) se as notas daque- 
les que a fizeram puderem ser aproximadas por uma fungao densidade normal 
(em outras palavras, um grafico da frequencia das notas dos alunos deve ter 
aproximadamente a forma de sino observada na fungao densidade de proba- 
bilidade normal). O professor utiliza com frequencia as notas dos alunos para 
estimar os parametros normais p, e a 2 e entao atribuir o conceito A para aque¬ 
les cujas notas forem maiores que p + er, B para aqueles cujas notas estiverem 
entre pep + cr, C para aqueles cujas notas estiverem entre p — cr e p, D para 
aqueles cujas notas estiverem entre p - 2cr e p — cr, E para aqueles com notas 
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abaixo de n - 2a (essa estrategia e as vezes chamada “de dar o conceito com 
base na curva”). Como 


P{X > n + a] 
P[fi < X < fj, + a] 
P{(i — a < X < (i) 

P{fj, — 2a < X < (i — a} 

P{X < (i — 2a} 


> 1} =1 - d>(l) « 0,1587 


X - ii 


P{0 < —- - < 1} = <t>(l) - <*>(0) « 0,3413 


X - ix 

-1 < - - < 0 


<t>(0) - <t>(—1) « 0,3413 
P 


r. X ~ IX 

—2 < - < —1 


0(2) - 0(1) « 0,1359 

\x - n 


< -2 =0(-2) W 0,0228 


tem-se que aproximadamente 16% da classe receberao um conceito A na pro- 
va, 34% um conceito B, 34% um conceito C e 14% um conceito D; 2% serao 
reprovados. ■ 


Exemplo 4d 

Um perito utilizado em um julgamento de paternidade testifica que a extensao 
(em dias) da gesta^ao humana e normalmente distribuida com parametros jjl 
= 270 e cr 2 = 100. O reu e capaz de provar que estava fora do pais durante um 
periodo que comegou 290 dias antes do nascimento da crian^a e terminou 240 
dias depois do nascimento. Se o reu e, de fato, o pai da crianga, qual e a pro¬ 
babilidade de que a mae possa ter tido a gestagao muito longa ou muito curta 
indicada pela testemunha? 


Solugdo Seja X a extensao da gesta^ao e suponha que o reu e o pai. Entao a pro¬ 
babilidade de que o nascimento pudesse ocorrer dentro do periodo indicado e 


P{X > 290 ou X < 240} = P{X > 290} + P[X < 240} 


X - 270 


10 


> 2 


+ P 


X - 270 

To 


< 



= 1 - <D(2) + 1 - <D(3) 


0,0241 


Exemplo 4e 

Suponha que uma mensagem binaria, formada por 0’s e l’s, deva ser transmiti- 
da por fio do ponto A para o ponto B . Entretanto, dados enviados por fio estao 
sujeitos a ruidos de canal. Para reduzir-se a possibilidade de erro, o valor 2 e 
enviado quando a mensagem e 1, e o valor -2 e enviado quando a mensagem 
e 0. Se x, x = ±2, e o valor enviado a partir do ponto A, entao R , o valor rece- 
bido no ponto B , e dado por R = x + N, onde iVeo ruido de canal. Quando a 
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mensagem e recebida no ponto B , o receptor decodifica a mensagem de acordo 
com a regra a seguir: 

Se R > 0,5, entao conclui-se que 1 foi enviado. 

Se R < 0,5, entao conclui-se que 0 foi enviado. 

Como o ruido de canal e, com frequencia, normalmente distribuido, vamos de- 
terminar as probabilidades de erro quando N 6 uma variavel aleatoria normal 
padrao. 

Dois tipos de erro podem ocorrer: um e que a mensagem 1 seja incorreta- 
mente identificada como sendo 0, e o outro e que o 0 possa ser incorretamente 
identificado como 1. O primeiro tipo de erro ocorre se mensagem for 1 e 2 4- 
N < 0,5, enquanto o segundo erro ocorre se a mensagem for 0 e -2 + tV > 0,5. 
Com isso, 

P{erro|mensagem e 1} = P{N < -1,5} 

= 1 - 0(1,5) « 0,0668 

e 

P{erro|mensagem e 0} = P{N > 2,5} 

= 1 - 0(2,5) « 0,0062 ■ 


5.4.1 A aproximagao normal para a distribuigao binomial 

Um importante resultado na teoria da probabilidade, conhecido como o teorema 
limite de DeMoivre-Laplace, diz que, quando n e grande, uma variavel aleatoria 
binomial com parametros nep tern aproximadamente a mesma distribuigao que 
uma variavel aleatoria normal com media e variancia iguais aquelas da distribui- 
gao binomial. Esse resultado foi provado originalmente por DeMoivre em 1733 
para o caso especial em que p = 1/2 e foi depois estendido por Laplace em 1812 
para o caso de p qualquer. O teorema diz formalmente que se “padronizarmos” a 
distribuigao binomial primeiramente subtraindo desta distribuigao sua media np 
e entao dividindo o resultado por seu desvio padrao y/np( 1 — p), entao a fungao 
distribuigao dessa variavel aleatoria padronizada (que tern media 0 e variancia 1) 
convergira para a fungao distribuigao normal a medida que n-> a>. 


O teorema limite de DeMoivre e Laplace 

Se S n representa o numero de sucessos que ocorrem quando n tentativas 
independentes, cada uma com probabilidade de sucesso /?, sao realizadas, 
entao, para qualquer a <b. 


■»[-- 

y/npi 1 - P) 


< b 


Kb) 


4 >(«) 


a medida que oo. 
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Como o teorema anterior e apenas um caso especial do teorema do limite 
central, que se discute no Capitulo 8, nao vamos apresentar a sua demonstragao. 

Note agora que temos duas aproximagdes possiveis para as probabilida- 
des binomiais: a aproximagao de Poisson, que e boa quando n e grande e p 
e pequeno, e a aproximagao normal, que se pode mostrar como sendo muito 
boa quando np(l -p) e grande (veja a Figura 5.6) [a aproximagao normal sera 
geralmente boa para valores de n satisfazendo np(l -p) > 10]. 


Exemplo 4f 

Seja X o numero de vezes nas quais uma moeda honesta que e jogada 40 vezes 
da cara. Determine a probabilidade de que X = 20. Use a aproximagao normal 
e entao a compare com a solugao exata. 


Solugao Para empregarmos a aproximagao normal, note que, como a varia- 
vel aleatoria binomial e uma variavel discreta inteira, enquanto que a variavel 
aleatoria normal e uma variavel contmua, e melhor escrevermos P{X = /} como 
P{i - 1/2 < X < i + 1/2} antes de aplicarmos a aproximagao normal (isso e cha- 
mado de correqao de continuidade). Fazendo isso, obtemos 


P{X = 20} = P{19,5 < X < 20,5} 


= P 

« P 


19,5 - 20 X - 20 ^ 20,5 - 20 

VIo < VIo < vTo 

Y — 70 

-0,16 < —< 0,16 

VTo 


W 0(0,16) - <D(—0,16) W 0,1272 



X X 


Figura 5.6 A fungao de probabilidade de uma variavel aleatoria binomial com para- 
metros (n, p) se torna cada vez mais "normal" a medida que n se cresce. 
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O resultado exato e 

i>{JT.20) = (*)(i)"»0425 4 


Exemplo 4g 

O tamanho ideal de uma turma de primeiro ano em uma faculdade particular e 
de 150 alunos. A faculdade, sabendo de experiences anteriores que, em media, 
apenas 30% dos alunos aceitos vao de fato seguir o curso, usa a pratica de aprovar 
os pedidos de matrfcula de 450 estudantes. Calcule a probabilidade de que mais de 
150 estudantes de primeiro ano frequente as aulas nesta faculdade. 


Soluqao Se X representa o numero de estudantes que seguem o curso, entao 
X e uma variavel aleatoria binomial com parametros n = 450 e p = 0,3. Usando 
a corregao de continuidade, vemos que a aproxima?ao normal resulta em 

n \ x - (450)(0,3) > 150,5 - (450)(0,3) 
l V450(0,3)(0,7) V450(0,3)(0,7) 

~ 1 - $(1,59) 

« 0,0559 

Com isso, menos de 6% das vezes mais que 150 dos 450 estudantes aceitos vao 
de fato seguir o curso (que suposigoes de independence fizemos?). ■ 


Exemplo 4h 

Para determinar a eficacia de certa dieta para a redugao do colesterol no sangue, 
100 pessoas serao analisadas. Apos seguirem a dieta por um tempo suficiente, seu 
colesterol sera medido. A nutricionista responsavel pelo experimento esta decidi- 
da a endossar a dieta caso pelo menos 65% das pessoas tenham, apos a dieta, uma 
queda em seu colesterol. Qual e a probabilidade de que a nutricionista endosse a 
nova dieta se esta, na realidade, nao tiver qualquer efeito no rnvel de colesterol? 


Soluqao Vamos supor que, se a dieta nao tern efeito no mvel de colesterol, 
entao, estritamente por acaso, o mvel de colesterol de cada pessoa sera menor 
do que era antes da dieta com probabilidade 1/2. Com isso, seleo numero de 
pessoas cujo mvel de colesterol foi reduzido, entao a probabilidade de que a 
nutricionista endosse a dieta quando esta na realidade nao tern efeito no mvel 
do colesterol e de 



= P{X > 64,5} 


X - (100)(i) 

p . 2 > 2 9 ► 

JlOOiM) 

1 - $(2,9) 

0,0019 ■ 
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Exemplo 4i 

Cinquenta e dois por cento dos moradores da cidade de Nova York sao a favor 
da proibigao do fumo ern areas publicas. Obtenha uma aproximagao para a 
probabilidade de que mais de 50% de uma amostra aleatoria de n pessoas de 
Nova York sejam a favor dessa proibigao quando 

(a) n ~ 11 

(b) n = 101 

(c) n = 1001 

Quao grande deve ser n para fazer com que essa probabilidade seja maior que 
0,95? 


Solugdo Seja N o numero de moradores da cidade de Nova York. Para respon¬ 
der a questao anterior, devemos primeiro entender que uma amostra de tamanho 
n e uma amostra tal que as n pessoas sao escolhidas de maneira que cada um dos 
/ N \ 

I n 1 subconjuntos de n pessoas tenha a mesma chance de ser o subconjunto es- 

colhido. Consequentemente, S n , o numero de pessoas na amostra que sao favora- 
veis a proibigao do fumo, e uma variavel hipergeometrica. Isto e, S n tern a mesma 
distribuigao que o numero de bolas brancas obtidas quando n bolas sao escolhidas 
de uma urna de N bolas, das quais 0,52 sao brancas. Mas como N e 0,52 sao gran- 
des em comparagao com o tamanho da amostra n , tem-se da aproximagao bino¬ 
mial para a distribuigao hipergeometrica (veja a Segao 4.8.3) que a distribuigao de 
S n pode ser bem aproximada por uma distribuigao binomial com parametros n e p 
= 0,52. A aproximagao normal para a distribuigao binomial mostra entao que 


P{S n 


> 0,5/7} = 


p S n - 0,52 n 
y/n (0,52) (0,48) 

p f $n — 0,52/2 
|V«(0,52)(0,4§y 
<t> (0,04 y/n) 


0,5/2 — 0,52/z 
> V«(0,52)(0,4§) 

> — 0,04Vnl 


Assim, 


P{S n > 0,5/z} 


0(0,1328) = 0,5528, se n = 11 
0(0,4020) ^ 0,6562, se n = 101 
0(1,2665) = 0,8973, se n = 1001 


Para que essa probabilidade seja de pelo menos 0,95, precisariamos de 0(0,04^) 
> 0,95. Como 0(x) e uma fungao crescente e 0(1,645) = 0,95, isso significa que 

0,04> 1,645 


ou 

n > 1691,266 


Isto e, o tamanho da amostra deveria ser de pelo menos 1692 pessoas. 
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Notas historicas a respeito da distribuigao normal 

A distribuigao normal foi introduzida pelo matematico frances Abraham 
DeMoivre em 1733. DeMoivre, que usou essa distribuigao para aproximar 
as probabilidades associadas a moedas, chamou-a de curva exponencial 
com forma de sino. Sua utilidade, no entanto, se tornou verdadeiramente 
clara apenas em 1809, quando o famoso matematico alemao Karl Friedrich 
Gauss a utilizou como uma parte integral de sua abordagem para a predi- 
gao da localizagao de entidades astronomicas. Como resultado, tornou-se 
comum desde entao chama-la de distribuigao Gaussiana. 

Durante a metade e o fim do seculo dezenove, contudo, muitos estatis- 
ticos comegaram a acreditar que a maioria dos conjuntos de dados deveria 
ter histogramas com a forma Gaussiana. De fato, passou-se a aceitar que 
seria “normal” que qualquer conjunto de dados bem-comportado seguisse 
essa curva. Como resultado, seguindo o estatistico britanico Karl Pearson, 
as pessoas comegaram a chamar a curva Gaussiana simplesmente de curva 
normal (uma explicagao parcial do porque de tantos conjuntos de dados se 
comportarem de acordo com a curva normal e fornecida pelo teorema do 
limite central, que e apresentado no Capftulo 8). 

Abraham DeMoivre (1667-1754) 

Hoje nao faltam consultores estatisticos, muitos dos quais trilhando o seu 
caminho nos mais elegantes ambientes. Entretanto, o primeiro de sua li- 
nhagem trabalhou, no imcio do seculo dezoito, em uma escura e suja casa 
de apostas em Long Acres, Londres, conhecida como a Cafeteria do Car- 
niceiro. Ele foi Abraham DeMoivre, um refugiado protestante da Franga 
catolica, que, por certa quantia, calculava as probabilidades associadas a 
todos os tipos de jogos de azar. 

Embora DeMoivre, o descobridor da curva normal, trabalhasse em 
uma cafeteria, ele era um matematico de reconhecidas habilidades. De 
fato, ele era um membro da Sociedade Real. Diz-se inclusive que era amigo 
mtimo de Isaac Newton. 

Veja a descrigao de Karl Pearson imaginando como seria DeMoivre 
trabalhando na Cafeteria do Carniceiro: “Vejo DeMoivre trabalhando em 
uma mesa imunda com um apostador quebrado ao seu lado e Isaac Newton 
avangando por entre a multidao para encontrd-lo. Isso daria um grande qua- 
dro para um artista inspirado V 

Karl Friedrich Gauss 

Karl Friedrich Gauss (1777-1855), um dos primeiros usuarios da curva nor¬ 
mal, foi um dos maiores matematicos de todos os tempos. Veja o que escre- 
veu o historiador da matematica E. T. Bell em seu livro de 1953, Homens 
da Matematica : em um capitulo intitulado “O Principe dos Matematicos’’ 
ele diz “Arquimedes, Newton e Gauss; esses tres formam uma classe unica 
entre os grandes matematicos, e nao e possivel que meros mortais tentem 
classifica-los por ordem de merito. Todos os tres provocaram grandes agi- 
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tagoes tanto na matematica pura quanto na matematica aplicada. Arqui- 
medes estimava sua matematica pura mais do que suas aplicagoes; Newton 
parece ter encontrado a principal justificativa para as suas invengoes ma- 
tematicas em sua utilizagao cientifica; por outro lado, Gauss declarou que 
para ele era a mesma coisa trabalhar com matematica pura ou aplicada’.’ 


5.5 variAveis aleat6rias exponenciais 

Uma variavel aleatoria continua cuja fungao densidade de probabilidade e 
dada, para algum \ > 0, por 

r, \ f Xe~ kx sex > 0 
/W= |o sex < 0 

e chamada de variavel aleatoria exponencial (ou, mais simplesmente, de expo- 
nencialmente distribuida) com parametro X. A fungao distribuigao cumulativa 
F(a) de uma variavel aleatoria exponencial e dada por 

F(a) = P{X < a} 

= r Xe~ kx dx 

Jo 

~ e lo 

= 1 - a>0 

Note que F(oo) = \e~ kx dx = 1, como deve ser, e claro. Agora mostraremos 
que o parametro Xeo inverso do valor esperado. 


Exemplo 5a 

Seja X uma variavel aleatoria exponencial com parametro X. Calcule (a) E[X ] 
e(b)Var(JT). 


Solugao 


(a) Como a fungao densidade e dada por 

\e _kx x > 0 


fix) 


0 


x 

x < 0 


obtemos, para n > 0, 


r OO 

E[X n ]= x n \e~ kx dx 

Jo 

Integrando por partes (com Xe = dv e u = x”), obtemos 

roo 

E[X n ] = -xTe- Xx |S°+/ e~ Xx nxE~ l dx 
Jo 


=°+H 


Xe -lx x n-l dx 


0 

71 — ll 


E[X n - 1 ] 
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Fazendo n = 1 e depois n = 2, obtemos 

£ [X] = I 

E[X 2 \=\e[X] = ^ 


(b) Comisso, 


Var(X) = 1 



1 _ 

A2 


Assim, a media de uma variavel aleatoria exponencial e o inverso de seu para- 
metro e a variancia e igual ao quadrado da media. ■ 

Na pratica, a distribuigao exponencial surge frequentemente como a dis¬ 
tribuigao da quantidade de tempo ate que ocorra algum evento especifico. Por 
exemplo, a quantidade de tempo (a partir deste momento) ate a ocorrencia de 
um terremoto, ou ate que uma nova guerra tenha inicio, ou ate que um telefo- 
nema que voce atenda seja engano sao todas variaveis aleatorias que na pratica 
tendem a ter distributes exponenciais (para uma explicagao teorica desse fe- 
nomeno, veja a Segao 4.7). 


Exemplo 5b 

Suponha que a duragao de um telefonema, em minutos, seja uma variavel alea¬ 
toria exponencial com parametro \ = 1/10. Se alguem chega logo na sua frente 
em uma cabine telefonica, determine a probabilidade de que voce tenha que 
esperar 

(a) mais de 10 minutos; 

(b) entre 10 e 20 minutos. 

Solugao Seja X a duragao da chamada feita pela pessoa na cabine. Entao, as 
probabilidades desejadas sao 

(a) 

P{X > 10} - 1 - F(10) 

= e _1 » 0,368 


(b) 


P{10 < X < 20} = F{ 20) - F(10) 

= e -1 - e“ 2 « 0,233 ■ 


Dizemos que uma variavel aleatoria nao negativa e sent memoria se 

P{X > s + t\ X > t) = P{X > s } para todo 5, t > 0 (5.1) 
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Se pensarmos em X como sendo o tempo de vida util de algum instrumento, a 
Equagao (5.1) diz que a probabilidade do instrumento durar por pelo menos s 
+ t horas, dado que ele tenha durado t horas, e igual a probabilidade inicial de 
que ele dure por pelo menos 5 horas. Em outras palavras, se o instrumento tem 
a idade t, a distribuigao da quantidade de tempo restante que ele durara e igual 
a distribuigao original de seu tempo de vida util (em outras palavras, e como se 
o instrumento nao se “lembrasse” de que ja tenha sido usado por um tempo t). 

A Equagao (5.1) e equivalente a 


P{X > s -f t,X > t } 
P[X > 7} 


- P{X > s} 


ou 

P{X > s + t} = P{X > s}P{X > t} (5.2) 

Como a Equagao (5.2) e satisfeita quando X e exponencialmente distribuida 
(para e~^ s + t) = e^e^), tem-se que variaveis aleatorias exponencialmente dis- 
tribuidas sao sem memoria. 

Exemplo 5c 

Considere uma agenda de correio que funciona com dois caixas. Suponha 
que quando o Sr. Smith entra na agenda ele perceba que a Sra. Jones esta 
sendo atendida por um dos caixas e o Sr. Brown pelo outro. Suponha tam- 
bem que tenham dito ao Sr. Smith que ele sera atendido assim que o Sr. 
Brown ou a Sra. Jones sair. Se a quantidade de tempo que um caixa gasta 
com um cliente e distribuida exponencialmente com parametro qual e a 
probabilidade de que, dos tres clientes, o Sr. Smith seja o ultimo a deixar a 
agenda de correio? 

Solugao A resposta e obtida seguindo-se o raciocmio a seguir: considere o 
instante em que o Sr. Smith encontra um caixa livre. Neste momento, ou a Sra. 
Jones ou o Sr. Brown terao acabado de sair, e um deles continuara a ser atendi¬ 
do. Entretanto, como a variavel aleatoria exponencial e sem memoria, tem-se 
que a quantidade adicional de tempo que a segunda pessoa (a Sra. Jones ou o 
Sr. Brown) ainda ficara na agenda de correio e exponencialmente distribuida 
com parametro X. Em outras palavras, e como se a pessoa comegasse a ser aten¬ 
dida naquele exato momento. Com isso, por simetria, a probabilidade de que a 
outra pessoa termine de ser atendida antes de o Sr. Smith sair da agenda deve 
ser igual a 1/2. □ 

Vale notar que a distribuigao exponencial e a unica distribuigao com a pro- 
priedade da falta de memoria. Para ver isso, suponha que X seja sem memoria 
e faga F(x) = P{X > x}. Entao, pela Equagao (5.2), 

F(s + 0 = F(s)F(t) 

Isto e, F(-) satisfaz a equagao funcional 

g{s + t) = g(s)g(t) 
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Entretanto, acontece que a unica solugao contfnua a direita dessa equagao fun- 
cion al e* 

gto = e~ kx (5.3) 

e, como uma fungao distribuigao e sempre contfnua a direita, devemos ter 
F(x) = e~ kx ou F(x) = P{X < x] = 1 - e~ kx 
o que mostra que X e exponencialmente distribufda. 

Exemplo 5d 

Suponha que o numero de quilometros que um carro pode rodar sem que 
sua bateria se descarregue seja exponencialmente distribufdo com um valor 
medio de 10.000 km. Se uma pessoa deseja fazer uma viagem de 5000 km, 
qual e a probabilidade de que ele ou ela consiga completar a viagem sem ter 
que trocar a bateria do carro? O que pode ser dito quando a distribuigao nao 
e exponencial? 

Solugdo Resulta da propriedade de falta de memoria da distribuigao expo¬ 
nencial que o tempo de vida util restante da bateria (em milhares de km) e 
exponencial com parametro X = 1/10. Portanto, a probabilidade desejada e 

P{tempo de vida restante > 5} = 1 - F( 5) = e~ 5K = e~ 1/2 ~ 0,604 

Entretanto, se a distribuigao da vida util F nao for exponencial, entao a proba¬ 
bilidade relevante e 

Plvidautil > t -f 5|vidautil > t) = - | ^ 

1 - F(t) 

onde t e o numero de quilometros que a bateria ja rodou antes do infcio da 
viagem. Portanto, se a distribuigao nao for exponencial, e necessario obter in- 
formagoes adicionais (isto e, o valor de t) antes que a probabilidade desejada 
possa ser calculada. ■ 

Uma variagao da distribuigao exponencial e a distribuigao de uma variavel 
aleatoria que tern a mesma probabilidade de ser negativa ou positiva e cujo 


* Pode-se provar a Equagao (5.3) da seguinte maneira: se g(s + t) = g(s)g(t), entao 

e, com a sua repetigao, tem-se g(m/n) = g m (l/n). Alem disso, 

ga)= *G + s + - + s)=«"G) ° u ^G) =(g(i))1/n 

Portanto, g(mln) = (g(l)) m/ ", o que, como g e contfnua a direita, implica que g(x) = (g(l)) v . 
Como g(l) = (g (5)) a 0, obtemos g(x) = e^, onde X. = -log(g(l)). 
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valor absoluto e distribuido exponencialmente com parametro X, X > 0. Diz-se 
que tal variavel aleatoria tem uma distribuigao de Laplace* e sua fungao den- 
sidade e dada por 

f(x) — — oo < x < oo 


Sua fungao distribuigao e dada por 


F(x) = 


Xe kx dx 


if. 

/ 0 1 rx 

^ dX+ 2 l 


Xe ^ dx 


\ ekx 


x < 0 
\e~ kx x > 0 


x < 0 

x > 0 


Exemplo 5e 

Considere novamente o Exemplo 4e, que supoe que uma mensagem binaria 
seja transmitida de A para B , sendo transmitido um 2 quando a mensagem e 
igual a 1, e -2 quando ela e 0. Entretanto, suponha agora que, em vez de ser uma 
variavel aleatoria normal padrao, o ruido de canal N seja uma variavel aleatoria 
Laplaciana com parametro X = 1. Suponha novamente que, seXeo valor rece- 
bido no ponto B , entao a mensagem e decodificada da maneira a seguir: 

Se R > 0,5, entao conclui-se que 1 foi enviado. 

Se R < 0,5, entao conclui-se que 0 foi enviado. 

Neste caso onde o rufdo e Laplaciano com parametro X = 1, os dois tipos de 
erros terao probabilidades dadas por 

P{erro | mensagem 1 e enviada} = 


P{erro|mensagem 0 e enviada) = 


Comparando-se com os resultados do Exemplo 
des de erro sao maiores quando o ruido e Laplaciano com X = 1 do que quando 
ele e uma variavel normal padrao. 


P{N < -1,5} 



0,1116 
P{N > 2,5} 



0,041 

4e, vemos que as probabilida- 


* Ela tambem e chamada as vezes de variavel aleatoria dupla exponencial. 
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5,5.1 Fun^oes taxa de risco 

Considere uma variavel aleatoria continua X que interpretamos como sendo a 
vida util de algum item. Suponha que X tenha fungao distribuigao F e fungao 
densidade /. A fungao taxa de risco (que e as vezes chamada de fungao taxa de 
falhas) \{t) de E e definida como 

fit) 

k(t) = 4^-, onde F = 1 — F 

m 


Para interpretar \(t ), suponha que o item tenha existido por um tempo t e dese- 
jemos saber a probabilidade de que ele dure por um tempo adicional dt . Isto e, 
considere P{X E (t 9 t + dt\X > f}. Agora, 


P{Xe(tj + dt)\X > t} = 


P{Xe(t,t + dt) 9 X > t) 
J{X > t) 

P{X € (/, t -|- dt )} 

P{X > t} 


fit) 
Fit ) 


dt 


Assim, \it) representa a intensidade da probabilidade condicional de que um 
item com idade de t unidades apresente defeito. 

Suponha agora que a distribuigao do tempo de vida seja exponencial. En- 
tao, pela propriedade da falta de memoria, tem-se que a distribuigao da vida 
util restante de um item com idade de t unidades e a mesma da de um item 
novo. Portanto, \(t) deve ser uma constante. De fato, isso se confirma, ja que 


MO = B 

Fit) 


Ke 


-A t 


A t 


= A 


Assim, a fungao taxa de falhas da distribuigao exponencial e uma constante. O 
parametro X e frequentemente chamado de taxa da distribuigao. 

Ocorre que a fungao taxa de falhas fit) determina unicamente a distribui¬ 
gao F. Para provar isso, note que, por definigao, 




1 - Fit) 


Integrando ambos os lados, obtemos 

log(l - F(t)) = - f A(0 dt + k 
Jo 


ou 


1 — F(t) = e k exp 
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Fazendo t = 0, obtemos k = 0; assim, 


F(t ) = 1 — exp 



(5.4) 


Com isso, a fungao distribuigao de uma variavel aleatoria contmua pode ser 
especificada por meio de sua fun^ao taxa de risco. Por exemplo, se uma variavel 
aleatoria tern uma tunqao taxa de risco linear - isto e, se 

A (0 = a + bt 


entao sua distribui^ao e dada por 

F(t) = 1 - e~ al - b,2/2 

e, com o calculo da derivada, obtemos sua densidade, isto e, 
f(t) = (a + bt)e- (a,+b ‘ 2/2) t > 0 

Quando a = 0, a equa^ao anterior e conhecida como funqao densidade de Ray¬ 
leigh. 


Exemplo 5f 

Ouve-se frequentemente que a taxa de mortalidade de pessoas que fumam e, 
em cada idade, duas vezes maior que a de um nao fumante. O que significa 
isso? Significa que um nao fumante tern duas vezes mais probabilidade de viver 
certo numero de anos do que um fumante da mesma idade? 

Solugao Se k s (t) representa a taxa de risco de um fumante com idade t e k n (t) 
representa a taxa de risco de um nao fumante com a mesma idade, entao o 
enunciado em questao e equivalente a dizer que 

A s(f) = 2A n (t) 

A probabilidade de que um nao fumante com A anos de idade viva ate a idade 

B,A < B,€ 

P{nao fumante com idade A atinja a idade B } 

= Pjtempo de vida do nao fumante > B\ tempo de vida do nao fumante > >i) 



de (5.4) 
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enquanto que a probabilidade correspondente para um fumante e, pelo mesmo 
raciocmio, 

; r B 

P {fumante com idade A atinja a idade B} = exp 


Ks(t ) dt 


= exp 


(-/. 

-2 f B X„( 

JA 

\~L K 


"I2 


Em outras palavras, para duas pessoas de mesma idade, uma delas fumante e a 
outra nao fumante, a probabilidade de que um fumante viva ate certa idade e 
o quadrado (nao a metade) da probabilidade correspondente para um nao fu¬ 
mante. Por exemplo, se X n (t) = 1/30,50 < t < 60, entao a probabilidade de que 
um nao fumante atinja a idade de 60 anos e igual a e~ m ~ 0,7165, enquanto a 
probabilidade correspondente para um nao fumante e de e~ m ~ 0,5134. ■ 


5.6 OUTRAS DISTRIBUTES CONTINUAS 

5.6.1 A distribui^ao gama 

Diz-se que uma variavel aleatoria tern distribuigao gama com parametros (a, 
X), \ > 0, a > 0, se sua fun^ao densidade e dada por 


m = 


Xe ^6 Xx) a 1 

r&) 

o 


x > 0 
x < 0 


onde T(a), chamada de fiinqao gama , e definida como 

/*oo 

r (of) — / e~ y y a ~ 1 dy 

Jo 

A integragao de T(a) por partes resulta em 

1 [OO Z * 00 

r(a) = — e y y a 1 + / e y (a — 1 )y a 2 dy 

10 Jo 

ro<D 

= (a — 1) / e~ y y a ~ 2 dy (6.1) 

Jo 

= (a - l)r(a - 1) 

Para valores inteiros de a, digamos a = n, obtemos, aplicando a Equagao (6.1) 
repetidamente, 

r (n) = (n - l)r(n - 1) 

= (n - 1 )(n - 2)r(n - 2) 


= (n — 1 )(n - 2)•••3 • 2r(l) 
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Como T(l) = / 0 °° e x dx = 1, tem-se que, para valores inteiros de n, 

T(n) = (n-l)\ 

Quando a e um inteiro positivo, digamos, a = n, a distribuigao gama com para- 
metros (a, X) surge frequentemente, na pratica como a distribuigao da quanti- 
dade de tempo que se deve esperar ate que um total de n eventos ocorra. Mais 
especificamente, se eventos ocorrem aleatoriamente e de acordo com os tres 
axiomas da Segao 4.7, entao a quantidade de tempo que se deve esperar ate que 
um total de n eventos ocorra e uma variavel aleatoria gama com pardmetros 
( n, X). Para provar isso, suponha que T n represente o instante de ocorrencia do 
n-esimo evento, e note que T n e menor ou igual a t se e somente se o numero de 
eventos que ocorreram ate o instante t for pelo menos igual a n. Isto 6, com N(t) 
igual ao numero de eventos em [0, r], 

P{T n =£ t] = P{N(t ) > n] 

OO 

= £P{N(f)=/} 

j=n 

= e-*(At)i 
~ ^ /! 


onde se obtem a identidade final porque o numero de eventos em [0, t ] tern 
uma distribuigao de Poisson com parametro Xt. Derivando a equagao anterior, 
obtemos agora a fungao densidade de T n : 


^ e -^y(Ary'- 1 A 

oo x _ 

x Xe 

^ /•! 
j=n 

~ 

j—n 


OO v _ 

\ A e 

A (/' - 1)! 

“ Z, 

j=n 

\e~ Xl (k t )"- 1 

j=n 


•A// 






(n - 1)1 


Portanto, T n tern a distribuigao gama com parametros (n, X) (essa distribuigao 
e frequentemente chamada na literatura de distribuigao de Erlang ). Note que, 
quando n — 1, essa distribuigao se reduz a distribuigao exponencial. 

A distribuigao gama com X = 1/2 e a = n! 2, com n inteiro positivo, e chama¬ 
da de distribuigao Xn (le-se “qui-quadrado”) com n graus de libcrdade. A distri¬ 
buigao qui-quadrado surge na pratica frequentemente como a distribuigao do 
erro envolvido na tentativa de se atingir um alvo em um espago ^-dimensional 
quando cada erro de coordenada e normalmente distribuido. Essa distribuigao 
e estudada no Capftulo 6, onde se detalha a sua relagao com a distribuigao 
normal. 
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Exemplo 6a 

Seja X uma variavel aleatoria gama com parametros a e X. Calcule (a) E[X] e 
(b)Var(Z). 

Soluqao (a) 

i r°° 

E[X ] - -- / \xe~ kx (Ax)“ -1 dx 

1 1 r(o) Jo 

1 f°° 

=- / Ae _A *(Ax)“ dx 

AT (a) Jo 

T(a + 1) 

Ar(a) 

a 

= - pela Equagao (6.1) 

A 

(b) Calculando primeiro E[X% podemos mostrar que 

VarCX) = § 

Os detalhes sao deixados como exercicio. ■ 


5.6.2 A distribui^ao de Weibull 

A distribuigao de Weibull e amplamente utilizada na pratica devido a sua versa- 
tilidade. Ela foi originalmente proposta para a interpretagao de dados de fadi- 
ga, mas agora seu uso foi estendido para muitos outros problemas de engenha- 
ria. Em particular, ela e amplamente utilizada no campo de fendmenos como a 
distribuigao da vida util de algum objeto, especialmente quando o modelo de 
“elo mais fraco” se aplica para o objeto. Isto e, considere um objeto formado 
por muitas partes e suponha que esse objeto estrague definitivamente quando 
uma de suas partes para de funcionar. E possivel mostrar (tanto teorica quanto 
empiricamente) que a distribuigao de Weibull fornece uma boa aproximagao 
para a distribuigao da vida util do objeto. 

A fungao distribuigao de Weibull tern a forma 


0 

F( x) = 

1 — exp 


x < v 



( 6 . 2 ) 


Uma variavel aleatoria cuja fungao distribuigao cumulativa e dada pela Equa- 
gao (6.2) e chamada de variavel aleatoria de Weibull com parametros v, a e /3. 
Derivando essa equagao, obtemos 

[0 x < V 
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5.6.3 A distribuigao de Cauchy 

Diz-se que uma variavel aleatoria tem uma distribuigao de Cauchy com para* 
metro 0, -oo < 0 < o°, se sua fungao densidade e dada por 


f(x) = 


1 1 

71 1 + (x — 0) 2 


— OO < X < oo 


Exemplo 6b 

Suponha que uma Ianterna de feixe estreito seja girada em torno de seu centro, 
que esta localizado a uma unidade de distancia do eixo x (veja a Figura 5.7). 
Considere o ponto X no qual o feixe intercepta o eixo x no instante em que a 
Ianterna para de girar (se o feixe nao estiver apontando para o eixo x, repita o 
experimento). 

Conforme indicado na Figura 5.7, o ponto X e determinado pelo angulo 0 
entre a lampada e o eixo y; este angulo, como se ve da situagao fisica analisada, 
esta uniformemente distribufdo entre -tt!2 e tt/2.A fungao distribuigao de X 
e portanto dada por 

F{x) = P{X < x} 

= P{tg 0 < x} 

= P{Q < tg _1 x} 


onde se obtem a ultima igualdade porque 6 , sendo uniforme no intervalo (-7t/2, 
7t/2 ), tem distribuigao 


a — (—7r /2) 1 a 

P { 0 * a) = -^— i-L = + _ 

71 2 71 


TV 71 

- — <«< — 
2 2 


Portanto, a fungao densidade dele dada por 

fix) = -ir F (x) = \ 2 \ 

dx tt( 1 + x 2 ) 


— OO < X < oo 



Figura 5.7 
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e vemos que X tem a distribuigao de Cauchy.* 


5.6.4 A distribuigao beta 

Diz-se que uma variavel aleatoria tem uma distribuigao beta se sua densidade 
e dada por 


m = 


—— —x a X (1 — x) b 1 0 < x < 1 

B(a,b ) v ' 

0 caso contrario 


onde 

B(a,b ) = C x a ~\l - x) b ~ l dx 

J o 


A distribuigao beta pode ser usada para modelar urn fenomeno aleatorio 
cujo conjunto de valores possiveis e algum intervalo finito [c, d] - o qual, se 
considerarmos que c e a origem e d - c e uma unidade de medida, pode ser 
transformado no intervalo [0,1]. 

Quando a = b, a fungao densidade beta e simetrica em torno de 1/2, dando 
mais e mais peso para as regioes em torno de 1/2 a medida que o valor comum 
a aumenta (veja a Figura 5.8). Quando b> a, a densidade se inclina para a es- 
querda (no sentido de que valores menores se tornam mais provaveis); ela se 
inclina para a direita quando a > b (veja a Figura 5.9). 

Pode-se mostrar que a relagao 


B(a,b) 


r(a)r(b) 
T(a + b) 


(6.3) 


existe entre 

B(a,b ) = f x a ~\l — x) b ~ l dx 

Jo 


e a fungao gama. 


* Pode-se ver que ^(tg _1 x) = 1/(1 + x 2 ) da forma a seguir: se y = tg 1 x, entao tg y = x, 
de forma que 


1 


d d dy 

di (tgy) = Ty (tgy) Tx 



cos 2 y + sen 2 y\ dy 
dx 


dy _ cos 2 y _ 1 1 

dx sen 2 _y + cos 2 y tg 2 y + 1 x 2 + 1 
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fix) 



Figura 5.8 Fungoes densidade beta com parametros (a, b) quando a = b. 


Usando a Equagao (6.1) com a identidade (63),e facil mostrar que, s eXe uma 
variavel aleatoria beta com parametros a e b, entao 

a 


E[X] 


a -f b 


Vzr(X) = 


ab 


{a + b)^{a + b + 1) 


Observagao: Uma verificagao da Equagao (63) aparece no Exemplo 7c 
do Capftulo 6. ■ 


fix) 



Figura 5.9 Fungoes densidade beta com parametros (a, b) quando a/(a + b) = 
1 / 20 . 
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5.7 A DISTRIBUigAO DE UMA FUNCAO DE 
UMA VARIAVEL ALEATORIA 

Com frequencia, conhecemos a distribuigao de probabilidade de uma variavel 
aleatoria e estamos interessados em determinar a distribui^ao de alguma fun- 
Qao dessa variavel. Por exemplo, suponha que conhe 9 amos a distribu^ao de X 
e queiramos obter a distribuigao de g{X). Para fazer isso, e necessario expressar 
o even to em que g(X) <j^em termos de X em algum conjunto. Isso e ilustrado 
nos exemplos a seguir. 


Exemplo 7a 

Suponha que X seja uniformemente distribuido ao longo do intervalo (0,1). 
Obtemos a distribui^ao da variavel aleatoria Y, definida como Y = X”, da se- 
guinte maneira: para 0 < y < 1, 

Fyiy) = P{Y ^ y} 

= P{X n < y} 

= P{X < y 1/n ] 

= F x (y 1/n ) 

= yV« 


Por exemplo, a fungao densidade de Y e dada por 


fy(y) = 


-y 1 /”-! 0 < y < 1 

n 

0 caso contrario 


Exemplo 7b 

Se X e uma variavel aleatoria contmua com densidade de probabilidade f x , en- 
tao a distribuigao de Y = X 2 e obtida da seguinte maneira: para y > 0, 

Fy{y) = P[Y <>>} 

= P\X 2 =£ y} 

= P{-^ sl<^) 

— Fx(jy) ~ F x (-Jy) 

Derivando, obtemos 

fr(y) = +fx(~Vy)] ■ 


Exemplo 7c 

Se X tern uma fungao densidade/^, entao pode-se obter a fungao densidade de 
Y = | X\ conforme a seguir: para y>0, 

Fyiy) = P{Y Sy) 

= P{ \X\ <y} 

= P{-y ^X^y] 

— F x (y) - Fx(—y) 
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Derivando a equagao acima, obtemos 

f Y (y) = fx(y) + fx(~y) y a o ■ 

O metodo empregado nos Exemplos 7a a 7c pode ser usado para demonstrar 
o Teorema 7.1. 


Teorema 7.1 Seja X uma variavel aleatoria contmua com funqao dens ida¬ 
de de probabilidade f x . Suponha que g(x) seja uma funqao de x estritamente 
monotonica (crescente ou decrescente) e derivavel (portanto contmua). En- 
tao a variavel aleatoria Y definida por Y = g(X) tern uma funqao densidade 
de probabilidade dada por 

, ,. fx\g~ x (y)] 
fr(y ) = < 

0 se y # g(x) para todo x 


dy 


g~ l (y) 


se y = g(x) para algum x 


onde se define g -1 ^) de forma que essa fungao corresponda ao valor de x 
para o qual g(x) = y. 

Vamos demonstrar o Teorema 71 quando g(x) e uma fungao crescente. 
Prova Suponha que y = (x) para x qualquer. Entao, com Y = g(X ), 

Fy(y) = P{g(X) < y] 

= P{X * g -1 (y)} 

= Fxig-'ly)) 


Calculando a derivada, obtemos 

fy(y) =fx(g~ 1 (y))4-g~ 1 (y) ■ 

dy 

o que esta de acordo com o Teorema 71, ja que g \y) e nao decrescente, e com 
isso sua derivada e nao negativa. 

Quando y ^ g(x) para qualquer x , F Y (y) e igual a 0 ou 1, e em ambos os 
casos f Y (y) = 0. 


Exemplo 7d 

Seja X uma variavel aleatoria contmua nao negativa com fungao densidade/, e 
y = X\ Determine/ y , a fungao densidade de probabilidade de Y. 

Soluqdo Se g(x) = x n , entao 

g~ 1 (y)=y 1/n 


e 


f{g~ l iy)} = -y 

dy n 


\fn-\ 
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Portanto, do Teorema 71, obtemos 

fy(y) = V/'-W 7 ") 

n 


Para n = 2, essa equagao resulta em 


fy(y) - 


l 

2 ^ 


f(Vy) 


o que, como X > 0, esta de acordo com o resultado do Exemplo 7b. ■ 


RESUMO 

Uma variavel aleatoria X 6 contmua se existir uma fungao nao negativa /, chama- 
da d tfunqao densidade de probabilidade de X , tal que, para qualquer conjunto 5, 

P{X e B}= f f(x) dx 
Jb 

Se X e contmua, entao sua fungao distribuigao F e derivavel e 

^-F(x) =f(x) 
dx 

O valor esperado de uma variavel aleatoria contmua e 

/ oo 

xf(x) dx 

-oo 

Uma identidade util e a de que, para qualquer fungao g, 

/ oo 

g(x)f(x) dx 

-oo 


Como no caso de uma variavel aleatoria discreta, a variancia de X e definida 
como 

Var(X) = E^X - £[Z]) 2 ] 


Diz-se que uma variavel aleatoria X 6 uniforme ao longo do intervalo (a, b) se 
sua fungao densidade de probabilidade e dada por 


fix) = 


- - a < x ^ b 

b — a 

0 caso contrario 


Seu valor esperado e sua variancia sao 


E[X] = 


a + b 
2 


Var(X) = 


(b - a) 2 

12 
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Diz-se que uma variavel aleatoria X e normal com parametros /x e(T 2 se sua 
fungao densidade de probabilidade e dada por 

fix) = _U e -(*-M) 2 /2<T 2 _ oo < A: < 00 

V2 no 


Pode-se mostrar que 


H = E[X] G 2 = Var(^T) 


Se X e normal com media p, e variancia &, entao Z, definida por 


e normal com media 0 e variancia l.Tal variavel aleatoria e chamada de variavel 
aleatoria normal padrao. Probabilidades associadas a X podem ser escritas em 
termos de probabilidades associadas a variavel aleatoria normal padrao Z, cuja 
fungao distribuigao de probabilidade pode ser obtida por meio daTabela 5.1. 

Quando n e grande, a fungao distribuigao de probabilidade de uma variavel 
aleatoria binomial com parametros n e p pode ser aproximada por uma fungao dis¬ 
tribuigao de uma variavel aleatoria normal com media np e variancia np(l -p). 

Uma variavel aleatoria cuja fungao densidade de probabilidade e da forma 


m = 


\e~ kx 

0 


x > 0 

caso contrario 


e chamada de variavel aleatoria exponencial com parametro X. Seu valor espe- 
rado e sua variancia sao, respectivamente, 

E[X] = 1 Var(Z) = i 


Uma importante propriedade apresentada somente por variaveis aleatorias ex- 
ponenciais e a de que elas ndo possuem memoria , no sentido de que, para set 
positivos, 

P{X > s + t\X > t} = P{X > s] 


Se X representa a vida de um item, entao a propriedade da falta de memoria 
diz que, para qualquer r, a vida restante de um item com idade de t anos tern a 
mesma distribuigao de probabilidade que a vida de um item novo. Assim, nao 
e necessario conhecer a idade de um item para saber a distribuigao de sua vida 
restante. 

Suponha que X seja uma variavel nao negativa contmua com fungao distri¬ 
buigao F e fungao densidade /. A fungao 


A(f) = 


m 

1 - F(t) 


t > 0 


e chamada de fungao taxa de risco , ou taxa de falhas , de F. Se interpretarmos 
X como sendo a vida de um item, entao, para valores pequenos de dt, X(t)dt e 
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aproximadamente a probabilidade de que um item com idade de t unidades 
falhe em um tempo adicional dt. SeFe uma distribuigao exponencial com pa- 
rametro X, entao 


X(t) = X t > 0 

Vale notar que a distribuigao exponencial e a unica fungao distribuigao que 
possui uma taxa de falhas constante. 

Uma variavel aleatoria possui uma distribuigao gama com parametros a e 
X se sua fungao densidade de probabilidade e igual a 


f(x) = 


Ae-^CAx )"- 1 

i>) 


* > o 


e 0, caso contrario. A grandeza T(a) e chamada de fun 5 ao gama e e definida 
por 


r(«) = 


roo 

/ 

Jo 


dx 


O valor esperado e a variancia de uma variavel aleatoria gama sao, respectiva- 
mente, 

E[X] = j Var(X) = ^ 

Uma variavel aleatoria possui distribuigao beta com parametros (a, b ) se sua 
fungao densidade de probabilidade e igual a 

fix) = 1 7 T X a ~ l (i - x) b ~ X 0 < X < 1 

B(a,b) 

e e igual a 0, caso contrario. A constante B(a, b) e dada por 

r 1 

B(a,b)= I x a-1 (l — x) b ~ l dx 

J 0 

A media e a variancia dessa variavel aleatoria sao, respectivamente, 

E[X] = —Var(A) =-—--- 

a + b (a H- b) 2 (a + b + 1) 


PROBLEMAS 


5.1 Seja X uma variavel aleatoria com fungao 
densidade de probabilidade 


f(x) = 


c( 1 - x 2 ) 
0 


—1 < x < 1 
caso contrario 


(a) Qual e o valor de c? 

(b) Qual e a fungao distribuigao cumula- 
tiva de XI 


5.2 Um sistema formado por uma pega origi¬ 
nal mais uma sobressalente pode funcio- 
nar por uma quantidade de tempo alea¬ 
toria X. Se a densidade de X e dada, em 
unidades de meses, por 


m = 


Cxe x/2 x > 0 
0 x — 0 
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qual e a probabilidade de que o sistema 
funcione por pelo menos 5 meses? 

5.3 Considere a fungao 


fix) = 


C(2x — x 3 ) 
0 


0 < x < \ 
caso contrario 


Poderia / ser uma fungao densidade de 
probabilidade? Caso positivo, determine 
C. Repita considerando que a fungao/(x) 
seja dada por 


f (x) = 


C(2x - x 2 ) 
0 


0 < x < | 
caso contrario 


5.4 A fungao densidade de probabilidade de 
X , que representa a vida util de certo tipo 
de equipamento eletronico, e dada por 


f(x) = 


10 

? 

0 


x > 10 
x < 10 


(a) Determine P[X > 20} 

(b) Qual e fungao distribuigao cumulativa 
de X2 

(c) Qual e a probabilidade de que, de 6 
componentes como esse, pelo menos 3 
funcionem por pelo menos 15 horas? 
Que suposigoes voce esta fazendo? 

5.5 Um posto de gasolina e abastecido com 
gasolina uma vez por semana. Se o volu¬ 
me semanal de vendas em milhares de li- 
tros e uma variavel aleatoria com fungao 
densidade de probabilidade 


fix) 


5(1 — x) 4 0 < x < 1 
0 caso contrario 


qual deve ser a capacidade do tanque 
para que a probabilidade do fornecimen- 
to nao ser suficiente em uma dada sema¬ 
na seja de 0,01? 

5.6 Calcule E[X] se X tern uma fungao densi¬ 
dade dada por 


(a) /(x) = 

(b) /(x) = 

(c) fix) = 


-xe * /2 x > 0 

4 ; 

0 caso contrario 

Ci 1 - X 2 ) -1 < X < 1 

0 caso contrario 


x > 5 
x z 

0 x < 5 


5.7 A fungao densidade dele dada por 


fix) - 


a + bx 2 
0 


0 < x < 1 
caso contrario 


Se E[X | = 3/5, determine a e b. 

5.8 O tempo de vida, medido em horas, de 
uma valvula eletronica e uma variavel 
aleatoria com fungao densidade de pro¬ 
babilidade dada por 

/(x) = xe— x x >0 

Calcule o tempo de vida esperado dessa 
valvula. 

5.9 Considere o Exemplo 4b do Capitulo 4, 
mas agora suponha que a demanda sazonal 
seja uma variavel aleatoria contmua com 
fungao densidade de probabilidade /. Mos- 
tre que o estoque otimo e o valor 5 * que 
satisfaz 


onde b to lucro lfquido por venda, it o 
a perda lfquida por unidade nao vendida 
t F t a fungao distribuigao cumulativa da 
demanda sazonal. 

5.10 Trens em diregao ao destino A chegam 
na estagao em intervalos de 15 minutos a 
partir das 7:00 da manha, enquanto trens 
em diregao ao destino B chegam a esta¬ 
gao em intervalos de 15 minutos come- 
gando as 7:05 da manha. 

(a) Se certo passageiro chega a estagao 
em um horario uniformemente dis- 
tribuido entre 7:00 e 8:00 da manha e 
pega o primeiro trem que chega, em 
que proporgao de tempo ele vai para 
o destino A2 

(b) E se o passageiro chegar em um hora¬ 
rio uniformemente distribufdo entre 
7:10 e 8:10 da manha? 

5.11 Um ponto e escolhido aleatoriamente em 
um segmento de reta de comprimento L. 
Interprete este enunciado e determine a 
probabilidade de que a relagao entre o 
segmento mais curto e o mais longo seja 
menor que 1/4. 

5.12 Um onibus viaja entre as cidades A e B, 
que estao 100 km uma da outra. Se o oni¬ 
bus estragar, a distancia da pane ate a cida- 
de A tem distribuigao uniforme ao longo 
do intervalo (0,100). Ha oficinas na cidade 
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A, na cidade B e no meio da estrada entre 
A e B. Sugere-se que seria mais eficiente 
ter tres oficinas localizadas em distancias 
de 25,50 e 75 km, respectivamente, a partir 
de A. Voce concorda com isso? Por que? 

5.13 Voce chega na parada de onibus as 10:00, 
sabendo que o onibus chegara em algum 
horario uniformemente distribufdo entre 
10:00 e 10:30. 

(a) Qual e a probabilidade de que voce te- 
nha que esperar mais de 10 minutos? 

(b) Se, as 10:15, o onibus ainda nao tiver 
chegado, qual e a probabilidade de 
que voce tenha que esperar pelo me- 
nos mais 10 minutos? 

5.14 Seja X uma variavel aleatoria uniforme 
no intervalo (0,1). Calcule E[X l ] usando 
a Proposigao 2.1 e depois verifique o re- 
sultado usando a definigao de esperanga. 

5.15 Se X e uma variavel aleatoria normal com 
parametros fi = 10 e <r 2 = 36, calcule 

(a) P[X> 5} 

(b) P{4<X< 16) 

(c) P[X< 8) 

(d) P[X< 20) 

(e) P{X > 16) 

5.16 O volume anual de chuvas (em mm) em 
certa regiao e normalmente distribufdo 
com fi = 40 e cr = 4. Qual e a probabilidade 
de que, a contar deste ano, sejam necessa- 
rios mais de 10 anos antes que o volume 
de chuva em um ano supere 50 mm? Que 
hipoteses voce esta adotando? 

5.17 Um homem praticando tiro ao alvo rece- 
be 10 pontos se o tiro estiver a 1 cm do 
alvo, 5 pontos se estiver entre 1 e 3 cm do 
alvo, e 3 pontos se estiver entre 3 e 5 cm 
do alvo. Determine o numero esperado 
de pontos que ele recebera se a distancia 
do ponto de tiro ate o alvo for uniforme¬ 
mente distribufda entre 0 e 10. 

5.18 Suponha que X seja uma variavel aleato¬ 
ria normal com media 0,5. Se P{X > 9) = 
0,2, qual e o valor de Var(2Q, aproximada- 
mente? 

5.19 Seja X uma variavel aleatoria normal com 
media 12 e variancia 4. Determine o valor 
de c tal que P[X > c) = 0,10. 

5.20 Se 65% da populagao de uma grande 
comunidade sao a favor de um aumento 
proposto para as taxas escolares, obtenha 


uma aproximagao para a probabilidade 
de que uma amostra aleatoria de 100 pes- 
soas contenha 

(a) pelo menos 50 pessoas a favor da pro- 
posta; 

(b) entre 60 e 70 pessoas (inclusive) a fa¬ 
vor; 

(c) menos de 75 pessoas a favor. 

5.21 Suponha que a altura de um homem de 
25 anos de idade, em cm, seja uma varia¬ 
vel aleatoria normal com parametros n = 
180 e a 2 = 16. Que percentual de homens 
de 25 anos de idade tern mais de 1,88 de 
altura? Que percentual de homens em um 
time de 6 jogadores tern mais de 1,96 m de 
altura? 

5.22 A espessura de uma forja de duralumf- 
nio (em mm) e normalmente distribufda 
com ju = 22,86 e a = 0,0762. Os limites 
de especificagao foram dados como 22,86 
± 0,127 mm. 

(a) Que percentual de forjas sera defeitu- 
oso? 

(b) Qual e o valor maximo permissfvel de 
a que permitira que nao exista mais 
de 1 forja defeituosa em 100 se as es- 
pessuras forem de fx = 22,86 e cr? 

5.23 Realizam-se mil jogadas independentes 
de um dado honesto. Calcule a probabi¬ 
lidade aproximada de que o numero 6 
aparega entre 150 e 200 vezes, inclusive. 
Se o numero 6 aparecer exatamente 200 
vezes, determine a probabilidade de que 
o numero 5 aparega menos de 150 vezes. 

5.24 O tempo de vida util de componentes de 
computador produzidos por certo fabri¬ 
cate de semicondutores e normalmente 
distribufdo com parametros fju = 1,4 x 10 6 
horas e cr = 3 X10 5 horas. Qual e a proba- 
bilidade aproximada de que um lote com 
100 componentes contenha pelo menos 
20 componentes cujos tempos de vida util 
sejam menores que 1,8 X10 6 ? 

5.25 Cada item produzido por certo fabricante 
e, independentemente, de qualidade acei- 
tavel com probabilidade 0,95. Obtenha 
uma aproximagao para a probabilidade 
de que mais de 10 dos proximos 150 itens 
fabricados sejam inaceitaveis. 

5.26 Dois tipos de moedas sao produzidos em 
uma fabrica; uma moeda honesta e uma 
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moeda viciada que da cara 55% das vezes. 
Temos uma dessas moedas, mas nao sabe- 
mos se ela e honesta ou viciada. De for¬ 
ma a descobrir que tipo de moeda temos, 
realizamos o seguinte teste estatfstico: 
jogamos a moeda 1.000 vezes. Se a moe¬ 
da der cara 525 vezes ou mais, entao con- 
cluiremos que ela e a moeda viciada. Por 
outro lado, se a moeda der cara menos de 
525 vezes, entao concluiremos que ela e a 
moeda honesta. Se a moeda e realmente 
a moeda honesta, qual e a probabilidade 
de que cheguemos a uma conclusao falsa? 
Qual seria essa probabilidade se a moeda 
fosse viciada? 

5.27 Em 10.000 jogadas independentes de uma 
moeda, observou-se que deu cara 5800 
vezes. E razoavel supor que essa moeda 
nao seja honesta? Explique. 

5.28 Doze por cento da populagao sao de ca- 
nhotos. Obtenha um valor aproximado 
para a probabilidade de que existam pelo 
menos 20 canhotos em uma escola de 200 
alunos. Enuncie as suas hipoteses. 

5.29 Um modelo para o movimento de uma 
a$ao supoe que, se o prego atual da agao e 
s , entao, apos certo periodo, ele sera us com 
probabilidade p ou ds com probabilidade 
1 - p. Supondo que movimentos sucessivos 
sejam independentes, obtenha uma aproxi- 
magao para a probabilidade de que o prego 
da agao esteja em alta pelo menos 30% do 
tempo ao longo dos proximos 1000 perlo- 
dos se u = 1,012, d = 0,990 ep = 0,52. 

5.30 Uma imagem e dividida em duas regioes, 
uma branca e outra preta. Uma leitura feita 
a partir de um ponto escolhido aleatoria- 
mente na regiao branca e normalmente dis¬ 
tribuida com /x = 4 e a 1 = 4, enquanto uma 
feita a partir de um ponto escolhido alea- 
toriamente na regiao preta e normalmente 
distribuida com p = 6 e cr 2 = 9. Um ponto 
e aleatoriamente escolhido na imagem e 
tem-se uma leitura de 5. Se a fragao preta 
da imagem e igual a a , para que valor de a 
a probabilidade de se cometer um erro nao 
mudaria independentemente do fato de o 
ponto estar na regiao branca ou preta? 

5.31 (a) Uma estagao de bombeiros deve ser 

instalada ao longo de uma estrada 

com comprimento A, A < Se in- 


cendios ocorrem em pontos unifor- 
memente distribuldos no intervalo (0, 
A), qual deveria ser a localizagao da 
estagao de forma a minimizar-se a dis¬ 
tancia esperada para o incendio? Isto 
e, escolha a de forma que 

E[\X- a\] seja minimizado 

quando X for uniformemente distri- 
buido ao longo de (0,^4). 

(b) Agora suponha que a estrada tenha 
comprimento infinito - indo do ponto 
0 ate o°. Se a distancia de um incen¬ 
dio ate o ponto 0 e exponencialmente 
distribuida com taxa \, onde deveria 
estar localizada a esta 9 ao? Isto e, que- 
remos minimizar E[\X - a\], onde X e 
agora exponencial com taxa X. 

5.32 O tempo (em horas) necessario para a 
manuten 9 ao de uma maquina e uma va- 
riavel aleatoria exponencialmente distri¬ 
buida com \=l/2. Qual e 

(a) a probabilidade de que um reparo 
dure mais que 2 horas? 

(b) a probabilidade condicional de que o 
tempo de reparo dure pelo menos 10 
horas, dado que a sua dura 9 ao seja su¬ 
perior a 9 horas? 

5.33 O numero de anos que um radio funciona 
e exponencialmente distribufdo com X = 
1/8. Se Joao comprar um radio usado, qual 
e a probabilidade de que ele funcione por 
mais 8 anos? 

5.34 Joao sabe que a distancia, em milhares de 
quilometros, que um carro pode rodar an¬ 
tes de ir para o ferro-velho e uma variavel 
aleatoria exponencial com parametro 1/20. 
Jose tern um carro que ele diz ter dirigido 
por 16.000 km. Se Joao comprar esse carro, 
qual e a probabilidade de que ele consiga 
rodar pelo menos 32.000 com ele? Repita 
supondo que a distancia que o carro pode 
rodar nao seja exponencialmente distri¬ 
buida, mas sim uniformemente distribuida 
em (0,64) (em milhares de km). 

5.35 A taxa de risco X(t) de cancer no pulmao 
de um fumante homem com idade de t 
anos e tal que 

\(f) = 0,027 + 0,00025(f - 40) 2 t > 40 

Supondo que um homem fumante de 40 
anos de idade sobreviva a todos os de- 
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mais riscos, qual e a probabilidade de que 
viva ate as idades de (a) 50 e (b) 60 anos 
sem desenvolver cancer no pulmao? 

5.36 Suponha que a distribuigao da vida util de 
um item tenha fungao taxa de risco \(f) = 
f 3 , t > 0. Qual e a probabilidade de que 

(a) o item dure mais que 2 anos? 

(b) a vida util do item esteja entre 0,4 e 

1,4 anos? 

(c) um item com 1 ano de vida dure mais 
que 2 anos? 

5.37 Se a variavel aleatoria X e uniformemen- 
te distribufda ao longo do intervalo (-1, 
1), determine: 

(a) P{\X\ > 1/2}; 

(b) a fungao densidade da variavel alea¬ 
toria \X\. 

5.38 Se a variavel aleatoria Y 6 uniformemen- 
te distribufda ao longo do intervalo (0,5), 
qual e a probabilidade de que as raizes da 
equagao 4x 2 + 4xY+Y+2 = 0 sejam 
ambas reais? 


5.39 Se X6 uma variavel aleatoria exponencial 
com parametro X = 1, calcule a fungao 
densidade de probabilidade da variavel 
aleatoria Y definida como Y = log X. 

5.40 Se X e uniformemente distribufda ao lon¬ 
go do intervalo (0,1), determine a fungao 
densidade de Y = e x . 

5.41 Determine a distribuigao de R — A sen 
6 , onde A e uma constante fixa, e 0 e 
uma variavel aleatoria uniformemente 
distribufda em (-7t/2, tt/2). A variavel 
aleatoria R surge da teoria da balfstica. 
Se um projetil e disparado de sua origem 
com um angulo a em relagao a superffcie 
da terra com uma velocidade v, entao o 
ponto R no qual ele retorna a terra pode 
ser escrito como R = (v 2 /g) sen 2a, onde 
g6 a acelera^ao da gravidade, que e igual 
a 9,8 m/s 2 . 


EXERCICIOS TEORICOS 


5.1 A velocidade de uma molecula em um 
gas uniforme e uma variavel aleatoria 
cuja fun^ao densidade de probabilidade e 
dada por 


/(*) = 


ax 2 e b * 2 x > 0 
0 x < 0 


onde b = m!2kT e k,T e m representam, 
respectivamente, a constante de Boltzmann, 
a temperatura absoluta do gas, e a massa da 
molecula. Avalie a em termos de b. 

5.2 Mostre que 

POO POO 

E[Y] = P{Y > y}dy - P{Y < -y}dy 
Jo Jo 


Dica : Mostre que 



P[Y < -y}dy = 




POO 

> y}dy= / xf Y (x) dx 
Jo 


5.3 Mostre que, se X tern fun^ao densidade /, 
entao 


/ oo 

-oo 


g(x)f(x) dx 


Dica : Usando o Exercfcio Teorico 5.2, co- 
mece com 

J P OO POO 

1 P{g(X)>y}dy- P[g{X) <—y}dy 
0 Jo 


e entao proceda como na demonstra^ao 
dada no texto quando g(X) > 0. 

5.4 Demonstre o Corolario 2.1. 

5.5 Use o resultado que diz que, para uma va¬ 
riavel aleatoria nao negativa Y, 



P{Y > t] dt 


para mostrar, para uma variavel aleatoria 
nao negativa X , 



nx n l P{X > x}dx 


Dica : Comece com 

POO 

E[X n ] = / P{X n > t] dt 
Jo 

e faga a mudanga de variaveis t = x n . 
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5.6 Defina uma colegao de eventos E a , 0 < a 
< 1, com a propriedade de que P(E a ) = 1 


para todo a mas P 


n Ea 


= 0 . 


Dica: Considere X uniforme no intervalo 
(0,1) e defina cada E a em termos de X. 

5.7 O desvio padrao de X, representado como 
SD(2Q,edadopor 


SD(Z) = [Var(x)] 1 ' 2 


Calcule SD(aZ - b) se X tem variancia a. 

5.8 Seja X uma variavel aleatoria que assuma 
valores entre Oec. Isto e, P{0 < X < c) = 
1. Mostre que 


Var(A') < c 2 /4 


Dica: Uma possfvel abordagem e mostrar 
primeiro que 

E[X 2 ] < cE[X 1 

e depois usar esta desigualdade para mos¬ 
trar que 

Var(Z) < c 2 [a( 1 - a)] onde a = E[X\!c 


5.9 Mostre que Z e uma variavel aleatoria 
normal padrao pois, para x > 0 , 

(a) P\Z > x] = P\Z < -*); 

(b) P{\Z\ > x] = 2P[Z > x}; 

(c) P{\Z\<x)=2P\Z<x)-\. 

5.10 Seja/(x) a fungao densidade de probabi¬ 
lidade de uma variavel aleatoria normal 
com media (i e variancia a 2 . Mostre que ju 
— <j e /x + cr sao pontos de inflexao dessa 
fungao. Isto e, mostre que/"(*) = 0 quan¬ 
do JC = /A — a OU X — fJL + cr. 

5.11 Seja Z uma variavel aleatoria normal pa¬ 
drao Z e g uma fungao derivavel com de- 
rivada g\ 

(a) Mostre que £[g'(Z)] = E[Zg(Z)] 

(b) Mostre que E[Z n+] J = nE[Z n l ] 

(c) Calcule E[Z?\ 

5.12 Use a identidade do Exercfcio Teorico 
5.5 para deduzir E[X 2 ] quando X e uma 
variavel aleatoria exponencial com pa¬ 
rametro X. 

5.13 A mediana de uma variavel aleatoria 
contmua com fungao distribuigao Ft o 
valor de m tal que F(m) — 1/2. Isto e, uma 
variavel aleatoria tem a mesma probabili¬ 
dade de ser maior ou menor que sua me¬ 
diana. Determine a mediana de X se X t 


(a) uniformemente distribufda ao longo 
de (a,b)\ 

(b) normal com parametros /x, or 2 ; 

(c) exponencial com taxa X. 

5.14 A moda de uma variavel aleatoria con¬ 
tmua com densidade ft o valor de x no 
qual /( x) atinge seu maximo. Calcule 
a moda de X nos casos (a), (b) e (c) do 
Exercfcio Teorico 5.13. 

5.15 Sele uma variavel aleatoria exponen¬ 
cial com parametro X, e c > 0, mostre que 
cX t exponencial com parametro X/c. 

5.16 Calcule a fungao taxa de risco de X quan¬ 
do X t uniformemente distribufda no in¬ 
tervalo ( 0 , a). 

5.17 Se X tem fungao taxa de risco \ x (t), cal¬ 
cule a fungao taxa de risco de aX onde a t 
uma constante positiva. 

5.18 Verifique que a fungao densidade gama 
tem integral igual a 1 . 

5.19 Se X t uma variavel aleatoria exponen¬ 
cial com media 1/X, mostre que 

E[X k ] = k\IX k A: =1,2,... 

Dica: Utilize a fungao densidade gama 
para calcular a equagao anterior. 

5.20 Verifique que 

Var(A0 = a/\ 2 

quando X t uma variavel aleatoria gama 
com parametros a e X. 

5.21 Mostre que r . 

Dica : r ^ 5 ^ = e~ x x~V 2 dx. Faga a mu- 
danga de variaveis y = *j2x e entao rela- 
cione a expressao resultante com a distri¬ 
buigao normal. 

5.22 Calcule a fungao taxa de risco de uma va¬ 
riavel aleatoria gama com parametros (a, 
X) e mostre que ela e crescente quando a 
^ 1 e decrescente quando a < 1 . 

5.23 Calcule a fungao taxa de risco de uma va¬ 
riavel aleatoria de Weibull e mostre que 
ela e crescente quando j 3 ^ 1 e decrescen¬ 
te quando jB<l. 

5.24 Mostre que um grafico de log(log(l - 
FCx))" 1 ) em fungao de log x e uma linha 
reta com inclinagao J3 quando F(*) e uma 
fungao distribuigao de Weibull. Mostre 
tambem que aproximadamente 63,2% de 
todas as observagoes dessa distribuigao 
sao menores que a. Suponha que v - 0. 
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5.25 Seja 



mostre que, se X e uma variavel aleatoria 
de Weibull com parametros v,ae|3, entao 
Y e uma variavel aleatoria exponencial 
com parametro \ — 1 e vice-versa. 

5.26 Se X e uma variavel aleatoria beta com 
parametros a e b, mostre que 



5.27 Se X 6 uniformemente distribuida em (a, 
b), qual variavel aleatoria que varia line- 
armente com X e uniformemente distri¬ 
buida em ( 0 , 1 )? 

5.28 Considere a distribuigao beta com para¬ 
metros (< a , b). Mostre que 

(a) quando a > 1 e b > 1, a densidade e 
unimodal (isto e, ela tern urn unico 
modo) com modo igual a (a - 1)/(1 + 
b - 2); 

(b) quando fl<l, 6 <lea + 6 < 2 ,a 
densidade e unimodal com modo em 
0 ou 1 ou tern forma de U com modos 
em 0 e 1 ; 

(c) quando a = 1 = b, todos os pontos em 
[ 0 , 1 ] sao modos. 

5.29 Seja X uma variavel aleatoria contfnua 
com fungao distribuigao cumulativa F. 
Defina a variavel aleatoria Y como Y = 
F(X). Mostre que Y e uniformemente dis- 
tribufda em ( 0 , 1 ). 

5.30 Suponha que X tenha fungao densidade 
de probabilidade f x . Determine a fungao 
densidade de probabilidade da variavel 
aleatoria Y definida como Y - aX + b. 

5.31 Determine a fungao densidade de probabi¬ 
lidade de Y = e x quando X e normalmente 
distribuida com parametros jtt e a 2 . Diz-se 
que a variavel aleatoria Y tern distribuiqao 
log-normal (ja que log Y tern distribuigao 
normal) com parametros fx e cr 2 . 

5.32 Sejam X e Y variaveis aleatorias indepen- 
dentes que tern a mesma probabilidade, 


cada uma delas, de assumir qualquer va¬ 
lor 1,2,..., (10) N , onde N 6 muito grande. 
Suponha que D represente o maior divi¬ 
sor comum delete tambem que Q k - 
P{D = k}. 

(a) Fornega um argumento heurfstico 
para Q k = ( \lk 2 )Q r 

Dica: Note que, para que D seja igual 
a k,k deve ser um divisor de X e Y. 
Alem disso, Xik e Ylk devem ser re- 
lativamente primos (isto e, X/k e Ylk 
devem ter um maior divisor comum 
igual a 1 ). 

(b) Use a letra (a) para mostrar que 
Q 1 — P{X e y sejam relativamente primos} 

1 

oc 

El A 2 

k =1 

v oo 

E sabido que = n 2 /6, entao 

6 l 

Qi = ~2 ( na teor i a d° s numeros, este 
e conhecido como o teorema de Le¬ 
gendre). 

(c) Mostre agora que 



onde P i 6 o Lesimo menor numero 
primo maior que 1 . 

Dica: X e Y serao relativamente pri¬ 
mos se eles nao tiverem fatores pri¬ 
mos em comum. Portanto, da letra (b), 
vemos que 



que foi observado mas nao explicado 
no Problema 11 do Capftulo 4 (a re- 
lagao entre este problema e o Proble¬ 
ma 11 do Capftulo 4 e que X e Y sao 
relativamente primos se XY nao tiver 
fatores primos multiplos). 

5.33 Prove o Teorema 7.1 quando g(X) e uma 
fungao decrescente. 
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PROBLEMAS DE AUTOTESTE E EXERCICIOS 


5.1 O numero de minutos jogados por certo 
jogador de basquete em um jogo aleato- 
riamente escolhido e uma variavel aleato- 
ria cuja fungao densidade de probabilida¬ 
de e dada na figura a seguir: 

0,0501- - 

0,025 - l- -1 


10 20 30 40 


Determine a probabilidade de que o jo¬ 
gador jogue 

(a) mais de 15 minutos; 

(b) entre 20 e 35 minutos; 

(c) menos de 30 minutos; 

(d) mais de 36 minutos. 

5.2 Para alguma constante c , a variavel alea¬ 
toria X tern a fungao densidade de proba¬ 
bilidade 


f(x) = 


ex' 1 0 < x < 1 
0 caso contrario 


Determine (a) c e (b) P{X > x), 0 < x < 
1. 

5.3 Para alguma constante c, a variavel alea¬ 
toria X tern a fungao densidade de proba¬ 
bilidade 


fn f cx 4 0 < x < 2 
J 0 caso contrario 

Determine (a) E[X\ e (b) Var(^Y). 

5.4 A variavel aleatoria X tem fungao densi¬ 
dade de probabilidade 


/(*) = 


ax + bx 2 0 < x < 1 

0 caso contrario 


Se E[X] = 0,6, determine (a) P{X < 1/2) 
e (b) Var(Jf). 

5.5 A variavel aleatoria X e chamada de va¬ 
riavel aleatoria uniforme discreta nos in- 
teiros l,2,...,n se 

P{X = i) = - i = l,2,...,n 
n 

Para qualquer numero real nao negati- 
vo x, represente Int(x) (as vezes escrito 
como [x]) como o maior inteiro menor ou 
igual a x. Mostre que, se U e uma variavel 


aleatoria uniforme em (0,1), entao X = 
Int (nU) 4-1 e uma variavel aleatoria uni¬ 
forme discreta em 1,..., n. 

5.6 Sua empresa deve enviar uma proposta 
lacrada para um projeto de construgao. Se 
voce ganhar o contrato (por fazer a pro¬ 
posta mais barata), voce pretende pagar 
a uma outra firma 100 mil reais para que 
ela faga o servigo. Se voce acredita que a 
menor oferta (em milhares de reais) das 
outras empresas participantes pode ser 
modelada como uma variavel aleatoria 
uniformemente distribmda em (70,140), 
que proposta voce deve fazer para maxi- 
mizar o seu lucro esperado? 

5.7 Para veneer certo jogo, voce deve ganhar 
em tres rodadas consecutivas. O jogo de- 
pende do valor de £/, uma variavel alea¬ 
toria uniforme no intervalo (0,1). Se U > 
0 ,1, entao voce ganha a primeira rodada; 
se U > 0,2, entao voce ganha a segunda 
rodada; e se U > 0,3, voce ganha a terceira 
rodada. 

(a) Determine a probabilidade de que 
voce ganhe o primeiro jogo. 

(b) Determine a probabilidade condicio- 
nal de que voce ganhe a segunda ro¬ 
dada dado que voce tenha vencido a 
primeira rodada. 

(c) Determine a probabilidade condicio- 
nal de que voce ganhe a terceira ro¬ 
dada dado que voce tenha vencido as 
duas primeiras rodadas. 

(d) Determine a probabilidade de que 
voce seja o vencedor do jogo. 

5.8 Um teste de QI de uma pessoa aleatoria- 
mente escolhida indica uma nota que e 
aproximadamente uma variavel aleatoria 
normal com media 100 e desvio padrao 
15. Qual e a probabilidade de que tal 
nota (a) esteja acima de 125; (b) entre 90 
e 110? 

5.9 Suponha que o tempo de viagem de sua 
casa ao seu escritorio seja normalmente 
distribufdo com media de 40 minutos e 
desvio padrao de 7 minutos. Se voce quer 
estar 95% certo de que voce nao chegara 
atrasado para um compromisso no escri¬ 
torio as 13:00, qual e o ultimo horario no 
qual voce devera sair de casa? 
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5.10 O tempo de vida de certo tipo de pneu 
de automovel e normalmente distribuido 
com media 34.000 km e desvio padrao de 
4.000 km. 

(a) Qual e a probabilidade de que esse 
pneu dure mais de 40.000 km? 

(b) Qual e a probabilidade de que ele 
dure entre 30.000 e 35.000 km? 

(c) Dado que ele tenha durado 30.000 km, 
qual e a probabilidade condicional de 
que ele dure 10.000 km a mais? 

5.11 O indice pluviometrico anual em Cleve¬ 
land, Ohio, e aproximadamente uma va¬ 
riavel aleatoria normal com media 1021 
mm e desvio padrao de 214 mm. Qual e a 
probabilidade de que 

(a) o indice pluviometrico do proximo 
ano exceda 1118 mm? 

(b) o indice pluviometrico anual em exa- 
tamente 3 dos proximos 7 anos exce¬ 
da 1118 mm? 

Suponha que, se A i e o evento em que o 
indice pluviometrico excede 1118 mm em 
um ano (a partir de agora), entao os even- 
tos / > 1, sao independentes. 

5.12 A tabela a seguir usa dados de 1992 refe- 
rentes ao percentual de homens e mulhe- 
res que trabalham o dia inteiro cujos sala- 
rios anuais caem em faixas diferentes: 


Faixa de salarios 

Percentual 
de mulheres 

Percentual 
de homens 

<9999 

8,6 

4,4 

10.000-19.999 

38,0 

21,1 

20.000-24.999 

19,4 

15,8 

25.000-49.999 

29,2 

41,5 

> 50.000 

4,8 

17,2 


Suponha que amostras aleatorias de 200 
homens e 200 mulheres que trabalham o 
dia todo sejam escolhidas. Obtenha um 
valor aproximado para a probabilidade de 
que 

(a) pelo menos 70 das mulheres ganhe 
R$25.000 ou mais; 

(b) no maximo 60% dos homens ganhem 
R$25.000 ou mais; 

(c) pelo menos 3/4 dos homens e pelo 
menos metade das mulheres ganhem 
R$20.000 ou mais. 

5.13 Em certo banco, a quantidade de tempo 
que um cliente gasta em um caixa e uma 


variavel aleatoria exponencial com me¬ 
dia de 5 minutos. Se ha um cliente sendo 
atendido quando voce entra no banco, 
qual e a probabilidade de que ele ou ela 
continue no caixa 4 minutos depois? 

5.14 Suponha que a fun^ao distribui^ao cumula- 
tiva da variavel aleatoria X seja dada por 

F(x) = 1 - e - * 2 x > 0 


Avalie (a) P[X > 2);(b) P{\ <X< 3};(c) 
a fun^ao taxa de risco de F; (d) E[X\; (e) 
Var(i). 

Dica: Para as letras (d) e (e), voce pre- 
cisa utilizar os resultados do Exercicio 
Teorico 5.5. 

5.15 O numero de anos que uma maquina de 
lavar funciona 6 uma variavel aleatoria 
cuja fungao taxa de risco e dada por 


A(0 


0,2 0 < t < 2 

0,2 + 0,3(t - 2) 2 < t < 5 
1,1 t > 5 


(a) Qual e a probabilidade de que a ma¬ 
quina continue a funcionar por 6 anos 
apos a sua compra? 

(b) Se ela ainda estiver funcionando 6 
anos apos a sua compra, qual e a pro¬ 
babilidade condicional de que ela es- 
trague nos proximos 2 anos. 

5.16 Uma variavel aleatoria de Cauchy padrao 
tern fungao densidade 

f(x) = -o7 - 00 < x < OO 

n(l + x 2 ) 

Mostre que, se X 6 uma variavel aleatoria 
padrao de Cauchy, entao 1/X tambem e 
uma variavel aleatoria padrao de Cauchy. 

5.17 Uma roleta tern 38 espagos, nos quais 
estao escritos os numeros 0, 00 e 1 a 36; 
se voce apostar 1 unidade em certo nu¬ 
mero, ganha 35 unidades se a bolinha cair 
naquele numero, e perde 1 unidade caso 
contrario. Se voce sempre faz apostas 
como essa, obtenha uma probabilidade 
aproximada para o evento em que 

(a) voce ganha apos 34 apostas; 

(b) voce ganha apos 1000 apostas; 

(c) voce ganha apos 100.000 apostas. 
Suponha que a bolinha da roleta tenha 
a mesma probabilidade de cair em qual- 
quer um dos espagos. 
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5.18 Ha dois tipos de pilhas em uma cesta. 
Quando em uso, pilhas tipo i duram (em 
horas) um tempo exponencialmente distri- 
buido com taxa i = 1,2. Uma pilha reti- 

rada aleatoriamente da cesta tern probabi- 

2 

lidade /?, de ser do tipo i, onde Pi = 1- 

i=l 

Se uma bateria aleatoriamente escolhida 

continua a operar apos i horas de uso, qual 
e a probabilidade de que ela continue a 
operar apos s horas adicionais? 

5.19 Evidencias a respeito da culpa ou inocen- 
cia de um reu em uma investigagao crimi¬ 
nal podem ser resumidas pelo valor de uma 
variavel aleatoria X cuja media fx depende 
da culpa do reu. Se ele e inocente, entao fx 
= 1; se ele e culpado, jx = 2.0 juiz conside- 
rara o reu culpado caso X > c para algum 
valor de c adequadamente escolhido. 


(a) Se o juiz quer estar 95% certo de que 
um homem inocente nao seja conde- 
nado, qual deve ser o valor de cl 

(b) Usando o valor de c obtido na letra 
(a), qual e a probabilidade de que um 
reu culpado seja condenado? 

5.20 Para qualquer numero real y , defina y + 

como 

+ y, sey > 0 

y 0, sey < 0 

Seja c uma constante. 

(a) Mostreque 

E[(Z - c) + ] = —5=e _c2/2 - c(l - 4>(c)) 

v2 7i 

quando Z e uma variavel aleatoria 
normal padrao. 

(b) Determine E[{X - c) + ] quando X e 
normal com media fx e variancia a 1 . 
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6.1 FUNgOES CONJUNTAMENTE DISTRIBUIDAS 

Ate agora, trabalhamos apenas com distributes de probabilidade de uma Ulri¬ 
ca variavel aleatoria. Entretanto, com frequencia estamos interessados em ana- 
lisar probabilidades de duas ou mais variaveis aleatorias. Nesse caso, definimos, 
para quaisquer variaveis aleatorias X e Y.afungao distribuigao de probabilida¬ 
de cumulativa conjunta de X e Y como 

F(a,b) = P{X<a,Y<b} -™<a,b<™ 

A distribuigao de X pode ser obtida a partir da distribuigao conjunta de X e Y 
da seguinte maneira: 

Fx(a) — P{X ^ a] 

= P{X < a, Y < oo} 

= p( lim {X < a, Y < b}) 

\b—>oo ) 

= lim P{X < a, Y < b] 

b — ^ oo 

= lim F(a,b) 

b—> oo 

= F(a, oo) 
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Note que, nesse conjunto de igualdades, fizemos uso uma vez mais do fato de 
que a probabilidade e uma fungao contmua de um conjunto (isto e, evento). 
Similarmente, a fungao distribuigao cumulativa de Y e dada por 

F y (b) = P{Y < b] 

= lim F(a,b) 

CL —^OO 

^ F(oo,b) 

As fungoes distribuigao F x e F Y sao as vezes chamadas de distributes margi¬ 
nals deZeY. 

Tudo o que se deseja saber sobre as probabilidades conjuntas de X e Y 
pode, em tese, ser respondido em termos de sua fungao distribuigao conjun- 
ta. Por exemplo, suponha que queiramos calcular a probabilidade conjunta 
de que X seja maior que a, e Y, maior que b. Isso poderia ser feito como a 
seguir 

P{X > a, Y > b) = 1 - P({X > a, Y > b} c ) 

= 1 - P({X > aj c U {Y > b } c ) 

= 1 - P({X < a] U {Y < b}) 

= 1 - [P[X < a] + P{Y < b] - P{X < a,Y < b}] 

= 1 - ^Ar(«) - Fy(fe) + E(a,6) (1.1) 

A Equagao (1.1) e um caso especial da equagao a seguir, cuja verificagao e dei- 
xada como exercicio: 

P{a\ < X < a 2 ,b\ < Y < b 2 } 

= F(a 2 ,b 2 ) + F(ai,6i) - F(fl!,b 2 ) - ^(« 2 ,&i) (1.2) 

sempre que < a 2 , b x < b 2 . 

No caso em que X eY sao variaveis aleatbrias discretas, e conveniente de- 
finir a fungao discreta de probabilidade conjunta (ou simplesmente fungao de 
probabilidade conjunta) de X e Y como 

p(x,y) = P{X = x,Y = y} 

A fungao de probabilidade de X pode ser obtida de p(x, y) por: 

px(x) = P{X = x] 

= p( x >y) 

y:p(x,y)> 0 


Similarmente, 

priy) = 

x:p(x,y)> 0 


Exemplo la 

Suponha que 3 bolas sejam sorteadas de uma urna contendo 3 bolas vermelhas, 
4 bolas brancas e 5 bolas azuis. SeZeYrepresentam,respectivamente, o nu- 





Essas probabilidades podem ser apresentadas mais claramente na forma de 
uma tabela, como na Tabela 6.1. O leitor deve observar que a fungao de 
probabilidade dele obtida calculando-se a soma das linhas, enquanto que 
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a fungao de probabilidade de Y e obtida calculando-se a soma das colunas. 
Como as fungoes de probabilidade individual de X e Y aparecem na mar- 
gem da tabela, elas sao muitas vezes chamadas de funqdes de probabilidade 
marginais de X e Y, respectivamente, ■ 


Exemplo 1b 

Suponha que 15% das familias de certa comunidade nao tenham filhos, 20% 
tenham 1 filho, 35% tenham 2 filhos e 30% tenham 3. Suponha tambem que, 
em cada familia, cada filho tenha a mesma probabilidade (independente) de 
ser menino ou menina. Se uma familia dessa comunidade e escolhida aleatoria- 
mente, entao B , o numero de meninos, e G, o numero de meninas nesta familia, 
terao a fungao de probabilidade conjunta mostrada na Tabela 6.2. 

As probabilidades mostradas na Tabela 6.2 sao obtidas da maneira a seguir: 

P{B = 0, G = 0} = P{familia sem filhos) = 0,15 

P{B = 0, G = 1} = Pjfamflia com 1 menina e um total de 1 filho} 

= P{ 1 filho}P{l menina|l filho) = (0,20) 

P{B = 0, G = 2) = Fjfamflia com 2 meninas e um total de 2 filhos) 

= P{2 filhos}P{2 meninas|2 filhos) = (0,35) 




Deixamos a verificagao das demais probabilidades na tabela para o leitor. ■ 


Dizemos que X e Y sao conjuntamente continuas se existir uma fungao f(x,y), 
definida para todos os x e y reais, com a probabilidade de que, para todo conjunto 
C de pares de numeros reais (isto e, C e um conjunto no piano bidimensional), 


P{(X,Y)eC} = 


// ^ 

(x,y)eC 


dx dy 


(1.3) 


A fungao f(x, v) e chamada de fungao densidade de probabilidade conjunta 
de X e Y. Se A e B sao quaisquer conjuntos de numeros reais, entao, definin- 
do C — {(x,y):x 6 A,y G Bj, vemos da Equagao (1.3) que 

P{X € A,Y e B] — f f f(x,y ) dx dy 

Jb Ja (1.4) 


Tabela 6.2 P{B = /', G = /} 


;. 

0 

1 

2 

3 

Soma da linha = P{B = #} 

0 

0,15 

0,10 

0,0875 

0,0375 

0,3750 

1 

0,10 

0,175 

0,1125 

0 

0,3875 

2 

0,0875 

0,1125 

0 

0 

0,2000 

3 

0,0375 

0 

0 

0 

0,0375 

Soma da coluna = P{G = j } 

0,3750 

0,3875 

0,2000 

0,375 
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Como 


F(a,b ) = P{X € (- 00 , a], Y € (—oo, &]} 
r b 

fix , y) dx dy 


/ o /*a 

-oo J— oc 


vemos, calculando as derivadas, que 


/(«,*>) 


3a 3 b 


F{a,b) 


sempre que as derivadas parciais forem definidas. Outra interpretagao da fun¬ 
gao densidade conjunta, obtida da Equagao (1.4), e 

pd-\-db pa+da 

P{a < X < a + da,b < Y < b + db} = I / f(x,y)dxdy 

Jb Ja 
~ /(a, b ) da db 


onde da e db sao pequenos e /(x,y) e continua em a, b. Com isso ,f(a, b) e uma 
medida de quao provavel e a presenga do vetor aleatorio (X , Y) na vizinhanga 
de (a, b). 

Se X e y sao variaveis aleatorias conjuntamente contmuas, elas sao indi- 
vidualmente contmuas, e suas fungoes densidade de probabilidade podem ser 
obtidas da seguinte maneira: 


P{X e A) = P{X e A, Y e (- 00 , 00 )} 


= f f f( x >y) dydx 
J A J —00 

= j' fx(x)dx 


onde 


/ oo 

f(x,y)dy 

-OO 


e portanto a fungao densidade de probabilidade de X. Similarmente, a fungao 
densidade de probabilidade de Y e dada por 

/ oo 

f(x,y)dx 

-00 


Exemplo 1c 

A fungao densidade conjunta deXeYe dada por 


■f(x,y) 


[le x e 2y 0 < x < oo, 0 < y < oo 

10 caso contrario 


Calcule (a) P{X > 1 ,Y< 1], (b) P{X < Y} e (c) P{X < a). 
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Solugao (a) 


P{X > 1, Y < 


n oo 

2e~ x e~ 2y dx dy 

— J 2e~ ly dy 

= f 2e~ 2y dy 

Jo 


-e 1 (l-e 2 ) 


(b) 


P{X<Y}= jj 2e~ x e~ 2y dxdy 

(x,y)-jc<y 

= r ( y 2e- x e~ 2 >dxdy 

Jo Jo 

/*oo 

= / 2e~ 2y (l — e~ y )dy 

Jo 


poo poo 

I 2 e~ 2y dy — I 2 e~ 3y dy 
Jo Jo 



(C) 


n oo 

2e~ 2y e~ x dy dx 

=r. 

Jo 


e x dx 
= 1 - e~ a 


Exemplo Id 

Considere um circulo de raio R e suponha que um ponto em seu interior seja 
escoihido aleatoriamente de maneira tal que todas as regioes do circulo tenham 
a mesma probabilidade de conter esse ponto (em outras palavras, o ponto esta 
uniformemente distribuido no interior do circulo). Se o centro do circulo esta 
na origem do sistema de coordenadas, eleF correspondem as coordenadas 
do ponto escoihido (Figura 6.1), entao, como ( X , Y) tern a mesma probabili¬ 
dade de estar na vizinhanga de qualquer ponto no circulo, a fungao densidade 
conjunta de X e Y e dada por 

I c se x 2 + y 2 < R 2 

n 2 2 o2 

0 se x 2 + y 2 > R z 
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Figura 6.1 Distribuigao de probabilidade conjunta. 

para algum valor de c. 

(a) Determine c. 

(b) Determine as fungoes densidade marginais de X e Y. 

(c) Calcule a probabilidade de que D , a distancia da origem ao ponto selecio- 
nado, seja menor ou igual a a. 

(d) Determine E[D]. 

Solugdo (a) Como 

/ oo poo 

/ f(x,y)dydx = 1 
-OO J — OO 


tem-se que 


JJ dydx — 


x 2+y2^R2 


Podemos calcular ff x 2 +y 2< R 2 dydx usando coordenadas polares ou, mais sim- 
plesmente, notando que essa fungao representa a area do circulo, que e igual a 
7 tR 2 . Com isso, 

1 


(b) 


/ oo 

f(x,y) dy 

-OO 


1 

71R 2 
1 

Tt R 2 


L 


x 2 +y 2 <R 2 

!>■ 


dy 

onde c = \//^ 


2 

ttR 2 


x 


2 


Vi ? 2 - JC 2 X 2 < R 2 
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e essa expressao e igual a 0 quando x > R 2 . Por simetria, a densidade marginal 
de Y e dada por 

fr(y) = ~ f y 2 - r2 

— 0 y 2 > R 2 

(c) A fungao distribuigao de D = -J X 2 + Y 2 , a distancia a partir da origem, e 
obtida como a seguir: para 0 < a < R, 

F D (a) = P{Vx^ + 72 <= a } 

= P{X 2 + Y 2 < a 2 } 

= JJ f{x,y)dydx 

x 2 +y 2 <a 2 

= // dydx 

x 2 +y 2 <a 2 

n a 2 
nR 2 
0 2 

onde usamos o fato de que ff x 2 + y 2 <a 2 dydx representa a area de um circulo de 
raio a , que e igual a ira 2 . 

(d) Da letra (c), a fungao densidade de D e 

2a 

fr>(a ) = ^ 0 < a < i? 

Portanto, 


Exemplo 1e 

A fungao densidade de X e Y e dada por 




e (*+>) Ocjccoo, 0 < y < oo 

0 caso contrario 


Determine a fungao densidade da variavel aleatoria XIY. 
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Solugao Comegamos calculando a fungao distribuigao de XIY. Para a > 0. 

A 


Fx/Y(a) = P \ y ~ a 


= jj e (x+}7) dx dy 

x/y^a 
/*oo nay 

— I I e~^ x+y ^dxdy 

Jo Jo 

roo 

= I (1 — e~ ay )e~ y dy 

Jo 


= -e- y + 


e ~(a+l)y 

a + 1 


= 1 - 


a + 1 


Se calcularmos a derivada dessa fungao, mostramos que a fungao densidade 
de XI Y e f XIY (a) = 1 /(a + l) 2 ,0 < a < °°. ■ 

Tambem podemos definir fungoes distribuigao de probabilidade conjunta 
para n variaveis da mesma maneira como fizemos para n = 2. Por exemplo, a 
fungao distribuigao de probabilidade conjunta F(a v a 2i ..., a n ) das n variaveis 
aleatorias X v X 2y ...,X n e definida como 

F(a v a 2 ,...,a n ) = P{X t < a u X 2 < a 2 ,...,X„ < aj 

Alem disso, as n variaveis aleatorias sao chamadas de conjuntamente contmuas 
se existir uma fungao/(x 1 ,x 2 ,...,x ri ),chamada d t fungao densidade de probabili¬ 
dade conjunta , tal que, para qualquer conjunto C no n-espago, 

m4...A)eCl = // / /(xi,... ,x n )dx\dx 2 • • * dx n 

(*i ,...,x n )eC 


Em particular, para quaisquer n conjuntos de numeros reais A v A 2 ,...,A n . 
P{X\ e A\,X 2 , € A 2 , . • • ,X n € A n ] 


j j -/ 

JA n JAn _j JA\ 


f(xi,... ,x n ) dx\dx 2 - - - dx n 


Exemplo If A distribuigao multinomial 

Uma das mais importantes distribuigoes conjuntas e a distribuigao multinomial, 
que surge quando uma sequencia de n experiments independentes e identicos 
e realizada. Suponha que cada experimento possa levar a qualquer um de r 
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resultados possfveis, com respectivas probabilidades J2 Pi = 1* Se X t 

i —1 

representa o numero de experimentos que levam ao resultado i, entao 


P{X 1 =n 1 ,X 2 = n 2 ,...,X r = n r ) = —X - -.pl % 2 ■ ■ ■ p n / , ^ 

n\\n 2 \ ■ ■ n r \ 1 z (1.5) 

r 

sempre que = n. 

i—\ 

A Equagao (1.5) e verificada notando-se que a sequencia de resultados dos 
n experimentos que leva a ocorrencia do resultado i um total de n i vezes para 

1 = 1,2,..., r tern, pela hipotese de independence dos experimentos, probabili¬ 
dade de ocorrencia Como existem n\l{n x \n 2 \... n r \) sequencias de 

resultados assim (existem n\ln A \...n r \ diferentes permutagoes de n coisas das 
quais n x sao do mesmo tipo, n 2 sao do mesmo tipo,..., n r sao do mesmo tipo), 
estabelece-se a Equagao (1.5). A distribuigao conjunta cuja fungao discreta de 
probabilidade conjunta e especificada pela Equagao (1.5) e chamada de distri¬ 
buigao multinomial Note que, quando r = 2, a distribuigao multinomial reduz- 
se para a distribuigao binomial. 

Note tambem que qualquer soma de um conjunto fixo de X[s tern dis¬ 
tribuigao binomial. Isto e, seiVC {1, 2,..., r}, entao YlieN^i e uma variavel 
aleatoria binomial com parametros n e p = ^i eN Pi- I sso ® obtido porque 
representa o numero de n experimentos cujo resultado esta em A, 
e cada experimento leva independentemente a um resultado como esse com 
probabilidade YlieN Pi* 

Como uma aplicagao da distribuigao multinomial, suponha que um dado 
honesto seja rolado 9 vezes, A probabilidade de que o 1 aparega tres vezes, o 

2 e o 3 aparegam duas vezes cada, e o 4 e o 5 aparegam 1 vez cada, e o 6 nao 
aparega nenhuma vez e dada por 


9! 

3!2!2!1!1!0! 



— f 1 ) 9 

3!2!2! \6/ 


□ 


6.2 VARIAVEIS ALEATORIAS INDEPENDENTES 

As variaveis aleatorias XeY sao independentes se, para quaisquer dois conjun- 
tos de numeros reais AeB , 

P{X GA,YGB} = P{XG A)P[Y G B) (2.1) 

Em outras palavras, XeY sao independentes se, para todo A e B,o s eventos 
E a = {X G A] e F b = [Y G B} forem independentes. 

Pode-se mostrar, usando-se os tres axiomas da probabilidade, que a Equa¬ 
gao (2.1) e obtida se e somente se, para todo a , b , 

P{X <a,Y<b} = P[X < a}P{Y < b} 
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Portanto, em termos da fungao distribuigao conjunta Fdele^IeY sao 
independentes se 

F(a , b ) = F x (a)F Y {b ) para todo a , b 

Quando IeY sao variaveis aleatorias discretas, a condigao de independencia 
(2.1) e equivalente a 

/?(*,)>) =p x (x)p Y (y) para todo x,y (2.2) 

Tem-se essa equivalencia porque, se a Equagao (2.1) e satisfeita, entao obtemos 
a Equagao (2.2) fazendo com que A e B sejam, respectivamente, os conjuntos 
unitarios/l = (x)e5 = {y). Alem disso,se aEquagao (2.2) e valida,entao,para 
quaisquer conjuntos A, B, 

P{X e A,Y e B] = 

yeBxeA 

= E Y px(jc)pY(y) 

yeBxeA 

= oo E^ (x) 

yeB xeA 

= P{Y e B}P{X e A} 


e a Equagao (2.1) e estabelecida. 

No caso conjuntamente continuo, a condigao de independencia e equiva¬ 
lente a 


fix, y) = f x (x)f Y (y) para todo x, y 

Assim, de maneira informal, X e Y sao independentes se o conhecimento 
do valor de um nao mudar a distribuigao do outro. Variaveis aleatorias que nao 
sao independentes sao chamadas de dependentes. 

Exemplo 2a 

Suponha que n + m tentativas independentes com probabilidade comum de 
sucesso p sejam realizadas. Se X e o numero de sucessos nas primeiras n tenta¬ 
tivas eYeo numero de sucessos nas m tentativas finais, entao X e Y sao inde¬ 
pendentes, ja que o conhecimento do numero de sucessos nas primeiras tentati¬ 
vas nao afeta a distribuigao do numero de sucessos nas m tentativas finais (pela 
hipotese de tentativas independentes).De fato,para xey inteiros, 

p{x=x,r=y) = ( n x ya - P r(”) P '(i-,r' lV y i n m 

= P{X = x}P{Y = y} 


Por outro lado, X e Z sao dependentes, onde Zeo numero total de sucessos em 
n + m tentativas. (Por que?) ■ 



294 Probabilidade: Um Curso Moderno com Aplicagoes 


Exemplo 2b 

Suponha que o numero de pessoas que entrain em uma agenda de correio em 
certo dia seja uma variavel aleatoria de Poisson com parametro A. Mostre que, 
se cada pessoa que entra na agenda de correio for homem com probabilidade 
p e mulher com probabilidade 1 - p, entao pode-se representar o numero de 
homens e mulheres entrando na agenda por variaveis aleatorias de Poisson 
com respectivos parametros Xp e A(1 - p). 

Solugdo Suponha que X e Y representem, respectivamente, o numero de 
homens e mulheres que entram na agenda de correios. Vamos demonstrar a 
independence de X e Y estabelecendo a Equa^ao (2.2). Para obtermos uma 
expressao para P[X = /, Y = ;}, condicionamos em X + Y da maneira a seguir: 

P{X = i,y = J} = P{X = i,Y=j\X + Y = i + j}P{X + Y = i + J) 

+ P{X = i,Y = j\X + 7 ^ i + j}P{X + Y ^ i -j- j] 

[Note que essa equa^ao e meramente um caso especial da formula P(E) = P(E\F) 
P(F) + P(E\F)P(F)\. 

Como P{X = i, Y = j\X + Y i 4- ;'} e claramente 0, obtemos 

P{A = i, Y = j } = P{X = i,Y = j\X + Y = i + j)P{X + Y - i+ j] (2.3) 

Agora, como Z + 7eo numero total de pessoas que entram na agenda de 
correios, tem-se, por hipotese, que 

yi+j 

P { X+Y = i + j) = e-*j T j l (2.4) 

Alem disso, dado que i + j pessoas entrem na agenda de correios, como cada 
pessoa que entra tern probabilidade p de ser homem, tem-se que a probabili¬ 
dade de que exatamente i dessas pessoas sejam homens (e portanto j sejam 

mulheres) e somente a probabilidade binomial ^ * ~t ^p l (l — pV Isto e, 

P{X = i,Y = j\X + y = i + ;•}=( 1 1 7 '^'(1 - P y (2.5) 
A substitui^ao das Equates (2.4) e (2.5) na Equa^ao (2.3) resulta em 
P[X =i. Y =j) = (' + ') p'a - 

- e -^wi- P) y 

= e ~ Xp (^)' e -x(i- P ) [^(1 - P)y (2.6) 

i\ j\ 


Assim, 


P{X = i] = e~ 


-Xp Qpy ,,-xa-p) [A-(l - p)} 


/! 


= e 


-Xp 


(W 


(2.7) 
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e similarmente 


P{Y = /} = e~ xa ~ p) 


[ 1(1 - p)} 

j\ 


As Equagoes (2.6), (2.7) e (2.8) estabelecem o resultado desejado. 


( 2 . 8 ) 


Exemplo 2c 

Um homem e uma mulher decidem se encontrar em certo lugar. Se cada um 
deles chega independentemente em um tempo uniformemente distribufdo en- 
tre 12:00 e 13:00, determine a probabilidade de que o primeiro a chegar tenha 
que esperar mais de 10 minutos. 

Solugao Se X e Y representam, respectivamente, o tempo apos o meio-dia 
em que chegam o homem e a mulher, entao XeY sao variaveis aleatorias inde- 
pendentes, cada uma uniformemente distribuida no intervalo (0,60). A proba¬ 
bilidade desejada, P{X 4- 10 < Y] 4- P{Y + 10 < X}, que, por simetria, e igual a 
2 P{X + 10 < Y}, e obtida da seguinte maneira: 

2 P{X + 10 < Y} = 


Nosso proximo exemplo apresenta o mais antigo problema relacionado a 
probabilidades geometricas. Ele foi analisado e resolvido pela primeira vez por 
Buffon, um naturalista frances do seculo dezoito. Por esse motivo, e usualmente 
chamado de problema da agulha de Buffon . 

Exemplo 2d Problema da agulha de Buffon 

Uma tabua e graduada com linhas paralelas com espagamento D entre si. Uma 
agulha de comprimento L, onde L < D, e jogada aleatoriamente sobre a mesa. 
Qual e a probabilidade de que a agulha intercepte uma das linhas (sendo a 
outra possibilidade a de que a agulha fique completamente contida no espago 
existente entre as linhas)? 

Solugao Vamos determinar a posigao da agulha especificando (1) a distancia 
X do ponto central da agulha ate a linha paralela mais proxima e (2) o angulo 
6 entre a agulha e a linha de comprimento X indicada na Figura 6.2. A agulha 


2 // f(x,y) dxdy 

x+10 <y 

2 JJ fxMfyiy) dxdy 
x-\-lO<y 

(»60 py —10 / j \ 2 


n y 

' 

L 


60 


dxdy 


(60) 2 

25 

36 


(y - 10 )dy 
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interceptara uma linha se a hipotenusa do triangulo reto na Figura 6.2 for me- 
nor que LI2 - isto e, se 


X L 
cos 0 < 2 


ou 


L 

X < — cos 0 
2 


Como X varia entre 0 e D/2 e 0 varia entre 0 e 7r/2, e razoavel supor que essas 
variaveis aleatorias sejam independentes e uniformemente distribuidas ao Ion- 
go de seus respectivos intervalos. Com isso, 


X < ^ cos 0 
2 


JJ fx(x)fe(y)dxdy 

x<L/2 cos y 
q /*?r/2 pL/2cosy 

nD 
4 


/*7T/Z rL 

Jo Jo 

f 


dxdy 


r' 2 l 

*Dh 2 myd > 

2 L 
7xD 


*Exemplo 2e Caracterizagao da distribuigao normal 

Suponha que X e Y representem as distancias de erro horizontal e vertical 
quando uma bala e disparada contra um alvo, e suponha que 

1. X e Y sejam variaveis aleatorias independentes contmuas com fungoes 
densidade derivaveis. 

2. A densidade conjunta/(x,y) = f x (x)f Y (y) de X tY depende de so- 
mente atraves de x + y 2 . 

De maneira informal, a hipotese 2 diz que a probabilidade da bala acertar 
qualquer ponto no piano x-y depende somente da distancia do ponto ate o 
alvo e nao de seu angulo de orientagao. Uma maneira equivalente de enun- 
ciar essa hipotese e dizer que a funqao densidade conjunta e invariante com 
a rotagao. 

E bastante interessante o fato de as hipoteses 1 e 2 implicarem X e Y como 
sendo variaveis aleatorias normalmente distribuidas. Para demonstrar isso, note 
primeiro que as hipoteses levam a relagao 

fix, y ) = fx(x)f Y (y) = g(x 2 + y 2 ) (2.9) 



Figura 6.2 
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para alguma fungao g. Derivando-se a Equagao (2.9) em relagao a x , obtem-se 

fx( x )fr(y) = 2xg'(x 2 + y 2 ) 

Dividir a Equagao (2.10) pela Equagao (2.9) resulta em 

fx(x) = 2xg , (x 2 + y 2 ) 
fx(x) g(x 2 + y 2 ) 

ou 

fx(x) _ g 7 ^ 2 + y 2 ) 

2xf x (x) g(x 2 + y 2 ) 

Como o valor do lado esquerdo da Equagao (2.11) depende somente de 
jc, enquanto o valor do lado direito depende de x + y 2 , tem-se como resultado 
que o lado esquerdo deve ser o mesmo para todo x. Para ver isso, considere 
quaisquer x v x 2 e escolha y v y 2 de forma que xj + y\ — x\ -f- y\. Entao, da 
Equagao (2.11), obtemos 

fx(x i) _ g'C*! + y\) _ ^(*2 +>1) = f'x {x ^ 

2xifx(xi) ~ g(x 2 + y 2 ) g(x 2 + y 2 ) 2 x 2 fx(x 2 ) 


( 2 . 10 ) 


( 2 . 11 ) 


Portanto, 

fy{x) d 

. = C OU —(logfx(x)) = cx 
xfx(x) dx 

o que implica, com a integragao de ambos os lados, que 

2 

log fx(x) = a + ou fx(x) = ke cx2/2 

Como f^fxix) dx = 1, entao c e necessariamente negativo. Com isso, pode- 
mos escrever c = -1/cr 2 . Assim, 

fxix) = ke-x 2 !^ 2 

Isto e,Ie uma variavel aleatoria normal com parametros jx 
mento parecido pode ser aplicado a f Y (y ) para mostrar que 

fv(y) = -J^e-y 2 ^ 2 

\/L7X a 

Alem disso, resulta da hipotese 2 que a 2 = a 2 e que XeY sao portanto variaveis 
aieatorias normais identicamente distribuidas com parametros fi = 0 e a 2 . ■ 

Uma condigao necessaria e suficiente para que as variaveis aieatorias X e 
Y sejam independentes e a de que sua fungao densidade de probabilidade con- 
junta (ou fungao de probabilidade conjunta no caso discreto) f(x, y) possa ser 
fatorada em dois termos, um dependendo somente de x e o outro dependendo 
somente de y. 


= 0 e a 2 . Um argu- 
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Proposigao 2.1 As variaveis contfnuas (discretas) XeY sao independentes se 
e somente se sua fungao densidade de probabilidade conjunta (ou discreta de 
probabilidade conjunta) puder ser escrita como 

fxA x >y) = h ( X M X ) -co< x <oo,-oo<-y <cc 


Demonstragao Vamos demonstrar o caso contmuo. Primeiramente, note 
que a independence implica o fato da densidade conjunta ser o produto das 
densidades marginais deXeY. Com isso, a fatoragao anterior e verdadeira 
quando as variaveis aleatorias sao independentes. Agora, suponha que 


Entao, 


fxA x ^y) = h{x)giy) 


n c 

-< 


fx,y(x,y) dxdy 


OO J— oo 
oo 


/ oo poo 

h(x)dx / g(y)dy 
-oo J— oo 


= QC 2 


onde Ci = f^hix) dxtC 2 = f^giy) d>.Tambem, 


/ OO 

-OO 

/ OO 

-OO 


fx,Y(x,y) dy = C 2 h(x) 


fxj(*,y) dx - C\g(y) 


Como QC 2 = l,obtemos 

fxA x ^y) = fx( x )fy(y) 

e a demonstragao esta completa. □ 


Exemplo 2f 

Se a fungao densidade conjunta deZePe 

f(x, y) = 6e~ 2x e~ 3y na regiao 0<x<oo,0<y<oo 

e e igual a 0 fora dessa regiao, sao as variaveis aleatorias independentes? E se a 
fungao densidade conjunta e 

f(x,y) = 24 xy na regiao 0<x<l,0<y<l,0<x + y<l 
e e igual a 0 caso contrario? 

Solugao No primeiro caso, a fungao densidade conjunta pode ser fatorada, 
e portanto as variaveis aleatorias sao independentes (uma e exponencial com 
taxa 2 e a outra e exponencial com taxa 3). No segundo caso, como a regiao 
em que a densidade conjunta e diferente de zero nao pode ser escrita na for- 
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ma x G A,y E. B, a densidade conjunta nao pode ser fatorada. Com isso, as 
variaveis aleatorias nao sao independentes. Isso pode ser visto claramente se 
fizermos 

j( seO < x < 1, 0 < y < 1, 0 < x + y < 1 

^ | 0 caso contrario 


e escrevermos 


f(x,y) = 2Axy I(x, y) 

o que claramente nao pode ser fatorado em um termo que depende somente de 
x e em outro que depende somente de y. ■ 

O conceito de independence pode, naturalmente, ser definido para mais 
de duas variaveis aleatorias. Em geral, as n variaveis aleatorias X v X 2 ,...,X n sao 
independentes se,para todos os conjuntos de numeros reais A v A 2 ,—,A n , 

n 

P{X i € A\,X2 € A 2 ,... ,X n € A n } = nw.^i 

i=1 

Como antes, pode-se mostrar que essa condigao e equivalente a 

n 

P{X 1 < a v X 2 < a 2 ,...,X n <«„} = ]”[ P{Xi < a{\ para todo a v a 2 ,...,a n 

1=1 

Finalmente, dizemos que uma colegao infinita de variaveis aleatorias e inde- 
pendente se cada uma de suas subcolegoes finitas for independente. 


Exemplo 2g 

A maioria dos computadores e capaz de gerar, ou simular , o valor de uma varia- 
vel aleatoria uniforme no intervalo (0,1) por meio de uma sub-rotina residente 
que (com certa aproximagao) produz tais “numeros aleatoriosVComo resultado, 
e muito facil para um computador simular uma variavel aleatoria indicadora 
(isto e, de Bernoulli). Suponha que I seja uma variavel indicadora tal que 

P{I = 1} = p = 1- P{I = 0} 

O computador pode simular I sorteando um numero aleatorio U no intervalo 
(0,1) e entao fazendo 

j _ 1 se U < p 
~ 0 se [/ > /; 


Suponha que estejamos interessados em que o computador selecione k,k< n, 

dos numeros 1,2,..., n de forma tal que cada um dos subconjuntos ^ ^ de ta- 

manho k tenha a mesma probabilidade de ser escolhido. Agora, apresentamos 
um metodo que permitira ao computador resolver essa tarefa. Para gerar um 
subconjunto como esse, vamos primeiro simular, em sequencia, n variaveis in- 



300 Probabilidade: Um Curso Moderno com Aplicagdes 


dicadoras I v I n , das quais exatamente k sao iguais a 1. Os valores de i para 
os quais I ( = 1 vao entao constituir o subconjunto desejado. 

Para gerar as variaveis aleatorias / lv .., comece simulando n variaveis 
aleatorias uniformes independentes U v U 2 U n . Definimos agora 


h 


1 

0 


se U\ < - 
n 

caso contrario 


e entao, assim que /, forem determinados, ajustamos recursivamente 


IM = 


1 

0 


se Ui+\ < 


k ~ (fi + * * * + Ii) 
n — i 


caso contrario 


Colocando em palavras, na (i + l)-esima etapa fazemos / f+1 igual a 1 (e entao 
colocamos i + 1 no subconjunto desejado) com probabilidade igual ao numero 

(■ < \ 

restante de vagas no subconjunto isto 6,k — Ij I, dividido pelo numero de 


v **) 

possibilidades restantes (isto 6,n- i). Com isso, a distribui^ao de probabilidade 
conjunta de I v I 2 ,...,I n € determinada a partir de 


p{h = ij = - 

n 

k - £// 

P{/ m = l|/ 1 ,...,/ l } =- 


1 < i < n 


A demonstragao de que a ultima formula resulta em que todos subcon- 
juntos de tamanho k tenham a mesma probabilidade de serem escolhidos e 
feita por indu^ao em k + n. Ela e imediata quando k + n = 2 (isto e, quando 
k = 1, n = 1), entao suponha que ela seja verdade sempre que k + n < /. 
Agora, suponha que k + n = l + le considere qualquer subconjunto de ta¬ 
manho k - digamos, q < i 2 < • • • < i k - e considere os dois casos a seguir. 


Caso 1: i x — 1 

P{/i = Ii 2 = * • ■ = — 1, Ij — 0 caso contrario} 

— P{Ii = l}P{Ii 2 = ♦ • ♦ = Ii k = 1 ,Ij = 0 caso contrario|/i = 1} 


Agora, dado que I x = 1, os elementos restantes do subconjunto sao esco¬ 
lhidos como se um subconjunto de tamanho k - 1 tivesse que ser escolhido a 
partir dos n-1 elementos 2,3,..., n. Portanto, pela hipotese de indugao, a proba- 
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bilidade condicional de que isso resulte na selegao de um dado subconjunto de 
tamanho k -1 e igual a 1/^ ^ | Com isso, 

P{Il = l i2 = . • • = = 1, 1j = 0 caso contrario} 

k 1 1 


n / n — 1 \ / n \ 

U-u UJ 


Caso 2: i, ^ 1 

P{/ (1 = /, 2 = • • ■ = / Ijt = 1, Ij = 0 caso contrario} 

= = ■ ■ • = Ii k = l,Ij — 0 caso contrario|/i — 0}P{/i = 0} 


(V ) 1 " j (I) 


onde a hipotese de indugao foi usada para avaliar a probabilidade condicional 
anterior. 

Assim, em todos os casos, a probabilidade de que um dado subconjunto de 
tamanho k seja o subconjunto escolhido e igual a 1/| 


(*} 


Observagao: O metodo anterior para gerar um subconjunto aleatorio re- 
quer muito pouca memoria. Um algoritmo mais rapido que requer um pouco 
mais de memoria e apresentado na Segao 10.1 (este usa os ultimos k elementos 
de uma permutagao aleatoria de 1,2,..., n). ■ 

Exemplo 2h 

Sejam X , Y, Z variaveis aleatorias independentes e uniformemente distribuidas 
ao longo de (0,1). Calcule P{X > YZ}. 


Solugao Como 

fx,Y.z(x,y,z) = f x (x)f Y (y)f z (z) = 1 

temos 


0<jc<l,0<y<l,0<z <1 


P{X > YZ) = /// /*, Y,z(x,y,z)dxdydz 


x>yz 

■. f 1 [ 1 f 1 dxdydz 
JO Jo Jyz 

f f (1 - yz)dydz 
Jo Jo 


-jTH) 




3 

4 
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Exemplo 2i Interpretagao probabilistica do tempo de meia-vida 

Suponha que N(t) represente o numero de nucleos contidos em uma massa de 
material radioativo no instante de tempo t. O conceito de tempo de meia-vida e 
muitas vezes definido de uma maneira determimstica com o argumento empiri- 
co de que, para algum valor h , chamado de tempo de meia-vida , 

N(t) = 2~ t/h N(0) t > 0 

[Observe que N(h) = A(0)/2.] Como o resultado anterior implica que, para 
qualquer 5 e t nao negativos, 

N(t + s) = 2~ {s + t)/h N(0) = 2~ tlh N(s) 

tem-se que, independentemente do tempo 5 ja decorrido, em um tempo adicio- 
nal t o numero de nucleos existentes decaira de acordo com o fator 2“ // \ 

Como a relagao determimstica acima resulta de observagdes de massas 
radioativas contendo numeros imensos de nucleos, ela parece ser consistente 
com uma interpretagao probabilistica. A dica para deduzir-se o modelo pro¬ 
babilistic© apropriado para o tempo de meia-vida reside na observagao empi- 
rica de que a proporgao de decaimento em qualquer intervalo de tempo nao 
depende nem do numero de nucleos no inicio desse intervalo nem do instante 
de inicio desse intervalo (ja que N(t 4- s)/N(s) nao depende nem de N(s), nem 
de s ). Assim, parece que cada nucleo age independentemente e de acordo com 
uma distribuigao de tempo de vida sem memoria. Consequentemente, como 
a distribuigao exponencial e a unica que possui a propriedade de ausencia de 
memoria, e como exatamente metade de uma dada quantidade de massa decai 
a cada h unidades de tempo, propomos o seguinte modelo probabilistic© para 
o decaimento radioativo. 

Interpretagao probabilistica do tempo de meia-vida h: Os tempos de vida dos 
nucleos individuais sao variaveis aleatorias independentes com distribuigao ex¬ 
ponencial de mediana h . Isto e, se L representa o tempo de vida de um dado 
nucleo, entao 

P{L<t} = 1-2' ,/a 

(Como P{L < h) — 1 e a equa?ao anterior pode ser escrita como 
P{L < t) = 1 - exp 

pode-se ver que L tern de fato distribuigao exponencial com mediana h.) 

Note que, de acordo com a interpretagao probabilistica fornecida, se come- 
gamos com N(0 ) nucleos no tempo 0, entao N(t ), o numero de nucleos que per- 
manecem no tempo t , terao distribuigao binomial com parametros n = N( 0) e 
p = 2~ tlh . Resultados do Capitulo 8 mostrarao que essa interpretagao do tempo 
de meia-vida e consistente com o modelo determimstico quando se considera a 
proporgao de um grande numero de nucleos que decaem ao longo de um dado 
intervalo de tempo. Entretanto, a diferenga entre as interpretagoes determims¬ 
tica e probabilistica fica clara quando se considera o numero real de nucleos 
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que sofreram decaimento. Vamos agora indicar isso considerando a questao do 
decaimento ou nao de protons. 

Ha alguma controversia quanto ao fato de protons decafrem ou nao. De 
fato, uma teoria prediz que protons decaem com um tempo de meia-vida da 
ordem de h = 10 30 anos. Para verificar essa predigao empiricamente, sugeriu-se 
que um grande numero de protons fosse monitorado ao longo de, digamos, um 
ou dois anos, de forma a observar-se a ocorrencia de qualquer decaimento ao 
iongo deste perfodo (claramente, nao seria possivel monitorar uma massa de 
protons por 10 30 anos para ver se metade dela tera decaido). Vamos supor que 
possamos a monitorar N( 0) = 10 30 protons por c anos. O numero de decaimen- 
tos predito pelo modelo determimstico seria entao dado por 

N( 0) - N(c) = h( 1 - 2~ c/h ) 

1 _ 2~ c t h 

~ l/h 

\ _ 2~ CX 1 

« lim - como- = 10 -30 » 0 

X) x h 

— lim ( c2~ cx log 2) pela regra de L’Hopital 

= clog2 ~ 0,6931c 

Por exemplo, o modelo deterministico prediz que em 2 anos deverao ocorrer 
1,3863 decaimentos. De fato, seria uma grande falha para o modelo de decai¬ 
mento de protons proposto se nenhum decaimento fosse observado ao longo 
desses 2 anos. 

Vamos agora contrastar as conelusoes que acabamos de obter com aquelas 
obtidas com o modelo probabilistico. Novamente, vamos considerar a hipotese 
de que o tempo de meia-vida dos protons seja de h = 10 30 anos, e supor que 
monitoremos h protons por c anos. Como ha um numero enorme de protons 
independentes, cada um deles com probabilidade muito pequena de decair ao 
longo deste perfodo de tempo, tem-se que o numero de protons que apresen- 
tam decaimento tern (com uma aproxima^ao muito boa) uma distribui^ao de 
Poisson com parametro h( 1 - 2~ dh ) ~ c log2. Assim, 

P{0 decaimentos} = e -clog2 

log(2 c ) _ J_ 

— 2 C 


e, em geral, 

2 _c fclog 2] n 

P{n decaimentos} =--- — - n > 0 

n\ 

Assim vemos que, muito embora o numero medio de decaimentos ao longo 
de 2 anos seja (conforme predito pelo modelo determimstico) de 1,3863, ha 
1 chance em 4 de que nao ocorram quaisquer decaimentos. Este resultado de 
forma alguma invalida a hipotese original do decaimento de protons. ■ 
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Observagao: Independencia e uma relagao simetrica. As variaveis aleato- 
rias XqY sao independentes se sua fungao densidade conjunta (ou fungao de 
probabilidade conjunta, no caso discreto) e o produto de suas fungdes densi¬ 
dade (ou de probabilidade) individuals. Portanto, dizer que X e independente 
de Ye equivalente a dizer que Y e independente de X - ou somente que X e 
Y sao independentes. Como resultado, ao considerar sele independente ou 
nao de Y em situagoes em que nao e intuitivo saber que o valor de Y nao muda 
as probabilidades relacionadas a X , pode ser util inverter os papeis de Je Ye 
perguntar se Ye independente de X. O proximo exemplo ilustra este ponto. 

Exemplo 2j 

Se o primeiro resultado obtido em um jogo de dados resultar na soma dos da¬ 
dos ser igual a 4, entao o jogador continua a jogar os dados ate que a soma de 4 
ou 7. Se a soma der 4, entao o jogador vence; se der 7, ele perde. Suponha que N 
represente o numero de jogadas necessarias ate que a soma seja 7 ou 4, e que X 
represente o valor (4 ou 7) da jogada final. N e independente de XI Isto e, saber 
se o resultado foi 4 ou 7 afeta a distribuigao do numero de jogadas necessarias 
para que um desses dois numeros aparega? Muitas pessoas nao consideram 
a resposta para essa questao intuitivamente obvia. Entretanto, suponha que 
invertamos a questao e perguntemos se X e independente de N. Isto e, saber 
quantas jogadas sao necessarias para se obter uma soma igual a 4 ou 7 afeta a 
probabilidade de que a soma seja igual a 4? Por exemplo, suponha que saiba- 
mos que sao necessarias n jogadas para que se obtenha uma soma igual a 4 ou 
7. Isso afeta a distribuigao de probabilidade da soma final? Claramente nao, ja 
que a unica coisa que interessa e que o valor da soma seja 4 ou 7, e o fato de que 
nenhuma das primeiras n -1 jogadas tenha dado 4 ou 7 nao muda as probabili¬ 
dades da n-esima jogada. Assim podemos concluir que X e independente de N, 
ou equivalentemente, que N e independente de X. 

Como outro exemplo, seja X V X 2 ,... uma serie de variaveis aleatorias inde¬ 
pendentes e identicamente distribufdas, e suponha que observemos essas va¬ 
riaveis aleatorias em sequencia. Se X n > X t para cada i = 1,..., n - 1, dizemos 
que X n e um valor recorde. Isto e, cada variavel aleatoria que e maior que todas 
aquelas que a precedem e chamada de valor recorde. Suponha que A n represen¬ 
te o evento em que X n e um valor recorde. E A n+1 independente de A n ? Isto e, 
saber que a n-esima variavel aleatoria e a maior das n primeiras variaveis muda 
a probabilidade de que a (n + l)-esima variavel seja a maior das primeiras (n 
+ 1) variaveis? Embora seja verdade que A n+] e independente de A n , isso pode 
nao ser intuitivamente obvio. Entretanto, se invertermos a questao e pergun- 
tarmos se A n e independente de A n+V entao o resultado e mais facilmente en- 
tendido. Pois saber que o (n + l)-esimo valor e maior que X v X n claramente 
nao nos fornece qualquer informagao sobre o tamanho relativo de X n entre as 
primeiras n variaveis aleatorias. De fato, por simetria, fica claro que cada uma 
dessas n variaveis aleatorias tern a mesma probabilidade de ser a maior do con- 
junto, entao P{A n \A n+l ) = P(A n ) = 1 In. Com isso, podemos concluir que A n e 
A n+1 sao eventos independentes. □ 
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Observa^ao: Resulta da identidade 
P{X x X n <a n ) 

= P[X r < ai }P{X 2 < a 2 \X t < a,)... P[X n < ajX, < X„-i ^ 

que a independence de X v ...,X n pode ser estabelecida sequencialmente. Isto e, 
podemos mostrar que tais variaveis aleatorias sao independentes mostrando que 

X 2 e independente de X } 

X 3 & independente de X v X 2 
X 4 e independente de X ] , X 2 , X 3 


X n e independente de X v .„, X n ^ 


6.3 SOMAS DE VARIAVEIS ALEATORIAS INDEPENDENTES 

E muitas vezes importante poder calcular a distribuiQao de X + Y a partir das 
distributes deleY quando IeY sao independentes. Suponha que X e Y 
sejam variaveis aleatorias independentes contmuas com fungoes densidade de 
probabilidade f x e f Y . A fun^ao distribuigao cumulativa de X + Y e obtida da 
seguinte maneira: 

F x+Y (a) = P{X + 7 < a} 

= JJ fx(x)f Y iy) dx dy 

x+y^a 

/ oo pa—y 

/ fx(x)f Y (y) dx dy (3.1) 

-OO J — OO 

/ oo pa—y 

1 fx(x) dxfy(y) dy 

-oo J -oo 
poo 

= Fx(a - y)f Y (y)dy 


A fun^ao distribui^ao cumulativa e chamada de convoluqao das distributes 
F x e F Y (que sao as fun^oes distribuigao cumulativa de X e Y, respectivamente). 

Derivando a Equagao (3.1), vemos que a fungao densidade de probabilida- 
d e fx+y de X + y edadapor 


d r°° 

fx+ Y (a ) = — / F x (a - y)f Y (y)dy 
da J _oo 



^Fxia - y)f Y (y)dy 
fxifl - y)fr(y) dy 


(3.2) 
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6.3.1 Variaveis aleatorias uniformes identicamente distribuidas 

Nao e dificil determinar a fungao densidade da soma de duas variaveis unifor¬ 
mes independentes no intervalo (0,1). 


Exemplo 3a Soma de duas variaveis aleatorias uniformes 
independentes 

SeXeY sao variaveis aleatorias independentes, ambas uniformemente distri¬ 
buidas em (0,1), calcule a fungao densidade de probabilidade de X + Y. 


Solugao Da Equagao (3.2), como 


fx(a) =/y(a) = 


1 0 < a < 1 
0 caso contrario 


obtemos 


fx+Y(a) 


-/■ 


fx(a - y) dy 


Para 0 < a < 1, isso resulta em 

fx+Yia) = f dy = a 

Jo 


Para 1 < a < 2, obtemos 


fx+v(a) = f dy = 2 
Ja -1 


Com isso, 


fx+Y(a) = 


a 

2 — a 
0 


0 < a < 1 
1 < a < 2 
caso contrario 


Por causa da forma de sua fungao densidade (veja a Figura 6.3), diz-se que a 
variavel aleatoria X + Y tern distribuigao triangular. ■ 


/W 



Figura 6.3 Fungao densidade triangular. 
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Agora, suponha que X v X 2i ..., X n sejam variaveis aleatorias independentes no 
intervalo (0,1) e considere 

F n {x) = P{X,+... + X n <x) 

Embora a formula geral para F n (x) seja complicada, ela tem uma forma parti- 
cularmente simples quando x < 1. De fato, usamos agora indugao matematica 
para demonstrar que 

F„(x)=*7n! f 0=Sjt<l 

Como a equagao anterior e verdadeira para n = 1, suponha que 
F n _j(x) = x" _7 /(n - 1)!, 0 < x < 1 


Agora, escrevendo 

n n —1 

J^Xi = + X " 

i =i ;=i 


e usando o fato de que os X-s sao todos nao negativos, vemos da Equagao 3.1 
que, para 0 < x < 1, 


F n(x) = f F n _i(x - y)fx n iy)dy 
Jo 

= «hy.fo (x - y)n -' dy 

= x n /n\ 


pela hipotese de indugao 


o que completa a demonstragao. 

Para uma aplicagao interessante da formula anterior, vamos usa-la para de- 
terminar o numero esperado de variaveis aleatorias uniformes independentes 
no intervalo (0,1) que precisam ser somadas para que o resultado seja maior 
que 1. Isto e, com X V X 2 ,... sendo variaveis aleatorias uniformes independentes 
no intervalo (0,1), queremos determinar £[7V], onde 

N = minj n\X x +... + X n > 1] 

Notando que N e maior que n > 0 se e somente se X A +... + X n ^ 1, vemos 
que 

P[N > n] = F w (l) = 1/n!, n > 0 

Como 


P[N > 0} = 1 = 1/0! 


vemos que, para n > 0, 

P{N = n} = P{N > n - 1} - P{N > n] 


1 

(n - 1)! 


1 n — 1 
n\ n\ 
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Portanto, 


00 

£[N] = £ 

n =1 
oo 


-E 


n(n — 1) 
n\ 

1 

(n - 2)! 


— e 


Isto e, o numero de variaveis aleatorias uniformes independentes no intervalo (0, 
1) que precisam ser somadas para que o resultado seja maior que 1 e iguai a e. 


6.3.2 Variaveis aleatorias gama 

Lembre-se da variavel aleatoria gama, que tern fungao densidade da forma 


f(y) = 


ke~ Xy {KyY -1 

m 


0 < y < oo 


Uma importante propriedade desta famflia de distributes e a de que, para um 
valor fixo de A, ela e fechada em convolugoes. 

Proposigao 3.1 SeleFsao variaveis aleatorias gama independentes com 
respectivos parametros ( 5 , A) e (t. A), entao X + Y e uma variavel aleatoria 
gama com parametros (s + t. A). 

Demonstragao Usando a Equagao (3.2), obtemos 

fx+Y(a) = ■ j Ae _A(fl_:y) [X(a - y)] s ~ 1 ke~ Xy (\y) t ~ 1 dy 

= Ke~ Xa f (a — yY^y^dy 
Jo 

= Ke~ Xa a s * t ~ 1 f (1 — xY^x*" 1 dx fazendo x = - 
Jo a 

= Ce~ Xa (f +t ~ l 


onde C e uma constante que nao depende de a. Mas, como a formula an¬ 
terior e uma fungao densidade, e portanto sua integral deve ser iguai a 1, 
pode-se determinar o valor de C. Com isso, temos 


fx+Y(a) = 


ke~ Xa (kaY M ~ x 

rcTTo 


e o resultado esta demonstrado. □ 

E facil agora estabelecer, por indugao e usando a Proposigao 3.1, que, se X 0 
i = 1,..., n sao variaveis aleatorias gama com respectivos parametros A), i — 


n 


1 ,... 

gao 


, n , entao %i e gama com parametros 

i=l 

disso como exercicio. 


52 t/s k 
/=! 


. Deixamos a demonstra- 
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Exemplo 3b 

Suponha que X v X 2 X n sejam n variaveis aleatorias exponenciais indepen- 
dentes, cada uma com parametro A. Entao, como uma variavel aleatoria expo- 
nencial com parametro A e igual a uma variavel aleatoria gama com parametros 
(1, A),resulta da Proposigao 3.1 queX x + X 2 + 4- X n e uma variavel aleatoria 

gama com parametros ( n , A). ■ 


Se Z ;1 , Z 2 ,..., Z n sao variaveis aleatorias normais padrao independentes, en- 

n 

tao chamada de distribuigao qui-quadrado (as vezes representada como 

i =1 

X 2 ) com n graus de liberdade. Vamos calcular a fungao densidade de Y. Quando 
n = 1, Y = Z^,e do Exemplo 7b do Capitulo 5 vemos que sua fungao densidade 
de probabilidade e dada por 


f#(y) 


1 


2^ 

1 


1 fz(y/y) + fz(-Vy)\ 


r-y/2 


2 y/y y/2jt 


-y/ 2 (y/2)V 2 

yfix 


-1 


Mas reconhecemos a equagao anterior como sendo a distribuigao gama 
com parametros ^ [um subproduto dessa analise e que = ^fn]. Mas 

como cada Z? e gama ^1, resulta da Proposigao 3.1 que a distribuigao x 2 
com n graus de liberdade e tao somente a distribuigao gama com parametros 
(nf 2, 2 ^. Ela portanto tern a fungao densidade de probabilidade dada por 


L -y/2(y 


ft 2 O') 


n/2—1 


, n 
r - 


x > 0 


e -y/2yn/2-l 


2«/ 2 r (? 


y > 0 


Quando n e um inteiro par, F(n/2 ) — [(n/2) - 1]!. Por outro lado, quando n e 
impar, T(n/2) pode ser obtido fazendo-se iteragoes com F(t) = (t- l)T(t- 1) e 

entao empregando-se o resultado previamente obtido de que T = yfn [por 
exemplo, r (§) = \ T (§) = \\ Y = f V*]. 

Na pratica, a distribuigao qui-quadrado aparece com frequencia como a 
distribuigao do quadrado do erro envolvido quando se tenta acertar um alvo 
em um espago n-dimensional se os erros das coordenadas sao representados 
como variaveis aleatorias normais padrao. Ela tambem e importante em anali- 
ses estatisticas. 
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6.3.3 Variaveis aleatorias normals 

Tambem podemos usar a Equagao (3.2) para demonstrar o seguinte resultado 
importante sobre as variaveis aleatorias normais. 

Proposigao 3.2 Se X t , i = 1,..., n, sao variaveis aleatorias normalmente distri- 
buidas com respectivos parametros p,, of, i = l,—> n, entao Xi e normalmen- 

n n i =1 

te distribuida com parametros Y Mi e Y °r 

i =1 /=1 

Demonstragao da Proposigao 3.2 Para comegar, suponha que X eY sejam 
variaveis aleatorias normais independentes com X tendo media 0 e variancia 
cr 2 , e Y tendo media 0 e variancia 1. Vamos determinar a fungao densidade de X 
+ Y utilizando a Equagao (3.2). Agora, com 

1 1 _ 1 + (T 2 

2a 2 2 2o' 2 


temos 


fx(a - y)fy(y) 


1 1 

,'S" 

1 

1 N> 

1 

1 Pi 

F )— ex P 1 

\J2tco | 

2 o 2 

V2tF P 

1 A 


1 


2jto 

Portanto, da Equaqao (3.2), 

fx+Y(a) = 


exp 


cr 
2 a 2 


exp 




1 

[ « 2 1 


~ exp 

2no 

1 - 2,21 

exp 


2 o 2 (l + a 2 ) 
21 


X 


/I exp i“ e ( y “ rf^) 


1 


a 


2no 
= Cexp 


exp 


2(1 + a 2 ) 

rw2 


dy 

exp{— cx 2 } dx 


a" 


2(1 + a 2 ) 


onde C nao depende de a. Mas isso implica que X H- Y e normal com media 0 
e variancia 1 + cr 2 . 

Agora, suponha que X A e X 2 sejam variaveis aleatorias normais indepen¬ 
dentes X i com media fx i e variancia a 2 , i = 1,2. Entao, 


+ X2 = 02 


*1 


Ml 


M2 


M2 


<?2 


+ Ml + M2 
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Mas como (X } - ^ 1 )/cr 2 e normal com media 0 e variancia of/of, e (X 2 - 
/li 2 )/( 7 2 e normal com media 0 e variancia 1, segue de nosso resultado pre- 
vio que (X x - fx x )lo 2 4- (X 2 - /x 2 )/cr 2 e normal com media 0 e variancia 1 
+ of/of. Isso implica X } + X 2 ser normal com media fjb } + /x 2 e variancia 

cr 2 2 (l + (T 2 /^ 2 ) = a 2 + cr 2 . 

Assim, estabelece-se a Proposigao 3.2 quando n = 2.0 caso geral e agora 
obtido por indugao. Suponha que a Proposigao 3.2 seja verdadeira quando ha 
n -1 variaveis aleatorias. Agora considere o caso n e escreva 

n n—1 

22 = Y, x ‘ + x " 

i =1 /=l 

n—1 n— 1 n-1 

Pela hipotese de indugao, X/ e normal com media J2 Pi e variancia of. 

/=! „ '=1 „ '=! 

Portanto, pelo resultado para n = 2, Xi e normal com media £ /x r e va- 

i= 1 i=l 

n 

riancia a^ 2 . 

Exemplo 3c 

Um time de basquete jogara uma temporada com 44 partidas. Vinte e seis des- 
sas partidas serao contra times da divisao A, e 18 contra times da divisao B. 
Suponha que o time ganhe cada partida disputada contra um adversario da 
divisao A com probabilidade 0,4, e ganhe cada partida disputada contra um 
adversario da divisao B com probabilidade 0,7. Suponha tambem que os resub 
tados das diferentes partidas sejam independentes. Obtenha um valor aproxi- 
mado para a probabilidade de que 

(a) o time venga 25 partidas ou mais; 

(b) o time venga mais partidas contra times da divisao A do que contra times 
da divisao B. 

Solugao (a) Suponha que X A e X B representem, respectivamente, o numero de 
partidas que o time vence contra equipes da divisao A e B. Note que X A e X B sao 
variaveis aleatorias binomiais independentes e 

E[X a ] = 26(0,4) = 10,4 Var(X A ) = 26(0,4)(0,6) = 6,24 
E[X b ] = 18(0,7) = 12,6 Var(^ B ) - 18(0,7)(0,3) = 3,78 

Pela aproximagao normal para a distribuigao binomial, X A e X B tern aproxi- 
madamente a mesma distribuigao que teriam variaveis aleatorias normais in¬ 
dependentes com os valores esperados e as variancias acima. Portanto, pela 
Proposigao 3.2, X A + X B tera aproximadamente uma distribuigao normal com 
media 23 e variancia 10,02. Assim, fazendo com que Z represente uma variavel 
aleatoria normal padrao, temos 
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P{X A + X B > 25} = P{X A + X B > 24,5} 


[ Z 4 + Zb - 23 _ 24,5 - 23 

V 10,02 

1,5 

z -=> 

Vl 0,02 

Vl 0,02 


» 1 - P{Z < 0,4739} 
« 0,3178 


(b) Notamos que X A -X B tem aproximadamente uma distribuicao normal com 
media -2,2 e variancia 10,02. Com isso, 

P{X A - X B >1} = P{X A - X B > 0,5} 

p [ X A - Zb + 2,2 & 0,5 + 2,2 ' 

j vim vim 


vim\ 

W 1 - P{Z < 0,8530} 

« 0,1968 

Portanto, ha aproximadamente 31,78% de chances de que o time ganhe pelo 
menos 25 partidas, e aproximadamente 19,68% de chances de que o time ganhe 
mais partidas contra times da divisao A do que contra times da divisao B. ■ 

A variavel aleatoria Y e chamada de log-normal com parametros fx e a se 
log(Y) e uma variavel aleatoria normal com media ijl e variancia a 2 . Isto e,7e 
log-normal se puder ser escrita como 

T7 X 

Y = e 

onde X e uma variavel aleatoria normal. 

Exemplo 3d 

Come 9 ando de certo instante fixo, suponha que S(n ) represente o preqo de 
um deposito ao final de n semanas, n > 1. Um modelo popular para a evolugao 
desses preQos supoe que as relagoes entre os pregos S(n)IS(n - 1), n > 1, sejam 
variaveis aleatorias log-normais independentes e identicamente distribuidas. 
Considerando esse modelo com parametros fx = 0,0165, a = 0,0730, qual e a 
probabilidade de que 

(a) o pre$o do deposito suba ao longo de cada uma das proximas duas se¬ 
manas? 

(b) o prego no final de duas semanas seja maior do que e hoje? 
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Solugao Seja Z uma variavel aleatoria normal padrao. Para resolver a letra 
(a), usamos o fato de que log(x) aumenta em x para concluir que x > 1 se e 
somente se log(x) > log(l) = 0. Como resultado, temos 


P JS(D A p 

P 15(0j >1 | =P 



= P z > 


-0,0165 
0,0730 

= P{Z < 0,2260} 

= 0,5894 

Em outras palavras, a probabilidade de que o prego suba apos 1 semana e de 
0,5894. Como as relagoes de preco sucessivas sao independentes, a probabilida¬ 
de de que o prego suba ao longo de cada uma das proximas duas semanas e de 
(0,5894) 2 = 0,3474. 

Para resolver a letra (b), raciocinamos da seguinte maneira: 

5(2) . J = 15(2)5(1) 1 

15(1)5(0) J 


5(0) 


> 1 


= P 




Entretanto, sendo a soma de duas variaveis aleatorias 

normais independentes, ambas com media 0,0165 e desvio padrao 0,0730, 
e uma variavel aleatoria normal com media 0,0330 e variancia 2(0,0730) 2 . 
Consequentemente, 


15(2) 

_ D 

-0,0330 

15(0) 

— I' 

[ > 0,0730V2 


= P{Z < 0,31965} 
= 0,6254 


6.3.4 Variaveis aleatorias binomiais e de Poisson 

Em vez de tentarmos deduzir uma expressao geral para a distribuigao de X + 
Y no caso discreto, vamos considerar alguns exemplos. 

Exemplo 3e Somas de variaveis aleatorias de Poisson independentes 

Se X e Y sao variaveis aleatorias de Poisson independentes com respectivos 
parametros A 1 e A 2 , calcule a distribui$ao de X + Y. 
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Solugao Como o evento [X + Y — n] pode ser escrito como a uniao dos even- 
tos disjuntos \X = A, Y = n - A:}, 0 < k < az, temos 


F{Z + y = n} = J2 P{X — k,Y = n — k] 


fc—0 
n 


= Y^P{X = k}P{Y = n - k} 

k =0 

« v/z-fc 

= ^ g-A, ^I^-A 2 A 2 


k =0 


_ e -(Ai+A 2 ) 


A! (n — k)\ 

n \k\ n ~k 

E A 1 A 2 

k\(n - 

k =0 


k\(n — k)\ 


e _ (A i+a 2 ) " . . 

5_ V \k\n-k 

n\ ^ k\{n - k)\ 12 
A=0 7 


e»“(A1+A2) 


AZ! 


-(Ai + A 2 )" 


Assim, + X 2 tem uma distribuigao de Poisson com parametros X 1 + A 2 . ■ 

Exemplo 3f Somas de variaveis aleatorias binomiais independentes 

Sejam Xe Y variaveis aleatorias binomiais independentes com respectivos pa¬ 
rametros ( n,p ) e (m,p). Calcule a distribuigao de X 4- Y. 

Solugao Relembrando a interpretagao de uma variavel aleatoria binomial, 
e sem qualquer calculo, podemos imediatamente concluir que X + Y e bino¬ 
mial com parametros (n + m,p). Isso ocorre porque X representa o numero 
de sucessos em n tentativas independentes, cada uma das quais com probabi¬ 
lidade de sucesso p; similarmente, Y representa o numero de sucessos em m 
tentativas independentes, cada uma das quais com probabilidade de sucesso 
p. Com isso, dada a independence de X e Y, tem-se que X + Y represen¬ 
ta o numero de sucessos em n + m tentativas independentes quando cada 
tentativa tem probabilidade de sucesso p. Entretanto, X + Y e uma variavel 
aleatoria binomial com parametros (n + m,p). Para verificar essa conclusao 
analiticamente, note que 

n 

P{X + Y = k}=^2 p i x = i,Y = k - i] 

1=0 

n 

= ][>{* = i}P{y = k - i} 

i =0 
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onde q = 1 - p e onde 



p{x + y = 


= 0 quando / < 0. Assim, 


e a conclusao resulta da aplicagao da identidade combinatoria 


V k 


6.3.5 Variaveis aleatorias geometricas 

Sejam X v ... i X n variaveis aleatorias geometricas independentes, com X t tendo 
parametro p (7 para i = 1,...,rc. Estamos interessados em calcular a fungao dis- 
creta de probabilidade da soma S n = Xi< Para uma aplicagao, considere 
n moedas, cada uma com probabilidade p i de dar cara, i = 1,..., n. Suponha que 
a moeda 1 seja jogada ate que de cara, instante a partir do qual a moeda 2 co- 
mega a ser jogada ate que de cara, e entao a moeda 3 e jogada ate que de cara, 
e assim por diante. Se X i representa o numero de jogadas feitas com a moeda 
z, entao X v Z 2 ,..., X n sao variaveis aleatorias geometricas com respectivos pa- 
rametros p v p 2 ,—>P n > e l ^ representa o numero total de jogadas. Se 

todos os p i sao iguais - digamos,/?, = p - entao S n tern a mesma distribuigao que 
o numero de jogadas necessarias para que se obtenha um total de n caras com 
uma moeda com probabilidade p de dar cara, e entao S n e uma variavel aleato- 
ria binomial negativa com fungao discreta de probabilidade 

P{S n = « = 1 - p) k ~ n , k>n 

Como um preludio para a determinagao da fungao discreta de probabilidade 
de S n quando todos os p i sao distintos, vamos primeiro considerar o caso n = 2. 
Fazendo q } = 1 - p p j = 1,2, obtemos 

k- 1 

P(S 2 = k) = = j, *2 = k- )} 

7=1 

k- 1 

= ^2 = j) P{X 2 — k~j] (pela independence) 

7=1 

= EpktTW *-' -1 

7=1 

k- 1 

= p\P2q 2 ~ 2 D^i/flar 1 
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= PiPiq\ 2 

= PlP2?2 _1 
<?2 ~ qi 


1 - (gi/g^j 
i - qi/q2 
_ PlP2q\~j 
qi - q\ 


= Piq k 2 1 


pi 


Pl ~ P2 


+ Piq\ 1 


P 2 


P 2 - P1 


Se agora fizermos n = 3 e calcularmos P{S 3 = /c} comegando com a identidade 


k -1 /c—l 

P{5 3 = *} = £/>{S 2 =j,X 3 = k - ;} = J>{S 2 =y}P{X 3 = k - j} 
j= i 7=1 


e entao substituindo a formula deduzida para a funcjao de probabilidade de S 2 , 
obtemos, apos algumas manipulates, 


P{S 3 = k} = 


k—l P 2 


Pi 


P2 ~ Pl Pi ~ Pl 
, _ n k-1 Pl P2 

+ piq 3 


+ P2^‘ P ‘ 


P3 


Pl “ P2 P 3 - P2 


Pl - P3P2 “ P3 


As fungoes de probabilidade de S 2 e S 3 levam a seguinte conjectura para a fun- 
gao de probabilidade de S n . 


Proposigao 3.3 Suponha que X v ..., X n sejam variaveis aleatorias geometricas 
independentes, com X t tendo parametro p t para i = 1,..., n . Se todos os p's sao 
distintos, entao, para k > n, 


P{5„ = A:} = 11 


Pi 


i= 1 




Pi ~ Pi 


Demonstragao da Proposigao 3.3 Vamos demonstrar essa proposigao por in¬ 
dugao no valor de n + k, Como a proposigao e verdadeira quando n = 2, k = 2, 
suponha, como hipotese de indugao, que isso seja verdade para qualquer k > 
n no qual n 4- k < r. Agora, suponha que k>n seja tal que n + k = r + 1. Para 
calcular P{S W = k }, condicionamos na ocorrencia de X n = 1. Isso resulta em 

P{S„ = k} = P{S n = k\X n = = 1} + P{S n = > 1 }P{X n > 1} 

= P{S n = k\X n = 1 }p n + P{S„ = k\Xn > l}qn 


Agora, 

P{5 W = k\X n = 1} = P{S n _i = k - 1|X„ = 1} 

= Pf.S'rt-i = /c — 1} (pela independence) 

n —1 

n - £—— (pela hipotese de indugao) 

i=1 Rt/£n-l P l 

Agora, se e uma variavel aleatoria geometrica com parametro p, entao a dis- 
tribuigao condicional de X dado que ele e maior que 1 e igual a distribuigao de 
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1 (a primeira tentativa malsucedida) mais uma variavel geometrica com para- 
metro p (o numero de tentativas adicionais apos a primeira ate que um sucesso 
ocorra). Consequentemente, 


P{S n = k\X n > 1 }=P{X X + ... + X n - X + X n + \ = k} 
= P{Sn = k - 1} 

n 

Pi 




i=1 


~ Pl 


onde a ultima igualdade resulta da hipotese de indugao. Assim, do desenvolvi- 
mento anterior, obtemos 


n -1 


Pi 


i =1 &j£n- 

= PnJ2Pi<lt 2 II 

1 v£j<n- 

+ QnPnq k n ~ 2 


]<n 


n —1 


-x p i ~ 

Pi 

Pi 


*Pi~ 

Pi 

Pi 


~ Pn 


qn 

-) 


i=l 
n—1 


- p‘ 


+ qnYsPrf - 2 n - 


Pi 


i=1 




pi - Pi 


Pi 


= T Pi q k 2 Pn(l + , , 

U Pn - Pi ^_ x Pi - Pi 


tft-PL- 

1 1 Pj - Pn 
]<n J 


Agora, usando 


obtemos 


1 + 


q n Pn - Pi + q n qi 


Pn ~ Pi Pn Pi Pn Pi 


n -1 


]<n Pi Pn 


P{Sn = k} =n + pn * 1 n ^ 

,=i i*j*n p i pi 

i=l yj y 

e a demonstragao por indugao esta completa. 


6.4 DISTRIBUTES CONDICIONAIS: CASO DISCRETO 


Lembre que, para dois eventos £ e £, a probabilidade condicional de £ dado £ 
e definida, com P(F) > 0, por 


P(E\F) = 


£(££) 

W) 
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Com isso, se X e Y sao variaveis aleatorias discretas, e natural definir a fungao 
discreta de probabilidade de X dado que Y = y como 

Px\y(x\y) = P{X = x\ Y = y] 

= F{X = x,y = y} 

P{Y = y } 

_ p{x,y) 

pviy) 

para todos os valores de v tais que p Y (y ) > 0. Similarmente, a fungao distribui- 
gao de probabilidade condicional de X dado que Y = y e definida, para todo y 
tal que p Y {y) > 0,como 

Fx\Y(x\y) = P{X < x|y = y) 

= y^,px\Y(a\y) 

a&c 

Em outras palavras, as definigoes sao exatamente iguais ao caso incondicional, 
exceto que tudo e agora condicionado no evento em que Y = y. Se X e inde- 
pendente de Y, entao a fungao de probabilidade condicional e a fungao distri- 
buigao sao iguais aos respectivos casos incondicionais. Isso resulta porque, se X 
e independente de Y, entao 

Px\Y(x\y) = P{X = x\Y = y] 

P{X = x, y = y} 

P[Y=y} 

_ P{X = x}P{Y = y} 

E{y = y) 

= P{X = x} 


Exemplo 4a 

Suponha que p(x,y), a fungao discreta de probabilidade conjunta de X e Y, seja 
dada por 

p(0,0) = 0,4 p(0,1) = 0,2 p(l,0) = 0,1 p{ 1,1) = 0,3 

Calcule a fungao de probabilidade condicional de X dado que Y = 1. 

Solugao Primeiros notamos que 

PY (1) = ^2p(x, 1) = P(0,1) + p(l, 1) = 0,5 


Assim, 


P;s]y(0|l) = 


P(0,1) 

PyQ) 


2 

5 
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e 


PX\Y{ HD = 


Pi 1,1) 
Py( 1) 


3 

5 


Exemplo 4b 

S eX&Y sao variaveis aleatorias de Poisson independentes com respectivos pa- 
rametros A, e A 2 , calcule a distribuiqao condicional de X dado que X + Y = n. 


Soluqao Calculamos a funqao de probabilidade condicional de X dado que X 
+ Y = n da seguinte maneira: 


P{X = k\X + Y = n } 


P{X = k,X + Y = n] 
P[X + Y = n) 

P{X = k,Y = n - k} 
P{X + Y = n) 

P{X = k}P{Y = n - k) 
P\X + Y = n] 


onde a ultima igualdade resulta da hipotese de independencia de X e Y. Lem- 
brando (Exemplo 3e) que X + Y tern uma distribuiqao de Poisson com para- 
metro A, + A 2 , vemos que a equaqao anterior e igual a 


P{X = k\X + Y = n) 


e~ Xl \ k e~ K2 X^ k re _(A i +A 2 ) (A 1 + A 2 )" 

k\ (n — k)\ n\ 


X.\\ n 2 - k 


(n — k)\ k\ (Ai + A 2 )” 



Em outras palavras, a distribuigao condicional de X dado que X + Y = n e bi¬ 
nomial com parametros n e A 1 /(A 1 + A 2 ). ■ 

Podemos tambem falar de distributes condicionais conjuntas, conforme 
indicado nos proximos dois exemplos. 


Exemplo 4c 

Considere a distribuigao multinomial com fungao de probabilidade conjunta 

! ^ 

P{Xi = n u i = - -p" 1 -pl k , m >0, Ym = n 

nil • 1 K ^ 

Obtem-se tal fungao de probabilidade quando n tentativas independentes sao 
realizadas, com cada tentativa levando ao resultado i com probabilidade p n 
Pi = 1- As variaveis aleatorias X i9 i = 1,..., k , representam, respectivamente, 
o numero de tentativas que levam ao resultado /, i = 1,..., A. Suponha que saiba- 
mos que n j das tentativas tenham levado ao resultado/, para j = r 4-1,..., A, onde 
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5ZyLr+l n j~m < n. Entao, como cada uma das demais n-m tentativas deve ter 
levado a um dos resultados 1,..., r, parece-nos que a distribuigao conditional de 
X v ...,X r emultinomial em n-m tentativas comrespectivasprobabilidades 

Pi 

Pjresultado z'|resultado nao e nenhum de r 4- 1,..., k] = — , i = 1,..., r 

P r 

onde F r = i P; e a probabilidade de que uma tentativa leve a um dos resul¬ 
tados 1r. 


Solugao Para verificar essa intuigao, faga com que sejam tais que 

n i — n — m. Entao, 


P{X l = « 1 , • . - = Hrl^r+1 = »r+l, ■ - ■-X* = W*} 


P{Zi = n^ 1112 Xk =n h ] 
P{Xr+ 1 = ~ 








n k 

'Pk 


n\ 


7 n-mn r +l 


(n-m)!« r+ i !■••«*! P r +1 "'Pk 


n/c 


onde a probabilidade no denominador foi obtida considerando-se os resultados 
1,..., r como um unico resultado com probabilidade F r . Isso mostra que a probabili¬ 
dade e multinomial em n tentativas com probabilidades de resultados F r ,p r+V ...,p k . 
Como J2*i =l n i — n ~ pode-se escrever o resultado anterior como 

P{X i = ni,... ,Z r = n r |X r+ i = n r+ i,.. .X k = 

rti!-- n r ! F r F r 


e nossa intuigao e confirmada. 


Exemplo 4d 

Considere n tentativas independentes, com cada tentativa sendo um sucesso 
com probabilidade p. Dado um total de k sucessos, mostre que todas as possi- 
veis ordenagoes dos k sucessos en-k fracassos sao igualmente provaveis. 


Solugao Queremos mostrar que, dado um total de k sucessos, cada uma das 
(£) ordenagoes possfveis de k sucessos e n-k fracassos e igualmente provavel. 
Suponha que X represente o numero de sucessos, e considere qualquer ordena- 
gao de k sucessos en-k fracassos,digamos,o = (5,5,/,/,...,/). Entao, 


P( o\X = k) 


P(o,X = k) 

P(X = k) 

Pi o) 

P(X = k) 

p k ( 1 - p) n ~ k 

QpH 1 - P) n ~ k 

© 
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6.5 DISTRIBUICOES CONDICIONAIS: CASO CONTINUO 

Se Xe Y tern fungao densidade de probabilidade conjunta/(*,)>), entao a fun¬ 
gao densidade de probabilidade condicional de X dado que Y = y e definida, 
para todos os valores de y tais que f Y (y) > 0, como 


Para motivar essa definigao, multiplique o lado esquerdo por dxeo lado direito 
por ( dx dy)ldy para obter 


fx\Y(x\y) dx = 


f(x,y)dxdy 
fviy)dy 

P{ x <I<x + dx,y < Y < y + dy] 
P{y — Y < y + dy} 

= P{x < X < a: + dx\y < Y ^ y + dy} 


Em outras palavras, para valores pequenos de dx e dy,f x \ v (x\y)dx representa a 
probabilidade condicional de que X esteja entre x e x + dx dado que Y esteja 
entre y e y + dy. 

O uso de densidades condicionais nos permite definir probabilidades con- 
dicionais de eventos associados a uma variavel aleatoria quando conhecemos 
o valor de uma segunda variavel aleatoria. Isto e,sele7 sao conjuntamente 
continuas, entao, para qualquer conjunto A, 

fx\v(x\y)dx 


P{X e A\Y 


= y} = f 

JA 


Em particular, fazendo A = (-00, a\ podemos definir a fungao distribuit^ao 
cumulativa condicional de X dado que Y = y como 

Fx\Y(a\y) = P{X ■< a \Y = y}= f fx\r(x\y)dx 

J —00 

O leitor deve notar que, ao usarmos as ideias apresentadas na discussao ante¬ 
rior, obtivemos expressoes para probabilidades condicionais com as quais po¬ 
demos trabalhar, muito embora o evento no qual estejamos colocando a condi- 
$ao (isto e, o evento {Y = y}) tenha probabilidade 0. 


Exemplo 5a 

A fungao densidade conjunta de X e Y e dada por 




yx(2 — x — y) 0 < x < 1,0 < y < 1 
0 caso contrario 


Calcule a densidade condicional de X dado que Y = y, onde 0 <y<l. 
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Solugao: Para 0<jt<l,0<y<l, temos 
, , . . f(x,y) 

fnrm = Tvw 

_ f(x,y) 
f^f(x,y)dx 
x(2 — x — y) 

Jq x(2 — x — y)dx 
x(2 — x — y) 

I ~y/2 

6 x(2 — x — y) 

4 - 3y 


Exemplo 5b 

Suponha que a densidade conjunta de XeY seja dada por 

e - x /y e -y 


f(x,y) = 


y 


0 


0<x<oo,0<y<oo 

caso contrario 


Determine P{X > l\Y = y} 


Solugao Primeiro obtemos a densidade condicional de X dado que Y = y. 

, ... f(*,y) 

fx\r(x\y) = -r—- 

fy(y) 

e-x/ye-y/y 
e~y (1 ly)e~ x ly dx 

= -e-x'y 
y 


Portanto, 


P{X > 1| Y 


= y)= r~< 
h y 


~ x 'y dx 


= —e 


-x/y 


= e-W 


SeXeY sao variaveis aleatorias independentes continuas,a densidade con¬ 
dicional de X dado que Y = y e somente a densidade incondicional de X. Isso 
ocorre porque, no caso independente, 


fx\y(x\y) = 


f(x,y) 
fy(y ) 


fx(x)fy(y) 
fy(y ) 


= fx(x) 
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Tambem podemos falar de distributes condicionais quando as variaveis alea¬ 
torias nao sao nem conjuntamente contfnuas, nem conjuntamente discretas. Por 
exemplo, suponha que X seja uma variavel aleatoria continua com fungao den- 
sidade de probabilidade f e que N uma variavel aleatoria discreta, e considere 
a distribuigao condicional de X dado que N = n. Entao, 

P{x < X < x 4- dx\N = n ) 
dx 

P{N = n\x < X < x H- dx} P{x < X < x + dx) 

= P{N = n) dx 


e fazendo dx tender a 0, obtemos 

P{x < X < x + dx\N = n} 

lim --- 

dx^o dx 


P{N — n\X = x] 
P{N = n] 


fix) 


o que mostra que a densidade condicional de X dado que N = n& dada por 


fx\N(x\n) = 


P{N = n\X = x] 
P{N = n] 


fix) 


Exemplo 5c A distribuigao normal bivariada 

Uma das mais importantes distributes conjuntas e a distribuigao normal bi¬ 
variada. Dizemos que as variaveis aleatorias X e Y tern distribuigao normal 
bivariada se, para as constantes fi x , fx y , <r x > 0, cr y > 0, — 1 < p < 1, sua fungao 
densidade conjunta e dada, para todo < x,y < por 


fix.y) 


271 O x Oy yj\ ~ p 2 


exp 


1 


2(1 - p 2 ) 



2 






fXxHy - Py) 

O x Gy 


Determinamos agora a densidade condicional de X dado que Y = y. Ao fa- 
zer isso, vamos coletar continuamente todos os fatores que nao dependem de 
x e representa-los pelas constantes C r A constante final e entao determinada 
usando-se f^fxiYWy) dx = l.Temos 


fx\Y(x\y) 


f(*,y) 

fv(y) 

-- Cif(x,y) 

= C 2 exp 


2(1 - P 2 ) 


IJ-X 


- 2 p 


X(y - fly) 
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= C 3 exp 


— C 4 exp 


2 a2(1 - p 2 ) 
1 

2 a 2 (1 - p 2 ) 



Reconhecendo a equagao anterior como uma fungao de densidade normal, po- 
demos concluir que, dado que Y — y, a variavel aleatoria X e normalmente 
distribuida com media ii x + P^iy ~~ fly) e variancia cr 2 (l — p 2 ). Alem disso, 

como a densidade conjunta de Y, X 6 exatamente igual a de X , Y, exceto que fi x , 
a x sao trocadas por p, v , a y , tem-se similarmente que a distribuigao condicional 
de 7dado que X = x e uma distribuigao normal com media fi y 4- P%( x ~ Px) 
e variancia a 2 (l - p 2 ). Como consequencia desses resultados, tem-se que a 
condigao necessaria e suficiente para que as variaveis aleatorias normais bi- 
variadas ZeY sejam independentes e que p = 0 (um resultado que tambem e 
consequencia direta de sua densidade conjunta, porque somente quando p = 0 
a fungao densidade pode ser fatorada em dois termos, um dependendo apenas 
de x e o outro dependendo apenas de y ). 


Com C = 


7jtO x Oy\j\~p^ 


, a densidade marginal de X pode ser obtida de 


fx(x) 


-L 


f{x,y)dy 


C I exp 


1 


2(1 - p 2 ) 




+ 


y - dy 


-2 P 


(x - (I x )(y - Hy) 




dy 


Fazendo a mudanga de variaveis w = obtemos 

- 2p 


x - tl x 


W 


dw 


= c ^ e,ip j (1 * pl) \ 

x £" p { _ 2(rr^[' 


w p 


x - fix 

&X 


dw 
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Como 

i r I i_r p 

V2tt(1 - P 1 ) J- oo £XP { 2(1 - P 2 ) r a, 

vemos que 

fx(x) = Coyjlnd - p 2 ) e -(.x-^x) 2 /2ci 
— 1 e -(x-fi x ) 2 l2(r} 

\/ 2 tt<j x 

Isto e 5 Ie normal com media /x x e variancia cr^. Similarmente, Ye normal com 
media ^t, y e variancia Oy ■ 

Exemplo 5d 

Considere n + m tentativas com mesma probabilidade de sucesso. Suponha, no 
entanto, que essa probabilidade de sucesso nao seja fixada antecipadamente, 
mas escolhida de uma populagao uniforme no intervalo (0,1). Qual e a distri- 
bui^ao condicional das probabilidades de sucesso dado que as n + m tentativas 
resultam em n sucessos? 


~i2 1 


(* ” Px) 


dw = 1 


Solugao Se X representa a probabilidade de que uma dada tentativa seja um 
sucesso, entao X e uma variavel aleatoria uniforme no intervalo (0,1). Tambem, 
dado que X = x, as n + m tentativas sao independentes com probabilidade de 
sucesso jc. Com isso, N, o numero de sucessos, e uma variavel binomial com pa- 
rametros ( n + m, jc), e a densidade condicional de X dado que N ~ ne 


fx\N(x\n) = 


P[N = n\X = x}f x (x) 
P{N = n) 


( n r 

P{N = n] 
= cx n (1 - x) m 


0 < x < 1 


onde c nao depende de jc. Assim, a densidade condicional e igual a de uma va¬ 
riavel aleatoria beta com parametros n + 1, m + 1. 

O resultado anterior e bastante interessante, pois ele diz que, se a distribui- 
$ao original ou a priori (para aquele conjunto de dados) de uma probabilidade 
de sucesso em uma tentativa e uniformemente distribuida no intervalo (0,1) 
[ou, equivalentemente, e beta com parametros (1,1)], entao a distribui^ao poste¬ 
rior (ou condicional) dado que um total de n sucessos tenha ocorrido em n + m 
tentativas e beta com parametros (1 + n, 1 + m). Isto e valioso porque aumenta 
a nossa intuigao sobre o que significa supor que uma variavel aleatoria tenha 
uma distribui?ao beta. ■ 
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*6.6 ESTATISTICAS DE ORDEM 

Suponha que X v X 2 ,„.,X n sejam n variaveis aleatorias contmuas e identicamen- 
te distribuidas com mesmas fun^ao densidade/e fungao distribuigao F. Defina 

X(i) = menor d&Xi, X 2 , ..., X n 

*(2) — segunda menor de X\, X 2 , -.., X n 


X(j) — y-esima menor de X\, X 2 , ..., X n 


X { n) = maior de X lf X 2 , ..., X n 

Os valores ordenados X (1) < X (2) < X (n) sao conhecidos como as estatisticas 

de ordem correspondentes as variaveis aleatorias X v X 2 ,...,X n . Em outras pala- 
vras, X (1)v .., X (n) sao os valores ordenados de X v X n . 

A fungao densidade conjunta das estatisticas de ordem e obtida notando-se 
que as estatisticas de ordem X ( ^...,X {n) assumirao os valores x 3 < x 2 < x n se, 
e somente se, para alguma permutagao (i v i„ ) de (1, 2 ,..., n), 

— X /j, ^2 = ^'2 ’ * * * 9 ^ri ~ Xi n 

Como, para qualquer permuta^ao (q,..., i n ) de (1,2,..., n ), 

{ £ £ £ £ I 

X'i\ 2 -^1 ^ x h d - ^ * ■ ■ ■ - x in 2 < - Xn < Xi n “I" ^ I 

~ £ n fx 1 ,--- ,X n (x k ,...,x in ) 

= e n /fe 1 ) • • -/(*i„) 

= £ n f( x l) ■ ■ -f(x „) 

tem-se que, para jc-, < jc 2 <... < 

s s s s I 

p X 1 - 2 < Z (D < X 1 + 2’ • ■ • ,Xn _ 2 < < Xn + 2 I 

« n\ s n f(x 1 ) ■ • •/(*„) 

Dividindo por «" e fazendo e—>0, obtemos 

fx m ,...,x M (xi,x 2 ,... ,x n ) = n\f(Xi) ■ ■ -f(x„) xi < x 2 < ■■■ < x n (6.1) 

A Equa$ao (6.1) e mais simplesmente explicada mostrando-se que, para que o 
vetor <JY' (1) ,..., X (n) ) seja igual a {x^...,x n ), e necessario e suficiente que (X V ...,X„) 
seja igual a uma das n\ permutaqoes de {x^.-.^x^. Como a probabilidade (den¬ 
sidade) de que < X v ...,X n > seja igual a qualquer dada permuta^ao de e 

somente /(*,)... f( x „), obtem-se como resultado a Equacao (6.1). 
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Exemplo 6a 

Ao longo de uma estrada com 1 km de comprimento estao 3 pessoas “distribuf¬ 
das aleatoriamente’.’Determine a probabilidade de que 2 pessoas nao estejam a 
uma distancia d entre si quando d ^ | km. 

Solugao Vamos supor que “distribufdas aleatoriamente” signifique que as 
posi?6es das 3 pessoas sejam independente e uniformemente distribufdas ao 
longo da estrada. Se representa a posigao da i-dsima pessoa, entao a proba¬ 
bilidade desejada e P[X {i) > X {lA) + d,i = 2,3). Como 

3 ! 0 < X\ < X2 ^ X 3 < 1 


tem-se que 


P[X (i) > + d, i = 2 , 3 } = / / / fx m ,x i 2 ) ,x (3 ) (*1 » *2,*3) dxi dx 2 dx 3 

J J Jxi>Xj-\+d 

pl-2d pi-d pi 

= 3! I I I dx 2> dx 2 dxi 

Jo Jxy\-d Jx 2 +d 

pl-2d pi 

= 6 / / 

JO Jx 1 


xi+d Jx2+d 
1-2 d rl~d 

(1 — d — x 2 ) dx 2 dx 1 

0 Jx-[-\-d 

1-2 d r \-2d-xi 

y 2 dy 2 dxi 


pl-LCl n 

= 6 / 
Jo Jo 


onde fizemos a mudanga de variaveis y 2 = 1 - d - x 2 . Continuando a cadeia de 
igualdades, obtemos 


*1-2J 


= 3 f (1—2 d — x\) 2 dx\ 

Jo 

pi—2d 

= 3 / y\ dyi 
Jo 

= (1 - 2d) 3 


Com isso, a probabilidade desejada de que 2 pessoas nao estejam a uma distan¬ 
cia d entre si quando 3 pessoas estao uniforme e independentemente distribuf¬ 
das ao longo de um intervalo de tamanho 1 e igual a (1 - 2d) 3 quando d < De 
fato, o mesmo metodo pode ser usado para provar que quando n pessoas estao 
distribufdas aleatoriamente ao longo de um intervalo unitario, a probabilidade 
desejada e 

[1 - (n -1 )d] n quando d < —— 

A demonstragao e deixada como exercfcio. ■ 

A fun^ao densidade da estatfstica de /-esima ordem pode ser obtida 
integrando-se a fun$ao densidade de probabilidade (6.1) ou empregando-se 
o seguinte raciocfnio: para que seja igual ax,e necessario que j - 1 dos n 
valores X v ...,X n sejam menores que x,n-j deles maiores que x, e 1 deles igual 
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a x . Agora, a densidade de probabilidade de que qualquer conjunto de j -1 ele¬ 
ment os dos X-s seja menor que x, de que outro conjunto de n -j elementos seja 
maior que x , e de que o valor restante seja igual axe dada por 

[F(x)f l [l-F(x)rf(x) 

Com isso, como existem 

( n \ _ w! 

\i - - A 1 ) (n - ;')!(/ - 1)! 

partigoes diferentes das n variaveis aleatorias X v ...,X n nos tres grupos prece- 
dentes, tem-se que a fungao densidade de X {j) e dada por 

/V* } = (w ~ j^ { -_ 1}! t 1 - F(x)] n ~if{x) (6.2) 


Exemplo 6b 

Quando se observa uma amostra de In + 1 variaveis aleatorias (isto e, In + 1 
variaveis aleatorias independente e identicamente distribuidas), o (n + l)-esi- 
mo menor valor e chamado de mediana amostral. Se uma amostra de tamanho 
3 e observada em uma distribuigao uniforme ao longo do intervalo (0,1), deter¬ 
mine a probabilidade de que a mediana amostral esteja entre ~ e 


Soluqao 


Assim, 


Da Equagao (6.2), a densidade de X (2) e dada por 


3» 

fx m (x) = JIYT* (1 “ x) 


0 < x < 1 


P 


1 

4 


3' 

< x (2) < 4 


/*3/4 

6 / x(l — x)dx 
J 1/4 



X J 

T 


x=3/4 


jc=1/4 


11 

16 


A fungao distribuigao cumulativa de X^ pode ser obtida integrando-se a 
Equagao (6.2). Isto e, 

Fx (n 00 = (n _ (Vwr 1 [1 - F{x)f-if(x) dx (6.3) 


Entretanto, Fx^iy) tambem poderia ter sido deduzida diretamente notando- 
se que a estatistica dey-esima ordem e menor ou igual ay se e somente se 
existirem j ou mais elementos do conjunto de X-s que sao menores ou iguais 
a y. Assim, como o numero de elementos do conjunto de X’s que sao menores 
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ou iguais aye uma variavel aleatoria binomial com parametros n,p - F(y), 
tem-se que 

Fx w (y) = F{X(j) < y} = P{j ou mais elementos do conjunto de X’s sao < y} 

= 't( n k )i F (y '>) k [ 1 - p w k ( 6 - 4 ) 

k=j V y 


Se, nas Equagoes (6.3) e (6.4), consideramos que Fe uma distribuigao uni- 
forme no intervalo (0,1) [isto e,/(x) = 1 , 0 < x < 1], entao obtemos a interes- 
sante identidade analitica 

S(i?)y* (1 ~ y )H ~ k (n - I)!r^- 1(1 ~ xr ~ idx °- y ~ 1 (65) 


Empregando o mesmo tipo de argumento que usamos ao estabelecer a 
Equagao (6.2), podemos mostrar que a fungao densidade conjunta das estatis- 
ticas de ordem X^ e X^ quando i <j e 




a - DHj - i - i)i(« - 
X [F(Xj) - Fte)r ,_1 [l - F{Xj)] n ->f(xi)f(Xj) 


( 6 . 6 ) 


para todo x { < x- r 


Exemplo 6c Distribuigao do alcance de uma variavel aleatoria 

Suponha que n variaveis aleatorias X V X 29 ^ 9 X„ independente e identicamente dis- 
tribuidas sejam observadas. A variavel aleatoria R definida como R = X^ n) - X e 
chamada de alcance das variaveis aleatorias observadas. Se as variaveis aleatorias 
X t tem fungao distribuigao F e fungao densidade /, entao a distribuigao de R pode 
ser obtida a partir da Equagao (6.6) da seguinte maneira: para a > 0, 


P{R < a} = P{X {n) - X a) < a} 

= J J fx m ,x {n) (x\,x n ) dxi dx n 


x n -x,<a 

f°o r x i+ a n\ 


-n 

J —oo Jx\ 


[^(*n) - F{xi)] n 2 f(x 1 )f(x n ) dx n dx\ 


(n - 2)! 


Fazendo a mudanca de variaveis y = F(x n ) - Fix,), dy = f(x n )dx n , obtemos 
r x i+ a 


/ 

J X 1 


[F(Xn) - F(x 1 )\ n 2 f(x n )dx, 


-L 


F(x\+a)—F(x\) 

1 


y n ~ 2 dy 


n - 1 


[F(xi + a) - F(x\)] 


n —1 
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Assim, 


P{R 


/ oo 

[F(x i + a) - F(xi)]" _1 

-OO 


•/(•* l) dx i 


(6.7) 


A Equagao (6.7) pode ser avaliada explicitamente somente em poucos casos 
especiais. Um destes e quando os X/s sao uniformemente distribuidos em (0, 
1). Nesse caso, obtemos, a partir da Equagao (6.7), que para 0 < a < 1, 


P{R < a} 


= n f [F(x 1 + a) - F{x i)] n 
Jo 

— n( a n ~ l dx\ + n f (1 - *i) rt_1 
Jo Jl—a 


= n{l - a)a n 1 + a" 

Derivando a equagao acima, obtemos a fungao densidade do alcance das varia- 
veis aleatorias observadas, que e dada neste caso por 


fRi a ) 


J nin — 1 )a n 2 (1 — a) 0 < a ^ 1 


0 


caso contrario 


Isto e, o alcance de n variaveis aleatorias independentes uniformes em (0,1) e 
uma variavel aleatoria beta com parametros n- 1,2. ■ 


6.7 DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE CONJUNTA 
DE FUNCOES DE VARIAVEIS ALEATORIAS 

Sejam X x e X 2 variaveis aleatorias contmuas com fungao densidade de probabili¬ 
dade conjunta f Xly x r As vezes, e necessario obter a distribuigao conjunta das va¬ 
riaveis aleatorias Y 1 e Y 2 , que surgem como fungoes de X } e X 2 . Especificamente, 
suponha que Y } = g^X^X^ e Y 2 = g 2 iX v X 2 ) para algumas fungoes g 1 e g 2 . 
Assuma que as fungoes g A e g 2 satisfagam as seguintes condigoes: 


1. As equagoes y 1 = g x {x v x 2 ) e y 2 = g 2 {x^ x 2 ) podem ser unicamente solucio- 
nadas para x x e x 2 em termos de y } e y 2 , com solugoes dadas por, digamos, 
*1 = h 1 (y v y 2 ),x 2 = h 2 (y v y 2 ). 

2. As fungoes g, e g 2 tem derivadas parciais contmuas em todos os pontos 
(xj,x 2 ), e sao tais que o determinante 2X2 


J(x i,x 2 ) 


dgl dgl 

dxi 0 X 2 _ 3gl dg 2 _ dgldg 2 ^ 
Sg2 dg2 3xj 3X2 3X2 dxi 

3xi 3x2 


em todos os pontos (x„x 2 ). 
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Nessas condigoes, pode-se mostrar que as variaveis aleatorias Y i e Y 2 sao 
conjuntamente contmuas com fungao densidade conjunta dada por 

/y,y 2 Cyi»>' 2 ) =fx ly x 1 {xi,X 2 )\J{xi,X 2 )\~ l (7.1) 

ondexj = h l (y v y 2 ),x 2 = h 2 (y v y 2 ). 

Uma demonstragao da Equagao (7.1) se daria nas seguintes linhas: 

P{Y\ ^ yuYl - y2) = J J fxijc 2 (xi,x 2 )dx 1 dx 2 (7.2) 

(x 1 ,x 2 ): 
gl(xi,x 2 ) ^ y\ 
g 2 (x h x 2 ) ^ y 2 

A fungao densidade conjunta pode agora ser obtida derivando-se a Equagao 
(7.2) em relagao a y 1 e y 2 . Como este seria um exercicio de calculo avangado, 
nao apresentaremos neste livro uma demonstragao de que o resultado obtido e 
igual ao lado direito da Equagao (7.1). 


Exemplo 7a 

Sejam e X 2 variaveis aleatorias conjuntamente contmuas com fungao densi¬ 
dade de probabilidade fx\,Xr Sejam Y j = 4 - X 2 e Y 2 = X 1 - X 2 . Determine a 

fungao densidade conjunta de Y 1 e Y 2 em termos de fxi,x T 


Soluqtio Sejam g x (x v x 2 ) — x x + x 2 e g 2 (x v x^) — x } -x 2 . Entao 


J(x l,X 2 ) 


1 1 
1 -1 


-2 


Tambem, como as equagoes y r — x 1 + x 2 e y 2 = x^ - x 2 tern x } = (y, + y 2 )l2,x 2 = 
(y i -^ 2 ) /2 como solugao, resulta da Equagao (71) que a densidade desejada e 

fY U Y 2 (y^y2) = -jfx\,x 2 


y\ + yi yi - yi 


Por exemplo, se X y e X 2 sao variaveis aleatorias independentes e uniformes em 
(0,1), entao 


fY u Y 2 (y\,yi) 


\ 0 < yi + y 2 ^ 2 , 0 < y 1 - y 2 ^ 2 

0 caso contrario 


ou, se X } e X 2 sao variaveis aleatorias exponenciais independentes com respec- 
tivos parametros e A 2 , entao 


fY 1} Y 2 (yi,y2) 


| 


exp 


A, 


0 



yi + yi ^ 0, y a - y 2 > 0 


caso contrario 
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Finalmente, se X 1 e X 2 sao variaveis aleatorias normais padrao independentes, 
entao 

fY u Y 2 (yi,y 2 ) = i-e-t^+w) 2 /8+0'i-y2) 2 /8] 

= J_ e -(yf+>'2)/4 

471 

V47T 

Assim, nao somente obtemos (em concordancia com a Proposi^ao 3.2) que X 1 
+ X 2 e X ] - X 2 sao normais com media 0 e variancia 2, mas tambem concluimos 
que essas duas variaveis aleatorias sao independentes (de fato, pode-se mostrar 
que, se X l e X 2 sao variaveis aleatorias independentes com mesma fungao de 
distribui^ao F, entao X 1 + X 2 e independente de X x - X 2 se e somente se F e 
uma fungao distribuigao normal). ■ 

Exemplo 7b 

Suponha que (X, Y) represente um ponto no piano, e tambem que as coordena- 
das retangulares XeY sejam variaveis aleatorias normais padrao independen¬ 
tes. Estamos interessados na distribuigao conjunta de ( R , 0), a representagao 
de (x,y) em coordenadas polares (veja a Figura 6.4). 

Suponha primeiro que X e Y sej am ambos positivos. Para x e y positivo, 
escrevendo R = gi(x,y) = y/x 2 + y 2 e 0 — g 2 (x,y) = tg _1 y/x, vemos que 

dgi = * 

dx yjx 2 + y 2 

dgi = y 

yjx 2 + y 2 

dg 2 = 1 ( = -y 

dx 1 + (y/x) 2 \ x 2 / x 2 + y 2 
dg 2 = 1 _ x 

dy x[l + (y/x) 2 ] x 2 + y 2 



Figura 6.4 • = Ponto aleatorio. (X, Y) = (R, 0). 




Capftulo 6 • Variaveis Aleatorias Conjuntamente Distribufdas 333 


Assim, 

x 2 y 2 

J(X,y) = (x 2 + y 2 ) 3 / 2 + (x 2 + y 2 ) 3 / 2 


1 __ 1 
Vx 2 + y 2 ~ ~r 


Como a fungao densidade condicional de X , y dado que essas coordenadas 
sejam ambas positivas e 


f(x 9 y\X > o,y > 0) = 


f(x,y) 

p(x > o, y > 0 ) 



(x 2 +y 2 )/2^ x > Q ^ > o 


vemos que a fungao densidade conjunta de R = y/X 2 + y 2 e 0 = tg 1 (Y/X), 
dado que as coordenadas XeY sejam ambas positivas,e 

2 2 

> 0,y > 0) = — re~^ >2 , 0 < 0 < 7r/2, 0 < r < oo 


Similarmente, podemos mostrar que 

f(r,0\X < 0, y > 0) = —re _r2/2 , tt/2 < 0 < tv, 

TV 

rs 

f(r,e\X < 0,y < 0) = -re- 1212 , n < 9 < 3tt/2, 

TV 

2 J2I2 

f(r,0\X > 0, y < 0) = —re ^ , 37r/2 < 0 < 27r, 

7 T 


0 < r < oo 
0 < r < oo 
0 < r < oo 


Como a densidade conjunta e uma media igualmente ponderada dessas 4 den- 
sidades condicionais conjuntas, vemos que a densidade conjunta de R, 0 e dada 
por 

f(r, 0) = re~ 0 < 0 < 2tt, 0 < r < oo 

2n 

Agora, como essa densidade conjunta pode ser fatorada nas densidades mar¬ 
ginal de R e 0, ambas as variaveis aleatorias sao independentes, com 0 sendo 
uniformemente distribuida no intervalo (0, 27 t) e R tendo uma distribuigao de 
Rayleigh com densidade 

f(r) — re~ ^ 0 < r < oo 

(Por exemplo, quando alguem mira em um alvo em um piano, se as distan¬ 
ces de erro horizontal e verticais sao variaveis aleatorias normais padrao 
independentes, entao o valor absoluto do erro tern a distribuigao de Rayleigh 
mostrada acima.) 

Este resultado e bastante interessante, pois certamente nao e evidente a 
priori que um vetor aleatorio cujas coordenadas sao variaveis aleatorias nor¬ 
mais padrao independentes tera um angulo de orientagao que nao somente 
e uniformemente distribuido, mas tambem independente de sua distancia em 
relagao a origem. 



334 Probabilidade: Um Curso Moderno com Aplicagbes 


Se desejassemos a distribuigao conjunta de R 2 e ©, entao, como a transfor- 
magao d = g x (x,y) = x + y 2 e 0 = g 2 (x,y) = tg 1 y/x tem o Jacobiano 


J = 


2x 2y 

-y x 

X 2 + y 2 x 2 + y 2 


= 2 


tem-se que 

1 1 

f(d,0) = -e ~ d / 2 — 0 < d < oo, 0 < 0 < 2n 

2 2n 

Portanto, R 2 e © sao independentes, com R 2 tendo distribuigao exponencial 
com parametro Mas como R 2 = X 2 + Y 2 , tem-se por definigao que R 2 tem dis¬ 
tribuigao qui-quadrado com 2 graus de liberdade. Com isso, temos uma verifi- 
cagao de que a distribuigao exponencial com parametro ^ e igual a distribuigao 
qui-quadrado com 2 graus de liberdade. 

O resultado anterior pode ser usado para simular (ou gerar) variaveis alea- 
torias normais fazendo-se uma transformagao apropriada em variaveis alea- 
torias uniformes. Sejam U 1 e U 2 variaveis aleatorias independentes, cada uma 
delas uniformemente distribuidas no intervalo (0, l).Vamos transformar U x e 
U 2 em duas variaveis aleatorias normais X x e X 2 primeiro considerando a repre- 
sentagao em coordenadas polares ( R , ©) do vetor aleatorio (X V X 2 ). Do desen- 
volvimento anterior, R 2 e 0 sao independentes, e, alem disso, R 2 = X\ + X 2 
tem distribuigao exponencial com parametro A = i Mas -2 log^ tem essa dis¬ 
tribuigao, ja que, para x > 0, 

P{- 21ogf/i < x} = pjlogf/ 1 > ~J 

= P[Ui > e~ x/2 } 

= 1 - e -*' 1 

Tambem, como 277 U 2 e uma variavel aleatoria uniforme em (0,27?), podemos 
usa-la para gerar 0. Isto e, se fizermos 

R 2 = —2 log U\ 

&=2irU 2 

entao R 2 6 o quadrado da distancia a partir da origem efleo angulo de orienta- 
gao de (X V X 2 ). Agora, como X x - R cos©, X 2 ~ R sen©, tem-se que 

X\ — y~21og U\ cos(27rf/2) 

X 2 = y /—2 log U\ sen(27r UY) 


sao variaveis aleatorias normais padrao independentes. 
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Exemplo 7c 

Se X e Y sao variaveis aleatorias gama independentes com parametros ( a , 
A) e (j3, A), respectivamente, calcule a densidade conjunta de U = X + Y e 
V = X/(X+Y). 


Solugao 


A densidade conjunta deAeYe dada por 

Ae^A*) 0-1 AfT A *(A y)^ 1 


fx,Y(x,y) = 


r(«) 


r(/8) 


A“+^ 

iWtfj 


e -A(x+y) x a-l^-l 


Agora, se = x + y,g 2 (x,y) = x/(x + y ), entao 

3gl _ dgi _ 1 3g2 __y 3g2 

3x 3y 


3* (x + y) 2 3y (x + y) 2 


entao 


J(x,y) = 


1 

y 


i 

—X 


(x + y) 2 (* + y) 2 


x + y 


Finalmente, como as equagoes w^x + yev = x/(x + y) tern como solugao 
x = uv ey = u( 1 - v), vemos que 

fuy(u,v) = fxy[uv,u(l - v)]w 

_ Ac“ x “(A.M) a+ ^ _1 v““ l (l - v)^ _1 r(a + 0 ) 
r(a + ^) rw) 

Portanto, + y e A/(^T + Y ) sao independentes, com X + Y tendo distribui- 
gao gama com parametros (a + /3, A) e XI(X + Y) tendo distribuigao beta com 
parametros (a, j3). O raciocmio anterior tambem mostra que B(a , j3), o fator de 
normalizagao da densidade beta, e tal que 

B(a,P) — f — v)P~ l dv 

J o 

= W) 

r(a + /?) 

Todo esse conjunto de resultados e bastante interessante. Suponha que n + m 
tarefas devam ser realizadas, cada uma (independentemente) exigindo uma 
quantidade de tempo exponencial com taxa A para ser completada. Suponha 
tambem que disponhamos de dois funcionarios para realizar essas tarefas. O 
funcionario I cuidara das tarefas 1, 2,..., n e o funcionario II cuidara das m 
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tarefas restantes. Se X e Y representam o tempo de trabalho total dos funcio- 
narios I e II, respectivamente, entao (do resultado anterior ou do Exemplo 
3b), X e Y sao variaveis aleatorias gama independentes com parametros ( n , 
A) e (m, A), respectivamente. Dai resulta que, independentemente do tempo 
necessario para que todas as n + m tarefas sejam completadas (isto e, de X + 
Y), a proporgao de trabalho reaiizada pelo funcionario I tern distribuigao beta 
com parametros (ft, m). ■ 

Quando a fungao densidade conjunta das n variaveis aleatorias X v X 2 ,.„,X n 
e dada e queremos calcular a fungao densidade conjunta de Y v Y 2 ,..., Y n , onde 

Y 2 = Y n = g^X^XJ 

a abordagem e a mesma - isto e, supomos que as fungoes tern derivadas par- 
ciais contmuas e que o determinante do Jacobiano 


dg 1 

dgl 

dgl 

3*1 

dx 2 

dx n 

dg2 

dg2 

dg2 

dxi 

dx 2 

dx n 

dgn 

dgn 

dgn 

dxi 

dx 2 

dx„ 


em todos os pontos (x^...,*,,). Alem disso, supomos que as equagoes}^ = 

= gi(xi>~>xX”>yn = 8 n( x v-> x n) tenham uma unica solugao, digamos, x 1 
= h 1 (y l ,,..,y tt ) 9 ... 9 x n = h n (y v ...,y n ). Sob essas hipoteses, a fungao densidade con¬ 
junta das variaveis aleatorias Y- e dada por 

fY h ...,Y n (yi, ■■■,yn)= ... ,Xn)\J(Xi, ... .Xn)! -1 (73) 

onde x, = hi(y v ...,y n ),i = 1,2,..., n. 


Exemplo 7d 

Sejam X v X 2 e X 3 variaveis aleatorias normais padrao independentes. Se Y 1 = 
X x + X 2 + X 3 , Y 2 — X x -X 2 , e Y 3 = Xj - X 3 , calcule a fungao densidade conjunta 
de Y v Y 2 , Y 3 . 


Solugao Fazendo-se F, = X l + X 2 + X 3 , Y 2 = X 3 - X 2 , Y 3 = X 1 - X 3 , o Jacobia¬ 
no dessas transforma^oes e dado por 


J = 


1 1 1 

1 -1 0 

1 0 -1 


= 3 


Como resulta das transiormacoes precedentes que 


Xi 


Ft + Y 2 + Y 3 


X 2 = 


F a - 2F 2 + F 3 


*3 = 


Fa + F 2 - 2F 3 


3 


3 


3 
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vemos da Equagao (73) que 

/yi > y 2 ,y 3 0'i> yi> yi) 

1, (y\ + yi + yi y\ - lyi + y3 yi + y 2 - 2y 3 

- 3 fx u x 2 ,x 3 ^ 3 3 3 

Portanto, como 

fxi,X 2 ,X 3 (Xi, X2 j Xi) = — ^2 /2 e ~^ lXi/2 


vemos que 


/yi,y 2 ,y 3 (yi> ^2, V3) 


r -Q(yi,y2,y3)/2 

3(2*)^ 


onde 

Q(yi»y2.y3) 


yi + y 2 + y3 


+ 


yi 22 2 2 

= 3 + 3^ + 3^ 


yi - 2y 2 + y3 


^3 


f y\ + yi - 2^3 


Exemplo 7e 

Sejam X v X 2 ,...,X n variaveis aleatorias exponenciais com taxa A independentes 
e identicamente distribufdas. Seja 

Y i = X 1 +...^X i i = 

(a) Determine a fungao densidade conjunta de Y lv .., Y n . 

(b) Use o resultado da letra (a) para determinar a densidade de Y n . 

Solugao (a) O Jacobiano das transformagoes Y 1 = X v Y 2 = X 1 + X 2 Y n = 
X 1 +... + X n 6 

1 0 0 0-0 

110 0-0 
1 1 1 0 ... 0 

1111-1 


Como somente o primeiro termo do determinante sera diferente de zero, temos 
/ = 1. Agora, a fungao densidade conjunta de X v ..., X n e dada por 

n 

fx u ...JC n C*l, • • • ,X„) = PI Ae -Aj:i 

i=1 


0 < Xi < oo, i = 1,... ,n 
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Assim, como as transformagoes anteriores levam a 


X, = Y„X 2 = Y 2 -Y v ...,Xi = Y-Y, v ...,X n = Y n -Y n _ 


resulta da Equagao (7.3) que a fungao densidade conjunta de Y r 1 ,..., Y n e 

fY u ...,Y n (yuy 2 ,---,yn) 


=fxi,...,x n (yi>y2 - - yi-i,--->yn - yn- 1) 


= X n exp 


—X 


y i + - y‘-^ 


i=2 


= X n e Xyn 0 < yi ,0 < yi - y t -\,i = 2 ,... ,n 

= X n e~ kyn 0 < yi < yi < • • • < y n 


(b) Para obter a densidade marginal de Y n , vamos integrar as demais variaveis 
uma de cada vez. Ao fazer isso, obtemos 


fr 2 . Y n (y2, ■ ■ ■ ,yn) = r X n e~ kyn dyi 

J 0 

= \ n y2e~ kyn Q < yi < yi < ■ ■ ■ < yn 


Continuando, obtemos 


fY 3 „..,Y„(y3,---,yn) = f X n y2e Xy "dy2 
Jo 


— \ n ?X e Ay " 0 < 3/3 < y 4 < ■ ■ ■ < y n 


A proxima integracao resulta em 

/Y 4 ,...,y„0'4, • ■ ■ ,yn) = A"^e- A ^ 0 < y 4 < • • • < yn 

Continuando dessa maneira, obtemos 

fYM = k "l0n\ 0<y " 

o que, em concordance com o resultado obtido no Exemplo 3b, mostra que X x 
+... + X n e uma variavel aleatoria gama com parametros n e A. ■ 


*6.8 VARIAVEIS ALEAT6RIAS INTERCAMBlAVEIS 

As variaveis aleatorias A,, X 2 ,..., X n sao chamadas de intercambiaveis se, para 
cada permutaijao i v ..., i n dos inteiros 1 ,..., n, 

P{X h ^ x u X i2 — jc 2 > • • • ,X in == x n } = P{X i < xuX 2 < x 2 , • • •, X n < *„} 
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para todo x lv .., x n . Isto e, as n variaveis aleatorias sao intercambiaveis se sua 
distribuigao conjunta e igual independentemente da ordem em que as variaveis 
sao observadas. 

Variaveis aleatorias discretas sao intercambiaveis se 

P{X h - x u X h =x 2 ,... ,X in = x n } = P{X i = x u X 2 =x 2 ,... ,X n = x n } 

para todas as permutagoes q,..., i n e todos valores xn . Isso e equivalente 
a dizer que p(x v x 2 ,...,x n ) = P{X- i = jq,..., = x n } e uma fungao simetrica do 
vetor (x 1 v ..,jc„), o que significa que seu valor nao muda quando os elementos do 
vetor sao permutados. 


Exemplo 8a 

Suponha que bolas sejam retiradas uma de cada vez e sem reposigao de uma 
urna que content inicialmente n bolas, das quais k sao consideradas especiais, 
de tal maneira que cada bola retirada tenha a mesma probabilidade de ser qual- 
quer uma das bolas na urna. Se a i-esima bola retirada e especial, entao X t = 1; 
caso contrario,X. = 0. Vamos mostrar que as variaveis aleatorias X v ... 9 X n sao 
intercambiaveis. Para fazer isso, suponha que (x v ..., x n ) seja um vetor formado 
por k uns e n- k zeros. Entretanto, antes de considerar a fungao discreta de 
probabilidade conjunta avaliada em xj, vamos tentar entender melhor o 
problema ao considerar um vetor fixo — por exemplo, considere o vetor ( 1 , 1 , 0 , 
1,0,..., 0,1), que se supoe conter k uns en-k zeros. Entao, 


p(l,l,0,l,0,...,0,l) 


k k — \ n — k k — 2 n — k — 1 
nn — In — 2n — 3 n — 4 


1 1 
21 


que e obtida porque a probabilidade de que a primeira bola seja especial e 
igual a kin , a probabilidade condicional de que a proxima seja especial e igual a 
( k - 1 )/(n - 1 ), a probabilidade condicional de que a bola seguinte nao seja es¬ 
pecial e igual a (n - k)/(n - 2), e assim por diante. Usando o mesmo argumento, 
tem-se que p(x v ...,x n ) pode ser escrita como o produto de n fragoes. Os termos 
sucessivos do denominador dessas fragdes variam de n a 1.0 termo do numera- 
dor noponto em que o vetor (jt lv ..,x„) e igual a 1 pela /-esima vez ek-(i- 1 ),e 
onde ele e 0 pela i-esima vez e igual a n - k (i - 1). Portanto, como o vetor (x lv .., 
x n ) e formado por k uns en- k zeros, obtemos 

, , k\(n - k)\ n , ^ 

P(x = -;- X/ = 0,1,> Xi = k 

n\ 


Como essa e uma fungao simetrica de (x v .,.,x n ) 9 tem-se que as variaveis aleato¬ 
rias sao intercambiaveis. ■ 


Observagao: Outra maneira de se obter a formula anterior para a fun¬ 
gao discreta de probabilidade conjunta e tratar as n bolas como se fossem 
diferentes umas das outras. Entao, como o resultado do experimento e uma 
ordenagao dessa bolas, tem-se que existem n\ resultados igualmente prova- 
veis. Finalmente, como o numero de resultados com bolas especiais e nao es¬ 
peciais em posigoes especificadas e igual ao numero de maneiras que ha de se 
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permutar as bolas especiais e nao especiais entre si, isto e, k\(n - k)\, obtemos 
a fungao densidade anterior. □ 

Ve-se facilmente que, se X v X 2 ,..., X n sao intercambiaveis, entao cada X i 
tem a mesma distribuigao de probabilidade. Por exemplo, se X e Y sao variaveis 
aleatorias discretas intercambiaveis, entao 

P{X = X] = J2 P{X = JC, y = y) = Y, P{X = y, Y = X} = P{Y = x] 

y y 

Por exemplo, obtem-se do Exemplo 8 a que a /-esima bola retirada sera especial 
com probabilidade kin , o que e intuitivamente claro, ja que cada uma das n bo¬ 
las tem a mesma probabilidade de ser a /-esima bola selecionada. 

Exemplo 8b 

No Exemplo 8 a, suponha que Y t represente o numero de selegao da primeira bola 
especial retirada da urna, e7 2 o numero adicional de bolas retiradas em seguida 
ate que uma segunda bola especial seja retirada. Em geral, suponha que Y i repre¬ 
sente o numero adicional de bolas retiradas apos a selegao da (/ - l)-esima bola 
especial ate que a /-esima bola especial seja selecionada, / = 1,..., k . Por exemplo, se 
n = 4, k = 2 el x = 1,X 2 = 0,X 3 = 0,X 4 = 1,entao Y 1 = 1 ,Y 2 = 3. Agora, Y x = i v 
Y 2 = / 2 ,..., Y k = i k Xi x = Xi l+ i 2 =... = Xi x +...+i k = 1 , X } = 0, caso contrario; assim, 
a partir da fungao discreta de probabilidade conjunta de X i9 obtemos 

nf T/ . „ k\(n - fc)! . . 

P{Y\ — ii, Y 2 — i 2 > * • “>Yk — ifc] — -j- i\ + • • * + ifc < n 

n\ 

Portanto, as variaveis aleatorias Y v ..., Y k sao intercambiaveis. Note que, como 
resultado disso, o numero de cartas que uma pessoa deve selecionar de um ba- 
ralho bem-embaralhado ate que aparega um as tem a mesma distribuigao que 
o numero de cartas adicionais que esta mesma pessoa deve selecionar apos a 
selegao do primeiro as ate que o proximo as aparega, e assim por diante. □ 

Exemplo 8c 

A seguir consideramos o problema conhecido como o modelo da urna de 
Polya: suponha que uma urna contenha inicialmente n bolas vermelhas e m 
bolas azuis. Em cada etapa do experimento, uma bola e sorteada, sua cor e ano- 
tada, e ela e entao recolocada junto com outra bola da mesma cor. Considere 
X i = 1 se a /-esima bola sorteada for vermelha, e X i — 0 se a bola for azul, / > 
1. Para que tenhamos uma ideia a respeito das probabilidades conjuntas dessas 
variaveis aleatorias X/s, observemos os casos especiais a seguir: 

P{X x = 1,X 2 = 1,X 3 = 0,X 4 = 1,X 5 = 0} 

n n + 1 m n 2 m + 1 

n + m«+m + ln + m + 2n + m + 3n + m + 4 
n(n + l)(n + 2 )m{m + 1 ) 

0 n + m)(n -f m + 1 ){n + m + 2 )(n + m - 1 - 3 )(n + m + 4) 
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e 

P{Xi = 0, A 2 = 1,X 3 = 0,X 4 = 1,X 5 = 1} 

m n m + 1 n + 1 « + 2 

/* + /7z« + m + ltf + ra + 2« + /rc-f3tt-f-/w+4 
rc(n + l)(n + 2 )m{m + 1) 

(n + m)(n + w + 1 ){n 4- m + 2)(n + m + 3)(n + m + 4) 

Pelo mesmo raciocinio, para qualquer sequencia x v ... y x k que contenha r uns e 
k-r zeros, temos 

P{Xi = x \ y ..., — X/.} 

n(n + 1) • • • (n + r - Y)m(m + 1) • * • (m + k - r - 1) 

(n + m) • * • (n -f m + k — 1) 

Portanto, para qualquer valor de k, as variaveis aleatorias X } ,..., X k sao in- 
tercambiaveis. 

Um corolario interessante referente a permutabilidade neste modelo e o de 
que a probabilidade de que a i-6 sima bola sorteada seja vermelha e igual a proba- 
bilidade de que a primeira bola sorteada seja vermelha, isto e,^^ (para um argu- 
mento intuitivo para esse resultado inicialmente nao intuitivo, imagine que todas 
as n + m bolas inicialmente na urna sejam de tipos diferentes. Isto e, uma e uma 
bola vermelha do tipo 1, outra e uma bola vermelha do tipo 2,..., outra e uma bola 
vermelha do tipo n, uma e uma bola azul do tipo 1, e assim por diante, ate uma 
bola azul do tipo m. Suponha que, apos o sorteio de uma bola, ela seja recolocada 
junto com outra bola da mesma cor. Entao, por simetria, a i-6 sima bola sorteada 
tern a mesma probabilidade de ser qualquer uma daquelas de n + m tipos distin- 
tos. Como n desses n + m tipos sao bolas vermelhas, a probabilidade e ■ 

Nosso exemplo final lida com variaveis aleatorias continuas que sao in- 
tercambiaveis. 

Exemplo 8d 

Sejam X v X 2 ,X n variaveis aleatorias independentes uniformes em (0,1), e 
represente suas estatisticas de ordem como X^...,X (n y Isto e, X^ 6 a y-esima 
menor dentre as variaveis X v X 2 ,—X n . 

Tambem considere 

Yi = X a)9 

Yi = Xq ) — X(i- 1 ), i = 2,...n 
Mostre que Y lv .., Y n sao intercambiaveis. 

Solugao As transformagoes 

yi = v,y ; = x, i = 2 

resultam em 


*i = y i + Yi 


i = 1 ,..., n 
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Como e facil notar que o Jacobiano das transformagbes anteriores e igual a 1, 
entao obtemos, da Equagao (7.3), 

fY u ...,Y„(yi,y2,---,yn)=f(yi,yi +yi,--.,yi + ••• + y n ) 

onde/e a fungao densidade conjunta das estatfsticas de ordem. Portanto, da 
Equagao (6.1), obtemos 

fY w ..,Y„(yx,yi, ■ ■ ■ ,y n ) = «! o < yi < yi + y 2 < • • • < yi + ■ ■ ■ + y n < 1 


ou, equivalentemente, 

jY 1 ,...,Y n (yi>y2,---,yn) = »! 0 < y t < 1, i = yi + ... + < 1 

Como a densidade conjunta anterior e uma fungao simetrica de y lv ..,y n , vemos 
que as variaveis aleatorias y iv .., y n sao intercambiaveis. ■ 


RESUMO 

A fungao distribuiqao de probabilidade cumulativa conjunta do par de variaveis 
aleatorias X e Y e definida como 

F{x, y) = P{X < x, y < y} — oo < x,y < oo 

Todas as probabilidades relacionadas a esse par de variaveis aleatorias podem 
ser obtidas de F. Para obter as fungdes distribuigao de probabilidade indivi¬ 
dual de X e y, use 

Fx(x) = lip F(x,y ) F Y (y) = lip F(x,y ) 

y—>oc JC—^oo 

Se X e y sao ambas variaveis aleatorias discretas, entao sua fungao discreta 
de probabilidade conjunta e definida como 

p(i,j) = P{X=i,Y = j} 

As fungoes discretas de probabilidade individuais sao 

p{x = i} = p[y = n = Y'PiUf) 

i 1 


As variaveis aleatorias X e Y sao chamadas de conjuntamente contmuas se 
existe uma fungao /(*, y), chamada de fungao densidade de probabilidade con- 
junta, tal que, para qualquer conjunto bidimensional C, 


P[(X , Y) € 



f(x,y ) d^rdy 


c 


Resulta da formula anterior que 

P{x < X 9 x + dx,y < Y < y 4- dy] « f(x,y)dx dy 
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SeZeF sao variaveis aleatorias conjuntamente contmuas, entao elas sao indi- 
vidualmente contmuas com fungoes densidade 

/ oo roo 

f(x,y)dy f Y (y)= f(x,y)dx 
-oo J— oo 


As variaveis aleatorias X e Y sao independentes se, para todos os con- 
juntos A e B, 

P{X E A, YE £} = P\X E A)P{Y E B} 

Se a fungao distribuigao conjunta (seja a fungao de probabilidade conjunta no 
caso discreto ou a fungao densidade conjunta no caso continuo) puder ser fato- 
rada em uma parte que depende somente de x e em outra que depende somen- 
te de y, entao X e Y sao independentes. 

Em geral, as variaveis aleatorias X v ...,X n sao independentes se, para todos 
os conjuntos de numeros reais A v ..., A„, 

P{x, e A x ,...,x n e = P{X x e A,}... p{x n e AJ 

Se X e Y sao variaveis aleatorias contmuas independentes, entao a fungao dis¬ 
tribuigao de sua soma pode ser obtida a partir da identidade 

/•OO 

Px+Y(a) - / Fx(a - y)fy(y)dy 


Se X, 1,..., n , sao variaveis aleatorias normais independentes com respectivos 

n n n 

parametros /q e cr 2 , i = 1,..., n , entao X; e normal com parametros ^ fit e^ a 2 . 

i—1 . 4 i—l i= 1 

Se X 0 l,...,rc,sao variaveis aleatorias de Poisson independentes com respec¬ 


tivos parametros A ( , i = 1,..., n , entao X/ e Poisson com parametro J] A/. 

t=l i=l 

SeZeF sao variaveis aleatorias discretas, entao a fungao de probabilidade 
condicional de X dado que Y = y e definida por 


P{X = x\Y = y} 


PrO) 


onde p e sua fungao de probabilidade conjunta. Tambem, se X e Y sao conjun¬ 
tamente contmuas com fungao densidade conjunta/, entao a fungao densidade 
de probabilidade condicional de X dado que Y = y e dada por 


fx\r(x\y) = 


fixy) 
fr(y) 


Os valores ordenados X (1) < X (2) <... X (w) de um conjunto de variaveis aleatorias 
normais independentes e identicamente distribufdas sao chamados de estatisti- 
cas de ordem do conjunto. Se as variaveis aleatorias sao contmuas e tern fungao 
densidade/, entao a fungao densidade conjunta das estatisticas de ordem e 

/(*!, . .. ,Xn) = n\f(x i) ■ • -f(x n ) XI s *2 ^ ^ Xn 


As variaveis aleatorias X 1V ..,X„ sao chamadas de intercambidveis se a distribui¬ 
gao conjunta de X; 15 ... ,X* M e a mesma para toda permutagao q,..., i n de 1,..., n. 
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PROBLEMAS 


6.1 Dois dados honestos sao rolados. Deter¬ 
mine a fungao de probabilidade conjunta 
de X e Y quando 

(a) X e o maior valor obtido em um dado 
e Y e a soma dos valores; 

(b) leo valor no primeiro dado e Y e o 
maior dos dois valores; 

(c) leo menor e Y e o maior valor obti¬ 
do com os dados. 

6.2 Suponha que 3 bolas sejam sorteadas 
sem reposigao de uma urna consistindo 
em 5 bolas brancas e 8 bolas vermelhas. 
Considere X,=l caso a i-esima bola se- 
lecionada seja branca e X =0 caso con- 
trario. De a fungao de probabilidade 
conjunta de 

(a) X„X 2 ; 

(b) x„x v x y 

6.3 No Problema 6.2, suponha que as bolas 
brancas sejam numeradas e considere Y. 
= 1 se a i-esima bola branca for selecio- 
nada, e 0 caso contrario. Determine a fun- 
cao de probabilidade conjunta de 

(a) v 2 ; 

(b) y„ y 2 , y 3 . 

6.4 Repita o Problema 6.2 quando a bola se- 
lecionada e recolocada na urna antes da 
proxima selegao. 

6.5 Repita o Problema 6.3a quando a bola se- 
lecionada e recolocada na urna antes da 
proxima selegao. 

6.6 Sabe-se que um cesto com 5 transistores 
contem 2 com defeito. Os transistores de- 
vem ser testados, um de cada vez, ate que 
os defeituosos sejam identificados. Supo- 
nha que N 1 represente o numero de testes 
feitos ate que o primeiro transistor defei- 
tuoso seja identificado eiV 2 o numero de 
testes adicionais feitos ate que o segundo 
transistor defeituoso seja identificado. 
Determine a fungao de probabilidade 
conjunta de N } e N 2 . 

6.7 Considere uma sequ£ncia de tentativas 
de Bernoulli independentes, cada uma 
com probabilidade de sucesso p. Sejam 
X 2 o numero de fracassos precedendo o 
primeiro sucesso e X 2 o numero de fra¬ 
cassos entre os dois primeiros sucessos. 
Determine a fungao de probabilidade 
conjunta de X 1 e X 2 . 


6.8 A fungao densidade de probabilidade 
conjunta de X e Y e dada por 

f{x,y) = c(y 2 -x 2 )e~ y -y < x < y,0 < y < ™ 

(a) Determine c. 

(b) Determine as densidades marginais 
deXeY. 

(c) Determine E[X\. 

6*9 A fungao densidade de probabilidade 
conjunta de X e Y e dada por 

f{x,y) = ^(x 2 + y j 0 <x < 1,0 < )» < 2 

(a) Verifique que esta e de fato uma fun¬ 
gao densidade conjunta. 

(b) Calcule a fungao densidade de X. 

(c) Determine P{X > Y}. 

(d) Determine P{Y > \\X < \}. 

(e) Determine E[X\. 

(f) Determine £[Y]. 

6.10 A fungao densidade de probabilidade 
conjunta deXe Ye dada por 

/(x, y ) = e~ {x + y) 

Determine (a) P{X < YJ e (b) P\X < a] 

6.11 O proprietario de uma loja de televisores 
imagina que 45% dos clientes que entram 
em sua loja comprarao um televisor co¬ 
mum, 15% comprarao um televisor de 
plasma e 40% estarao apenas dando uma 
olhada. Se 5 clientes entrarem nesta loja 
em um dia, qual e a probabilidade de que 
ele venda exatamente 2 televisores co- 
muns e 1 de plasma naquele mesmo dia? 

6.12 O numero de pessoas que entram em uma 
farmacia em certo horario e uma variavel 
aleatoria de Poisson com parametro A = 
10. Calcule a probabilidade condicional 
de que no maximo 3 homens tenham en- 
trado na farmacia dado que 10 mulheres 
entraram naquele momento. Que hipote- 
ses voce adotou? 

6.13 Um homem e uma mulher combinam um 
encontro em certo lugar as 12:30. Se o 
homem chega em um horario uniforme- 
mente distribufdo entre 12:15 e 12:45, e se 
a mulher chega independentemente entre 
12:00 e 13:00, determine a probabilidade 
de que o primeiro a chegar nao espere 
mais de 5 minutos. Qual e a probabilidade 
de que o homem chegue primeiro? 
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6.14 Uma ambulancia viaja em ambos os sen- 
tidos de uma estrada de comprimento L 
com velocidade constante. Em certo ins- 
tante de tempo, um acidente ocorre em 
um ponto uniformemente distribufdo 
na estrada [isto e, a distancia do local do 
acidente ate um dos pontos fixos no final 
da estrada e uniformemente distribuida 
ao longo de (0, L)\. Supondo que a loca- 
lizagao da ambulancia no momento do 
acidente tambem seja uniformemente dis¬ 
tribuida e que as variaveis sejam indepen- 
dentes, calcule a distribuigao da distancia 
da ambulancia ate o local do acidente. 

6.15 O vetor aleatorio ( X , Y) e chamado de 
uniformemente distribufdo em uma re- 
giao R do piano se, para alguma constan¬ 
te c, sua densidade conjunta e 


f(x,y) = q 


se (x,y) e R 
caso contrario 


(a) Mostre que 1/c = area da regiao R. 
Suponha que ( X , Y) seja uniforme¬ 
mente distribufdo ao longo do qua- 
drado centrado em (0,0) e com lados 
de comprimento 2. 

(b) Mostre que X e Y sao independentes, 
com cada um sendo uniformemente 
distribufdo ao longo de (-1,1). 

(c) Qual e a probabilidade de que (X, 
Y) esteja contido no cfrculo de raio 1 
centrado na origem? Isto e, determine 

p\x 2 + y 2 < i). 

6.16 Suponha que n pontos sejam independen- 
te e aleatoriamente escolhidos na borda 
de um cfrculo e que queiramos determi- 
nar a probabilidade de que eles estejam 
no mesmo semicfrculo. Isto e, queremos 
a probabilidade de que exista uma linha 
passando pelo centro do cfrculo tal que to- 
dos os pontos estejam de um lado da linha, 
conforme mostrado no diagrama a seguir 



Suponha que P v ..., P n representem os n 
pontos. Suponha tambem que A repre¬ 
sente o evento em que todos os pontos 
estao contidos em algum semicfrculo co- 
megando no ponto P t seguindo no sentido 
horario por 180°, i = 1 

(a) Expresse A em termos de A { . 

(b) Sao os A- s mutuamente exclusivos? 

(c) Determine P(A). 

6.17 Tres pontos X v X 2 , X 3 sao selecionados 
aleatoriamente em uma linha L. Qual e 
a probabilidade de que X 2 esteja entre 
X A e X 3 1 

6.18 Dois pontos sao selecionados aleatoria¬ 
mente em uma linha de comprimento 
L de forma a estarem em lados opostos 
do ponto central dessa linha [em outras 
palavras, os dois pontos X e Y sao varia¬ 
veis aleatorias independentes tais que X 
e uniformemente distribuida ao longo de 
(0, L/2) e y e uniformemente distribuida 
ao longo de (L/2, L)]. Determine a proba¬ 
bilidade de que a distancia entre os dois 
pontos seja maior que L/3. 

6.19 Mostre que /( x, y) = 1/jt, 0<jy<x<le 
uma fungao densidade conjunta. Supon¬ 
do que /seja a fungao densidade conjunta 
de X, y, determine 

(a) a densidade marginal de Y\ 

(b) a densidade marginal de X\ 

(c) E[X\- 

(d) E[Y\. 

6.20 A densidade conjunta de X e Y e dada por 

r, . _ \xe~( x+y ^ x > 0, y > 0 
J\ >y) — 1 q caso contrario 


X e y sao independentes? Se, em vez dis- 
so ,f(x,y) fosse dada por 


f(x,y) = q 


0<x<y, 0<y<l 
caso contrario 


X e y seriam independentes? 

6.21 Seja 

/(x, y) = 24 xy 0 < x < 1, 0 < y < 1, 0 < x + ^ < 1 

e /(x, y) — 0 caso contrario. 

(a) Mostre que /(x, y) e uma fungao den¬ 
sidade de probabilidade conjunta. 

(b) Determine E[X\. 

(c) Determine E[Y], 
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6.22 A fungao densidade conjunta d eleYe 

x + y 0 < jc < 1, 0 < y < 1 
0 caso contrario 

(a) X e Y sao independentes? 

(b) Determine a fungao densidade de X. 

(c) Determine P{X + Y < 1) 

6.23 As variaveis aleatorias X qY tern fungao 
densidade conjunta 

f(x,y) = 12xy(l-x) 0<x<l,0<y<l 

e f(x , y) = 0 caso contrario. 

(a) XqY sao independentes? 

(b) Determine E[X]. 

(c) Determine £[Y]. 

(d) Determine Var(2Q. 

(e) Determine Var(y). 

6.24 Considere tentativas independentes, 

cada uma delas levando ao resultado 

i, i = 0, 1,..., k, com probabilidade 
k 

J2 Pi = 1. Suponha que N represente o 
i =o 

numero de tentativas necessarias para 
que se obtenha um resultado diferente 
de 0, e chame de X este resultado. 

(a) Determine P{N - n),n >: 1. 

(b) Determine P{X = = 1,..., k. 

(c) Mostre que P{N ~ n, X = j] = P{N = 
n)P[X=j\ 

(d) E intuitivo para voce que N seja inde- 
pendente de XI 

(e) E intuitivo para voce que X seja inde- 
pendente de N1 

6.25 Suponha que 10 6 pessoas cheguem em 
uma parada de onibus em horarios que 
sao variaveis aleatorias independentes, 
cada um dos quais uniformemente dis- 
tribufdo ao longo de (0, 10 6 ). Seja N o 
numero de pessoas que chegam na pri- 
meira hora. Determine uma aproxima- 
gao para P{N = /}. 

6.26 Suponha que A, B e C sejam variaveis 
aleatorias independentes, cada uma delas 
uniformemente distribuida em (0,1). 

(a) Qual e a fungao distribuigao cumula- 
tiva de A , B e C? 

(b) Qual e a probabilidade de que todas as 
raizes da equagao Ax + Bx + C — 0 
sejam reais? 

6.27 Se X x e X 2 sao variaveis aleatorias expo- 
nenciais independentes com respectivos 
parametros A, e A 2 , determine a distribuigao 
de Z = ^j/A^.Tambem calcule P[X x < X 2 }. 


6.28 O tempo necessario para que um carro 
seja abastecido e uma variavel aleatoria 
exponencial com parametro 1. 

(a) Se Jose traz o seu carro no instante 0 
e Maria no instante t, qual e a proba¬ 
bilidade de que o carro de Maria seja 
abastecido antes do carro de Jose? 
(Suponha que o tempo de abasteci- 
mento seja independente do horario 
de chegada do carro.) 

(b) Se ambos os carros chegarem no ins¬ 
tante 0, com o abastecimento come- 
gando no carro de Maria somente 
quando o abastecimento do carro de 
Jose ja tiver terminado, qual e a pro¬ 
babilidade de que o carro de Maria 
esteja pronto antes de t = 2? 

6.29 A venda bruta semanal de certo restau- 
rante e uma variavel aleatoria normal 
com media R$2.200 e desvio padrao 
R$230. Qual e a probabilidade de que 

(a) a venda bruta total ao longo das pro- 
ximas 2 semanas exceda R$5.000? 

(b) a venda semanal exceda RS2.000 em 
pelo menos 2 das proximas 3 semanas? 

Quais sao as hipoteses de independence 
que voce fez? 

6.30 A pontuagao de Carlos no boliche e nor- 
malmente distribuida com media 170 e 
desvio padrao 20, enquanto a de Sebas- 
tiao e normalmente distribuida com me¬ 
dia 160 e desvio padrao 15. Se Carlos e 
Sebastiao jogam um jogo cada, obtenha, 
supondo que suas pontuagoes sejam va¬ 
riaveis aleatorias independentes, a proba¬ 
bilidade aproximada de que 

(a) a pontuagao de Carlos seja maior. 

(b) o total de seus pontos supere 350. 

6.31 De acordo com o Centro Nacional para 
Estatisticas de Saude dos EUA, 25,2% 
dos homens e 23,6% das mulheres nun- 
ca tomam cafe da manha. Suponha que 
amostras aleatorias de 200 homens e 200 
mulheres sejam escolhidas. Obtenha a 
probabilidade de que 

(a) pelo menos 110 dessas 400 pessoas 
nunca tomem cafe da manha; 

(b) o numero de mulheres que nunca to¬ 
mam cafe da manha seja pelo menos 
tao grande quanto o numero de homens 
que nunca tomam cafe da manha. 

6.32 O numero esperado de erros tipograficos 
em uma pagina de certa revista e igual a 2. 
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Qual e a probabilidade de que um artigo 
de 10 paginas contenha (a) 0 e (b) 2 ou 
mais erros tipograficos? Explique o seu 
raciocinio. 

6.33 O numero medio mensal de acidentes ae- 
reos em todo o mundo e igual a 2,2. Qual 
e a probabilidade de que ocorram 

(a) mais de 2 acidentes aereos no proxi¬ 
mo mes? 

(b) mais de 4 acidentes aereos nos proxi- 
mos 2 meses? 

(c) mais de 5 acidentes aereos nos proxi- • 
mos 3 meses? 

Explique o seu raciocinio. 

6.34 Pedro tern duas tarefas a cumprir, uma 
logo apos a outra. Cada tentativa na ta- 
refa i leva uma hora e tern probabilidade 
de sucesso p t . Se p A = 0,3 e p 2 = 0,4, qual 
e a probabilidade de que Pedro precise de 
mais de 12 horas para completar ambos 
os trabalhos de forma bem-sucedida? 

6.35 No Problema 4, calcule a fungao de pro¬ 
babilidade condicional de X ] dado que 

(a) X 2 = 1; 

(b) X 2 = 0. 

6.36 No Problema 3, calcule a fungao de pro¬ 
babilidade condicional de Y, dado que 

(a) V 2 = 1; 

(b) Yj = 0. 

6.37 No Problema 5, calcule a fungao de pro¬ 
babilidade condicional de Y, dado que 

(a) Y 2 = 1; 

(b) Y 2 = 0. 

6.38 Escolha aleatoriamente um numero X a 
partir do conjunto de numeros {1, 2, 3, 
4,5). Escolha agora, do subconjunto for- 
mado por numeros que nao sao maiores 
que X , isto e, de {1,..., X }, um novo nu¬ 
mero de forma aleatoria. Chame de Y 
este segundo numero. 

(a) Determine a fungao de probabilidade 
conjunta de X e Y. 

(b) Determine a fungao de probabilidade 
condicional de X dado Y = i. Faga-o 
para i = 1,2,3,4,5. 

(c) X e Y sao independentes? Por que? 

6.39 Dois dados sao rolados. Suponha que X e 
Y representem, respectivamente, o maior 
e o menor valor obtido. Calcule a fungao 
de probabilidade condicional de Y dado 
que X = i, para i = 1, 2,..., 6. Sao X e Y 
independentes? Por que? 


6.40 A fungao de probabilidade conjunta de X 


e Ye dada por 


P (U)-i 



P(2.2)-i 

(a) Calcule a fungao de probabilidade con¬ 
dicional de X dado que Y = i, i = 1,2. 

(b) X e Y sao independentes? 

(c) Calcule P\XY < 3}, P{X + Y > 2}, 


P{X/Y >1). 

6.41 A fungao densidade conjunta de X e Y e 
dada por 

f(x,y) = xe x<y+n x > 0,y > 0 

(a) Determine a densidade condicional 
de X , dado que Y = y, e aquela de Y, 
dado que X = x. 

(b) Determine a fungao densidade de Z = 
XY. 

6.42 A densidade conjunta de X e Y e 

/( x, y) = c(x 2 - y 2 )e x 0 < x < °°, —x < _y < ^ 

Determine a distribuigao condicional de 
Y, dado que X = x. 

6.43 Uma companhia de seguros supoe que 
cada pessoa tenha um parametro de aci¬ 
dentes, e que o numero anual de acidentes 
sofridos por alguem e uma variavel alea¬ 
toria de Poisson com parametro A. Supoe 
tambem que o parametro associado a um 
novo segurado pode ser representado por 
uma variavel aleatoria com distribuigao 
gama e parametros 5 e a. Se uma nova se- 
gurada sofre n acidentes em seu primeiro 
ano, determine a densidade condicional 
de seu parametro de acidentes. Tambem, 
determine o numero esperado de aciden¬ 
tes que ela sofrera no proximo ano. 

6.44 Se X v X 2 , X 3 sao variaveis aleatorias in¬ 
dependentes uniformemente distribufdas 
ao longo de (0,1), calcule a probabilidade 
de que a maior das tres seja a soma das 
outras duas. 

6.45 Uma maquina complexa e capaz de ope- 
rar corretamente desde que 3 de seus 5 
motores estejam funcionando. Se cada 
motor funciona independentemente por 
um tempo aleatorio com fungao densi¬ 
dade /(x) = xe~\ x > 0, calcule a fungao 
densidade da duragao de tempo em que a 
maquina funciona. 



348 Probabilidade: Um Curso Moderno com Aplicagdes 


6.46 Se 3 caminhoes quebram em pontos alea- 
toriamente distribuidos em uma estrada de 
extensao L, determine a probabilidade de 
que dois desses caminhoes nao estejam a 
uma distancia d entre si quando d < L/2. 

6.47 Considere uma amostra de tamanho 5 
retirada de uma distribuigao uniforme ao 
longo de (0,1). Calcule a probabilidade de 

que a mediana esteja no intervalo 

6.48 Se X V X 2 ,X 3 , X 4 e X 5 sao variaveis aleato- 
rias exponenciais independentes e iden- 
ticamente distribuidas com parametro A, 
calcule 

(a) P{mm(X v ...,X 5 )^a} 

(b) P{max(^ lv ..,Z 5 )<fl} 

6.49 Sejam X i2 y..., X (rl) as estatisticas de 
ordem de um conjunto de n variaveis 
uniformes independentes no intervalo 
(0, 1). Determine a distribuigao condi- 
cional de X^ n) dado que X (l) = s u X {2) = 

“ S n-V 

6.50 Sejam Z } e Z 2 variaveis aleatorias nor¬ 
mals padrao independentes. Mostre que 
X , Y tern uma distribuigao normal biva- 
riada quando X = Z 1 e Y = Z x + Z 2 . 

6.51 Deduza a distribuigao do alcance de uma 
amostra de tamanho 2 de uma distribuigao 
com fungao densidade/(x) = 2x,0 < x < 1. 

6.52 Suponha que X e Y representem as coor- 
denadas de um ponto aleatoriamente es- 
colhido em um circulo de raio 1 centrado 
na origem. Sua densidade conjunta e 

f(x,y) = 1 /tt x 2 + y 2 < 1 

Determine a fungao densidade conjunta 
das coordenadas polares R = ( X 2 + Y 2 ) m 
e 0 = tg" 1 Y/X. 

6.53 Se X e Y sao variaveis aleatorias indepen¬ 
dentes uniformemente distribuidas ao longo 
de (0, 1), determine a fungao densidade 
conjunta de R — y/x 2 + Y 2 e & = tg” 1 YIX . 

6.54 Se U 6 uniforme em (0, 27 t) e Z, indepen- 
den temente de U,e exponencial com taxa 
1, mostre diretamente (sem usar os resul- 


tados do Exemplo 7b) que X e Y defini- 
dos por 

X = V2Zcos U 
Y = V2Zsent/ 

sao variaveis aleatorias normais padrao 
independentes. 

6.55 X e y tern a fungao densidade conjunta 

f(x,y) = x > 1, y > 1 

x l y L 

(a) Calcule a fungao densidade conjunta 
de U = XY, V = X/Y 

(b) Quais sao as densidades marginais? 

6.56 Se X e Y sao variaveis aleatorias unifor¬ 
mes em (0,1) independentes e identica- 
mente distribuidas, calcule a densidade 
conjunta de 

(a) U = X+Y,V = X/Y; 

(b) U = X,V = XIV; 

(c) u = x + y,v = x/(x + y). 

6.57 Repita o Problema 6.56 quando X e Y sao 
variaveis aleatorias exponenciais inde¬ 
pendentes, cada uma com parametro A. 

6.58 Se X 1 e X 2 sao variaveis aleatorias expo¬ 
nenciais independentes, cada uma com pa¬ 
rametro A, determine a fungao densidade 
conjunta de Y x = X x + X 2 e Y 2 = exp(X T ). 

6.59 Se X,Y,e Z sao variaveis aleatorias inde¬ 
pendentes com mesma fungao densidade 
f(x) — e ~ x , 0 < x < oo ? deduza a distribui¬ 
gao conjunta de U = X + Y, V = X + Z, 
W = Y + Z. 

6.60 No Exemplo 8b, faga Y k+1 = n + 1 - 

k 

Yi. Mostre que Y lv .., Y k , Y k+1 sao inter- 

i =1 

cambiaveis. Note que Y m 6 o numero de 
bolas que alguem deve observar ate obter 
uma bola especial caso seja considerada a 
ordem de retirada inversa. 

6.61 Considere uma urna contendo n bolas 
numeradas 1,..., n e suponha que k des- 
sas bolas sejam sorteadas. Faga X i = 1 se a 
bola numero i for sorteada, el^O caso 
contrario. Mostre que X v ... y X n sao inter- 
cambiaveis. 


_ EXERCIC1QSTE6RICOS _ 

6.1 Verifique a Equagao (1.2). seja uma variavel aleatoria de Poisson com 

6.2 Suponha que o numero de eventos que parametro A. Se cada evento e classificado 

ocorrem em um dado periodo de tempo como sendo do tipo i com probabilidade 
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i = 1 = 1 independentemente dos 

demais eventos, mostre que os numeros de 
eventos do tipo i que ocorrem, i = 1 ,... n, 
sao variaveis aleatorias de Poisson inde- 
pendentes com parametros A p,., i = 1,..., n. 

6.3 Sugira um procedimento que use o pro- 
blema da agulha de Buffon para estimar 
77. Surpreendentemente, este ja foi um 
metodo comum de se avaliar 77. 

6.4 Resolva o problema da agulha de Buffon 
quando L> D. 

2 L 

Resposta: -(1 - sen<9) + 26In, onde 

nD 

cos 6 = DIL . 

6.5 Se X e Y sao variaveis aleatorias inde- 
pendentes, positivas e continuas, escreva 
a fungao densidade de (a) Z = XIY e (b) 
Z = XY em termos das fungoes densida¬ 
de de X e Y. Avalie as fungoes densidade 
no caso especial onde X e Y sao ambas 
variaveis aleatorias exponenciais. 

6.6 Se X e Y sao variaveis aleatorias conjun¬ 
tamente continuas com fungao densidade 
f XY (x, y), mostre que X + Y e continua 
com fungao densidade 

/ oo 

fx,Y(x,t - x)dx 
-00 

6.7 (a) Se X tern distribuigao gama com para¬ 
metros (/, A), qual e a distribuigao de 
cX,c > 0 ? 

(b) Mostre que 

— xl 

2A A2n 

tern distribuigao gama com parametros n, 
A quando n e um inteiro positivo e ® 
uma variavel aleatoria qui-quadrado com 
2 n graus de liberdade. 

6.8 Sejam X e Y variaveis aleatorias inde- 
pendentes continuas com respectivas 
fungoes taxa de risco A^(^) e A y (f), e esta- 
belega W = min(X, Y). 

(a) Determine a fungao distribuigao de 
W em termos daquelas de X e Y. 

(b) Mostre que A^f), a fungao taxa de ris¬ 
co de W, e dada por 

= ^x(t) + ^y( 0 

6.9 Sejam X v ...,X n variaveis aleatorias expo¬ 
nenciais independentes com parametro 
comum A. Determine a distribuigao de 
min(X v ...,X n ). 


6.10 Os tempos de vida de pilhas sao variaveis 
aleatorias exponenciais independentes, 
cada uma com parametro alfa. Uma lan- 
terna precisa de 2 pilhas para funcionar. 
Se alguem tern uma lanterna e uma saco- 
la com n pilhas, qual e a distribuigao de 
tempo em que a lanterna pode operar? 

6.11 Suponha que X v X 2 , X 3 , X 4 e X 5 sejam 
variaveis aleatorias independentes conti¬ 
nuas com mesma fungao distribuigao F e 
mesma fungao densidade/, e considere 

/ = P\X x <X 2 <X 3 <X A < X 5 ] 

(a) Mostre que / nao depende de F. 

Dica : Escreva 1 como uma integral 
com cinco dimensoes e faga a mudan- 
ga de variaveis u { = F(x i ), i = 1,..., 5. 

(b) Avalie I. 

(c) Fornega uma explicagao intuitiva para 
a sua resposta da letra (b). 

6.12 Mostre que as variaveis aleatorias conti¬ 
nuas (discretas) continuas X v ...,X n sao in¬ 
dependentes se e somente se a sua fungao 
densidade (discreta) de probabilidade con- 
junta/(x 1} ...,x rt ) puder ser escrita como 

n 

f(x = ]""[ £;(*,) 

i=l 

para fungoes nao negativas gfa), i = 1 ,..., n. 

6.13 No Exemplo 5c, calculamos a densidade 
condicional de uma probabilidade de su- 
cesso para uma sequencia de tentativas 
quando as primeiras n + m tentativas 
resultaram em n sucessos. A densidade 
condicional mudaria se especificassemos 
quais dessas n tentativas resultaram em 
sucessos? 

6.14 Suponha que X e Y sejam variaveis alea¬ 
torias geometricas com o mesmo parame¬ 
tro p. 

(a) Sem qualquer calculos, qual e para 
voce o valor de 

P\X = i\X + Y = n}l 

Dica : Imagine que voce joga conti- 
nuamente uma moeda com probabili¬ 
dade p de dar cara. Se a segunda cara 
ocorrer na n-esima jogada, qua] e a 
fungao de probabilidade do tempo da 
primeira cara? 

(b) Verifique sua conjectura da letra (a). 
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6.15 Considere uma sequencia de tentativas 
independentes, cada uma delas com pro- 
babilidade de sucesso p. Dado que o k- 
esimo sucesso ocorre na tentativa n , mos- 
tre que todos os resultados possfveis das 
primeiras n - 1 tentativas que consistem 
em k - 1 sucessos e n - k fracassos sao 
igualmente provaveis. 

6.16 Se X e Y sao variaveis aleatorias bino- 
miais independentes com parametros 
n e p identicos, mostre analiticamen- 
te que a distribuigao condicional de X 
dado que X + Y = m e hipergeometri- 
ca. Alem disso, fornega um segundo ar- 
gumento que leve ao mesmo resultado 
sem nenhum calculo. 

Diccr. Suponha que 2 n moedas sejam jo- 
gadas. Represente com X o numero de ca- 
ras obtidas nas primeiras n jogadas, e com 
Y o numero de caras obtidas na segunda 
sequencia de n jogadas. Mostre que, dado 
um total de m caras, o numero de caras 
nas primeiras n jogadas tem a mesma dis¬ 
tribuigao que o numero de bolas brancas 
selecionadas quando uma amostra de ta- 
manho m e sorteada de n bolas brancas e 
n bolas pretas. 

6.17 Suponha que X 0 i = 1,2,3 sejam variaveis 
aleatorias independentes com distribui¬ 
gao de Poisson. Determine a sua fungao 
de probabilidade conjunta. Isto e, obte- 
nha P{X = n, Y = m}. 

6.18 Suponha que X qY sejam variaveis alea¬ 
torias com valores inteiros. Se 

P(i\j) = P(X = i\Y = j) 


e 


q(j\i) = P(Y = j\X = i) 


Mostre que 


P(X = i,Y=j) 


P(i\j) 

Y' pm 
^ 1 qiji) 


6.19 Sejam X v X 2 e X 3 variaveis aleatorias 
contmuas independentes e identicamente 
distribufdas. Calcule 

(a) P{X,> X 2 \X { > X,\ 

(b) P[X,>X 2 \X,<X,\ 

(c) P\X, > X 2 \X 2 > X,\ 

(d) P[X i >X 1 \X 2 <X 2 ) 


6.20 Suponha que U represente uma variavel 
aleatoria uniformemente distribufda no 
intervalo (0, 1). Calcule a distribuigao 
condicional de U dado que 

(a) U>a . 

(b) U<a. 

6.21 Suponha que W , a umidade do ar em cer- 

to dia, seja uma variavel aleatoria gama 
com parametros ( t , /3). Isto e, sua densi- 
dade & f(w) - w > 0. 

Suponha tambem que, dado que W = w, o 
numero de acidentes nesse dia - chame-o 
de N - tem uma distribuigao de Poisson 
com media w. Mostre que a distribuigao 
condicional de W dado N = n e gama 
com parametros (t + n,/3 + 1). 

6.22 Seja W uma variavel aleatoria gama com 
parametros (r, /3), e suponha que, tendo 
como condigao W = w, X v X 2 X n se¬ 
jam variaveis aleatorias exponenciais in¬ 
dependentes com taxa w. Mostre que a 
distribuigao condicional de W dado que 
X 1 = x,, X 2 = x 2 ,..., X n = x n e gama com 

parametros + n, 

6.23 Diz-se que um arranjo retangular de mn 
numeros organizado em n linhas e m co- 
lunas contem um ponto de sela se houver 
um numero que e ao mesmo tempo o 
mmimo de sua linha e o maximo de sua 
coluna. Por exemplo, no arranjo 

1 3 2 

0-2 6 
0,5 12 3 

o numero 1 na primeira linha e na pri- 
meira coluna e um ponto de sela. A exis- 
tencia de um ponto de sela e importante 
na teoria dos jogos. Considere um arranjo 
retangular de numeros conforme descri- 
to acima e suponha que dois individuos 
- A e B - estejam jogando o seguinte 
jogo: A deve escolher um numero inteiro 
de 1 a n, e B um numero inteiro de 1 a 
m. Suas escolhas sao anunciadas simul- 
taneamente. Se A escolhe i e B escolhe 
7 , entao A ganha de B a quantia especi- 
ficada pelo elemento contido na riesima 
linha e na y-esima coluna do arranjo. Su¬ 
ponha agora que o arranjo contenha um 
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ponto de sela - digamos que na linha r e 
na coluna k - e chame esse ponto de x rk . 
Se o jogador A escolhe a linha r, entao 
ele garante para si uma vitoria de pelo 
menos x rk (ja que x rk e o menor numero 
na linha r). Por outro lado, se o jogador 
B escolhe a coluna k, ele garante que nao 
perdera mais de x rk (ja que x rk e o maior 
numero na coluna k). Portanto, como A 
tem uma estrategia que sempre lhe ga¬ 
rante um ganho mmimo de x rk) e B tem 
uma estrategia que sempre lhe garante 
uma perda maxima de x rk , parece razoa- 
vel escolher essas duas estrategias como 
sendo otimas e declarar que o valor do 
jogo para o jogador A e x rk . 

Se os nm numeros no arranjo retan- 
gular descrito acima sao escolhidos inde- 
pendentemente de uma distribuigao con- 
tinua arbitraria, qual 6 a probabilidade 
de que o arranjo resultante contenha um 
ponto de sela? 

6.24 Se X6 exponencial com taxa A, determine 
P{[X | = n, X- [X\ < x], onde [x] e defini- 
do como o maior inteiro menor ou igual a 
x. Pode-se concluir que [X)tX ~[X\ sao 
independentes? 

6.25 Suponha que F(x) seja uma fungao distri- 
buigao cumulativa. Mostre que (a) F"(x) 
e (b) 1 - [1 - F(x)]" tambem sao fungoes 
distribuigao cumulativas quando n e um 
inteiro positivo. 

Dica: Suponha que X v X n sejam varia¬ 
veis aleatorias independentes com mes- 
ma fungao distribuigao F. Defina varia¬ 
veis aleatorias FeZ em termos de X x de 
modo que P[Y < x] = F n (x) e P[Z < x) = 
1-[1 -F(x)T. 

6.26 Mostre que, se n pessoas estao distribui- 
das aleatoriamente ao longo de uma es- 
trada com extensao de L km, entao a pro¬ 
babilidade de que 2 delas estejam a uma 
distancia menor que D uma da outra e, 
quando D < Ll(n - 1), de [1 - (n -1 )D!L]\ 
E se D > L/(n - 1)? 

6.27 Obtenha a Equagao (6.2) calculando a 
derivada da Equagao (6.4). 

6.28 Mostre que a mediana de uma amostra 
de tamanho 2n + 1 de uma distribuigao 
uniforme ao longo do intervalo (0,1) tem 


distribuigao beta com parametros (n + 1, 
n -1- 1). 

6.29 Verifique a Equagao (6.6), que fornece a 
densidade conjunta de *<» e *or 

6.30 Calcule a densidade do alcance de uma 
amostra de tamanho n de uma distribui¬ 
gao continua com fungao densidade /. 

6.31 Sejam X^ ^ X (2) <... < X^ n) os valores 
ordenados de n variaveis aleatorias inde¬ 
pendentes no intervalo (0,1). Demonstre 
que, para 1 < k < n + 1, 

P{X w -^. 1) >r) = (l-0" 

onde .Y (0) = 0, X^ n + r , = t 

6.32 Suponha que X v ..., X n formem um con- 
junto de variaveis aleatorias contfnuas 
independentes e identicamente distri- 
bufdas com fungao distribuigao T 7 , e que 
X (f) , i = 1,..., n represente os seus valores 
ordenados. Se X , independentemente de 
X t , i = 1,..., n , tambem tem distribuigao 
F, determine 

(a) P\X>X (n) \- 

(b) P{Z>X (1) J; 

(c) P\X {i) <X<X (l) \,\ ^i<j^n. 

6.33 Suponha que X } ,..., X n sejam variaveis 
aleatorias independentes e identicamen¬ 
te distribuidas com fungao distribuigao 
Ft densidade/. A grandeza M = [X (1) + 
X (n) ]/2, definida como a media do menor 
e do maior valor em X v X ni 6 chamada 
de alcance central da sequencia. Mostre 
que sua fungao distribuigao e 

/ m 

[F(2m — x) — F(x)] n ~ 1 f(x)dx 

-oo 

6.34 Sejam X v ..., X n variaveis aleatorias in¬ 
dependentes e uniformes em (0,1). Faga 
com que R = X {n) - X (1) represente o al¬ 
cance e M = [^T (rt) + X (l) \/2 represente o 
alcance central de X v ..., X n . Calcule a fun¬ 
gao densidade conjunta de R e M. 

6.35 Se X e Y sao variaveis aleatorias normais 
padrao independentes, determine a fun¬ 
gao densidade conjunta de 

U = X V = XIY 

Depois use o seu resultado para mostrar 
que XIY tem uma distribuigao de Cauchy. 
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PROBLEMAS DE AUTOTESTE E EXERCICIOS 


6.1 Cada jogada de um dado viciado resulta 
em cada um dos numeros mipares 1,3 e 5 
com probabilidade C, e em cada um dos 
numeros pares com probabilidade 2C. 

(a) Determine C. 

(b) Suponha que o dado seja jogado. Supo- 
nha que X = 1 se o resultado for um 
numero par e X = 0 caso contrario. 
Alem disso, suponha que Y = 1 se o re¬ 
sultado for um numero maior ou igual 
a 3 e Y = 0 caso contrario. Determine a 
fungao de probabilidade conjunta de X 
e Y. Suponha agora que 12 jogadas in- 
dependentes sejam feitas com o dado. 

(c) Determine a probabilidade de que 
cada um dos 6 resultados ocorra exa- 
tamente duas vezes. 

(d) Determine a probabilidade de que qua- 
tro dos resultados sejam 1 ou 2, quatro 
sejam 3 ou 4, e quatro sejam 5 ou 6. 

(e) Determine a probabilidade de que 
pelo menos 8 jogadas resultem em 
numeros pares. 

6.2 A fungao de probabilidade conjunta das 
variaveis aleatorias X,YeZ6 

P( 1,2,3) =p( 2,1,1) =p(2,2,l) = P(2,3,2) = ~ 

Calcule (a) E[XYZ\ e (b) E[XY + XZ 
+ YZ] 

6.3 A densidade conjunta de X e Y e dada por 
f(x , y) = C(y - x)e~ y ~y<x<y, 0 < y <co 

(a) Sao X e Y independentes? 

(b) Determine a fungao densidade de X, 

(c) Determine a fungao densidade de Y. 

(d) Determine a fungao distribuigao con¬ 
junta. 

(e) Determine E[Y\. 

(f) Determine P{X +Y< 1). 

6.4 Seja r = r x + ... + r k , onde todos os r- sao 
inteiros positivos. Mostre que, se X v ..., X r 
tern distribuigao multinomial, entao Y } ,..., 
Y r tambem a tern, onde, com r 0 = 0, 

n-i+n 

Yi = Xj, i < k 

Isto e, Y x e a soma do primeiro r x dos 
X’s, Y 2 e a soma do r 2 seguinte, e assim 
por diante. 


6.5 Suponha que X, Y e Z sejam variaveis 
aleatorias independentes que tern a 
mesma probabilidade de serem iguais a 
1 ou 2. Determine a fungao de probabi¬ 
lidade de (a) XYZ , (b) XY + XZ + YZ , 
e (c) X 2 + YZ. 

6.6 Sejam X e Y variaveis aleatorias conti- 
nuas com fun^ao densidade conjunta 

~ + cy 0<x<l, l<y<5 
f(x,y) = 5 

0 caso contrario 


onde c e uma constante. 

(a) Qual e o valor de c? 

(b) XtY sao independentes? 

(c) Determine P[X + Y > 3} 

6.7 A fungao densidade conjunta deleYe 




xy 0<x<l, 0 < y < 2 

0 caso contrario 


(a) X e y sao independentes? 

(b) Determine a funqao densidade de X. 

(c) Determine a fungao densidade de Y. 

(d) Determine a fungao distribuigao con¬ 
junta. 

(e) Determine E[Y]. 

(f) Determine P[X + Y < 1]. 

6.8 Considere dois componentes e tres tipos de 
choques. Um choque do tipo 1 causa uma 
falha no componente 1, um choque do tipo 
2 causa uma falha no componente 2, e o 
choque do tipo 3 causa uma falha nos com¬ 
ponentes 1 e 2. Os instantes de ocorrencia 
dos choques dos tipos 1,2 e 3 sao variaveis 
aleatorias com respectivas taxas A 1? A 2 e A 3 . 
Suponha que X i represente o instante em 
que ocorre a falha do componente /, i — 
1,2. Diz-se que as variaveis aleatorias X v 
X 2 tern distribuigao exponencial bivariada. 
Determine P\X x > s,X 2 > /}. 

6.9 Considere uma segao de classificados com 
m paginas, onde m e muito grande. Su¬ 
ponha que o numero de classificados por 
pagina varie e que a unica maneira de des- 
cobrir quantos classificados ha por pagina 
seja conta-los. Alem disso, suponha que o 
numero de paginas seja tao grande que a 
contagem do numero de classificados seja 
inviavel, e que seu objetivo seja escolher 
uma segao de classificados de forma tal 
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que cada um dos classificados tenha a 
mesma probabilidade de ser selecionado. 

(a) Se voce escolhe aleatoriamente uma 
pagina e entao escolhe aleatoriamente 
um classificado, isso satisfaria ao seu 
objetivo? Por que sim ou por que nao? 

Suponha que n(i) represente o 
numero de classificados na pagina /, 

1 = 1,..., m, e que, embora essa quan- 
tidade seja desconhecida, ela seja me- 
nor que algum valor especificado n. 
Considere o seguinte algoritmo para 
escolher um classificado. 

Passo 1: Escolha aleatoriamente uma pagi¬ 
na. Suponha que ela seja a pagina 
X . Determine n(X) contando o nu¬ 
mero de classificados na pagina X. 

Passo 2: “Aceite” a pagina X com proba¬ 
bilidade n(X)/n. Se a pagina X 
for aceita, siga para o passo 3. Do 
contrario, retorne ao passo 1. 

Passo 3: Escolha aleatoriamente um dos 
classificados na pagina X. 

Chame cada passagem do algoritmo 
pelo passo 1 de iteragao. Por exemplo, 
se a primeira pagina aleatoriamente 
escolhida for rejeitada e a segunda 
aceita, entao teremos necessitado de 

2 iteragoes do algoritmo para obter 
um classificado. 

(b) Qual e a probabilidade de que uma 
unica iteragao do algoritmo resulte 
na aceitagao de um classificado na 
pagina it 

(c) Qual e a probabilidade de que uma 
unica iteragao do algoritmo resulte na 
aceitagao de um classificado? 

(d) Qual e a probabilidade de que o algo¬ 
ritmo siga por k iteragoes, aceitando- 
se o y-esimo classificado na pagina i na 
iteragao final? 

(e) Qual e a probabilidade de que o y-esi¬ 
mo classificado na pagina i seja aquele 
obtido pelo algoritmo? 

(f) Qual e o numero esperado de itera¬ 
goes feitas pelo algoritmo? 

6.10 As partes “aleatorias” do algoritmo no 
Problema de Autoteste 6.9 podem ser es- 
critas em termos dos valores gerados por 
uma sequencia de variaveis aleatorias in- 
dependentes e uniformes no intervalo (0, 


1). Com [x] definido como o maior inteiro 
menor ou igual a x, o primeiro passo pode 
ser escrito da maneira a seguir: 

Passo 1: Gere uma variavel aleatoria U 
uniforme no intervalo (0,1). Faga 
X = [mU\ + 1 e determine o va¬ 
lor de m(X). 

(a) Explique por que o passo acima e 
equivalente ao passo 1 do Problema 
de Autoteste 6.9. 

Dica : Qual e a fungao de probabilida¬ 
de de*? 

(b) Escreva os passos restantes do algo¬ 
ritmo de maneira similar. 

6.11 Seja X v X 2 ,... uma sequencia de variaveis 
aleatorias independentes e uniformes no 
intervalo (0,1). Para uma constante fixa c, 
defina a variavel aleatoria N por 

N = min[n: X n > c] 

N e independente de X N 1 Isto e, saber o 
valor da primeira variavel aleatoria maior 
ou igual a c afeta a distribuigao de proba¬ 
bilidade do instante de ocorrencia dessa 
variavel aleatoria? De uma explicagao 
intuitiva para a sua resposta. 

6.12 O alvo de um jogo de dardos e um qua- 
drado tendo lados com tamanho 6. 



Os tres circulos estao centrados no cen¬ 
tra do alvo e tern raios 1, 2 e 3, respec- 
tivamente. Dardos que acertam o cfrculo 
de raio 1 marcam 30 pontos, dardos que 
acertam a regiao entre os circulos de raio 

1 e 2 marcam 20 pontos, e aqueles que 
acertam a regiao entre os circulos de raio 

2 e 3 marcam 10 pontos. Dardos que nao 
acertam o interior do cfrculo de raio 3 nao 
marcam pontos. Supondo que cada dardo 
que voce atire atinja, independentemen- 
te do que tiver ocorrido antes, um ponto 
uniformemente distribufdo no quadrado, 
determine as probabilidades dos eventos 
abaixo: 
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(a) Voce marca 20 pontos em uma unica 
jogada. 

(b) Voce marca pelo menos 20 pontos em 
uma unica jogada. 

(c) Voce marca 0 pontos em uma unica 
jogada. 

(d) O valor esperado de sua pontuagao 
em uma jogada. 

(e) Voce marca pelo menos 10 pontos em 
suas duas primeiras jogadas. 

(f) Sua pontuagao total apos duas joga¬ 
das e de 30 pontos. 

6.13 Um modelo proposto para os torneios 
de basquete da NBA supoe que, quando 
dois times com aproximadamente a mes- 
ma campanha jogam entre si, o numero de 
pontos marcados em um quarto pelo time 
da casa menos o numero de pontos marca¬ 
dos pelo time visitante e aproximadamente 
uma variavel aleatoria normal com media 
1,5 e variancia 6. Alem disso, o modelo su¬ 
poe que as diferengas de pontos ao longo 
dos quatro quartos sejam independentes. 
Suponha que esse modelo esteja correto. 

(a) Qual e a probabilidade de vitoria do 
time da casa? 

(b) Qual e a probabilidade condicional de 
que o time da casa venga, dado que, 
no intervalo do meio do jogo, ele este¬ 
ja 5 pontos atras? 

(c) Qual e a probabilidade condicional de 
que o time da casa venga, dado que, 
no final do primeiro quarto, ele esteja 
5 pontos a frente? 

6.14 Seja N uma variavel aleatoria geometrica 
com parametro p. Suponha que a distri¬ 
buigao condicional de X dado que N = n 
seja gama com parametros neA. Deter¬ 
mine a fungao de probabilidade condicio¬ 
nal de N dado que X = x. 

6.15 Sejam X e Y variaveis aleatorias indepen¬ 
dentes e uniformes no intervalo (0,1). 

(a) Determine a densidade conjunta de 

u = x, v = x + y. 

(b) Use o resultado obtido na letra (a) 
para calcular a fungao densidade de V. 

6.16 Voce e outras tres pessoas fazem lances 
para adquirir um objeto em um leilao, sen- 
do o maior lance o vitorioso. Se ganhar, 
voce planeja vender o objeto imediata- 
mente por 10 mil reais. De quanto deve 
ser o seu lance para que seu lucro maximo 


seja maximizado se voce ere que os lances 
das demais pessoas possam ser considera- 
dos independentes e uniformemente dis- 
tribufdos entre 7 e 11 mil dolares? 

6.17 Determine a probabilidade de que X v 
X 2 ^.,X n seja uma permutagao de 1,2,..., rt, 
quando X v X 2 ,...,X n sao independentes e 

(a) cada um tern a mesma probabilidade 
de assumir qualquer um dos valores 
1 

(b) cada um tern fungao de probabilidade 

p \ x , = i) = p,J = i 

6.18 Sejam X v ...,X n e Y lv .., Y n vetores aleato- 
rios independentes, com cada vetor sendo 
uma ordenagao aleatoria de k uns cn-k 
zeros. Isto e, suas fungoes de probabilida¬ 
de conjuntas sao 

P{X\ = i\,...,X n = i n } = P{ Y\ — ii,..., Y n = i n } 



Faga com que 

n 

N = Y,\Xi ~ Y t \ 

i =1 

represente o numero de coordenadas nas 
quais os dois vetores tern valores diferen- 
tes. Alem disso, suponha que M represen¬ 
te o numero de valores de i para os quais 

(a) Relacione N a M. 

(b) Qual e a distribuigao de Ml 

(c) Determine E[ TV]. 

(d) Determine Var(vV). 

*6.19 Suponha que Z v Z 2 ,..., Z n sejam variaveis 
aleatorias normais padrao independentes, 
e que 

*/=!> 

i =1 

(a) Qual e a distribuigao condicional de 
S n dado que S k = y para k = 1,..., nl 

(b) Mostre que, para 1 < /c < n, a distri¬ 
buigao condicional de S k dado que S n 
= x e normal com media xkin e va¬ 
riancia k(n - k)/n. 

6.20 Seja X V X 2 ,... uma sequencia de variaveis 
aleatorias normais independentes e iden- 
ticamente distribuidas. Determine 

(a) P[X 6 > X t \X t = max^,,...,^)] 

(b) P{X 6 >X 2 \X, =max(X 1 . XJ\ 



Capitulo 

7 


Propriedades da Esperan^a 











356 Probabilidade: Um Curso Moderno com Aplicagdes 


entao 


a < E[X | < b 

Para verificar essa afirma9ao, suponha que X seja uma variavel aleatoria discre- 
ta para a qual P{a ^ X ^ b} = 1. Como isso implica p(x ) = 0 para todo x fora do 
intervalo [a, £>], tem-se que 

E[X}= X P^ 

x:p(x)>0 

> y a p&> 

x:p{x)>§ 

= a Y P(*) 

x:p(x)> 0 

= « 

Da mesma maneira, pode-se mostrar que E[X] < Z?, como no caso das variaveis 
aleatorias discretas. Como a demonstragao no caso contfnuo e similar, tem-se o 
resultado esperado. 

7.2 ESPERAN^A DE SOMAS DE VARlAVEIS ALEATORIAS 

Para um caso bidimensional analogo as Proposigoes 4.1 do Capitulo 4 e 2.1 do 
Capitulo 5, que fornecem as formulas de calculo do valor esperado de uma fun- 
9§o de uma unica variavel aleatoria, suponha que XeY sejam variaveis aleato¬ 
rias, e g seja uma fun^ao de duas variaveis. Entao temos o seguinte resultado. 

Proposi^ao 2.1 Se X e Y tern fungao de probabilidade conjunta p(x,y ), entao 

E[g(x, y)] = YY,8( x >y)p( x >y') 

y x 

Se X e y tern fungao densidade de probabilidade conjunta f(x,y), entao 

/ OO pOO 

/ g(x,y)f(x,y)dxdy 
-oo J —oo 

Vamos demonstrar a Proposi9ao 2.1 quando as variaveis aleatorias X cY 
sao conjuntamente continuas com fun9ao densidade conjunta f(x,y) e quando 
g(X , Y) e uma variavel aleatoria nao negativa. Como g(X, Y) > 0, temos, pelo 
Lema 2.1 do Capitulo 5, 

poo 

E[g(X, Y)\ = / P{g(X,Y ) > t)dt 
J o 


Escrevendo 


P{g{X,Y) > t] = f f f(x,y)dydx 

J J (x,y):g(x,y)>t 
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mostramos que 

E[g(X,Y)]= f [ [ f{x,y)dydxdt 

JO J J (x,y):g(x,y)>t 


Trocando a ordem de integragao, obtemos 

rs(x>y) 


E[g(X. 


,y)= f f r 

Jx Jy Jt =0 


f(x,y ) dtdydx 

y Jt=U 

/ / g(x,y)f(x,y)dydx 
Jx Jy 


Assim, prova-se o resultado quando g(X, Y ) e uma variavel aleatoria nao ne- 
gativa. O caso geral e obtido como no caso unidimensional (veja os Exercicios 
Teoricos 5.2 e 5.3). 


Exemplo 2a 

Um acidente ocorre em um ponto X uniformemente distribufdo ao longo de 
uma estrada com extensao L. No momento do acidente, uma ambulancia esta 
no ponto y, que tambem e uniformemente distribufdo ao longo da estrada. 
Supondo que XeY sejam independentes, determine a distancia esperada entre 
a ambulancia e o local do acidente. 


Soluqdo Precisamos calcular E[\X - Y|]. Como a fungao densidade conjunta 
de Z e 7 e 

f(x,y ) = jr 2 ’ 0 < x < L. 0 < v < L 


resulta da Proposigao 2.1 que 
E[\X - Y|] 


Agora, 


^rr | — 


f \X - y\dy = f (x - y)dy + f (y - 
J0 Jo Jx 


x)dy 


x 2 L 2 x 2 


= 2 + Y~2- X(L - X) 

L 2 2 

= ——|- x — xL 


Ellx - ri1 = hC (t +12 - xL ) 


dx 


L 

3 


Portanto, 
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Para uma importante aplicagao da Proposigao 2.1, suponha que E[X] e 
E[Y] sejam ambos finitos e faga g(X , Y) = X + Y. Entao, no caso contmuo, 

/ oo poo 

/ (* + y)f{x,y)dxdy 

-OO J —OO 

/ oo /*oo poo poo 

/ xf{x,y) dydx + I / yf(x,y)dxdy 

/ OO /'OO 

xfx(x)dx + / yfy(y) dy 
-oo J —oo 


= + £[V] 


Esse resultado tambem e valido no caso geral; assim, sempre que E[X\ e E[y] 
forem finitos, 


E[X + Y] = £[Z] + £[ Y] 


( 2 . 1 ) 


Exemplo 2b 

Suponha que, para variaveis aleatorias X e Y, 

Y 

Isto e, para qualquer resultado do experimento probabilistico, o valor da varia- 
vel aleatoria X e sempre maior ou igual ao valor da variavel aleatoria Y. Como 
x > y 6 equivalente a desigualdade X - Y > 0, tem-se que E[X - Y] > 0, ou, 
equivalentemente, 

E[X\ > E[Y\ m 

Usando a Equagao (2.1), podemos mostrar por indugao que, se E[X] e fini- 
to para todo i = 1,..., n, entao 

E[X x +... + X„] = E[X : ) +... + E[X n ) (2.2) 

A Equagao (2.2) e uma formula extremamente util cuja aplicagao e ilustrada a 
seguir em uma serie de exemplos. 


Exemplo 2c A media amostral 

Sejam X v ...,X n variaveis aleatorias independentes e identicamente distribufdas 
com fungao distribuigao F e valor esperado fx. Diz-se que tal sequencia de va¬ 
riaveis aleatorias constitui uma amostra da distribuigao F. A grandeza 


*=E 

i =1 


X 

n 


6 chamada de media amostral Calcule E[X\ 
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Solugao 


E[X] = E 


n y 

n 

1=1 


1 

= -E 
n 


E* 

/=1 






— /x ja que £[X;] = M 


Isto e, o valor esperado de uma media amostral e ijl, a media da distribuigao. 
Quando a media da distribuigao e desconhecida, a media amostral e frequente- 
mente utilizada para estima-la na disciplina de estatistica. ■ 


Exemplo 2d Desigualdade de Boole 

Suponha que A v ...,A n representem eventos, e defina as variaveis indicadoras 
X i7 l v ..,n,como 


Xi = 


1 

0 


se A - ocorrer 
caso contrario 


Se 

n 

1=1 

entao X representa o numero de eventos A i ocorridos. Finalmente, suponha 

y \ 1 seZ > 1 

— [ 0 caso contrario 

entao Y e igual a 1 se pelo menos um dos eventos A i ocorrer e e igual a 0 caso 
contrario. E agora imediato ver que 

y 


entao 

E[X] > E[Y\ 


E[X] = Y J E[X i ] = Y J PiA i ) 

i= 1 i=l 


Mas como 



360 Probabilidade: Um Curso Moderno com Aplicagdes 


e 


E[Y] = Pfpelo menos um dos eventos A i ocorra} = P 



obtemos a desigualdade de Boole, isto e, 

^(U A '| s X>c^> 

V‘=i / <= i ■ 

Os proximos tres exemplos mostram como a Equagao (2.2) pode ser usada 
para calcular o valor esperado de variaveis aleatorias binomiais, binomiais ne- 
gativas e hipergeometricas. Essas dedugoes devem ser comparadas com aque- 
las apresentadas no Capitulo 4. 


Exemplo 2e Esperanga de uma variavel aleatoria binomial 

Seja X uma variavel aleatoria binomial com parametros n e p. Lembrando que 
tal variavel aleatoria representa o numero de sucessos em n tentativas indepen- 
dentes quando cada tentativa tern probabilidade de sucesso p , temos que 


onde 


X = X 1 +Z 2 +...+ 



se a z-esima tentativa e um sucesso 
se a z-esima tentativa e um fracasso 


Portanto, X i 6 uma variavel aleatoria de Bernoulli com esperanga E[X J = l(p) 
+ 0(1 -p). Assim, 

E[X\ = E[X x ] + E[X 2 ] +„. +E[X f J =np ■ 


Exemplo 2f Media de uma variavel aleatoria binomial negativa 

Se tentativas independentes com probabilidade de sucesso p constante sao rea- 
lizadas, determine o numero esperado de tentativas necessarias para que se 
acumule um total de r sucessos. 

Solugdo Se X representa o numero de tentativas necessarias para que um 
total de r sucessos seja acumulado, entao X e uma variavel aleatoria binomial 
negativa que pode ser representada por 

X = X 1 + X 2 +... + x r 

onde X x e o numero de tentativas necessarias para que se obtenha o primeiro 
sucesso, X 2 e o numero de tentativas adicionais ate que o segundo sucesso seja 
obtido, X 3 6 o numero de tentativas adicionais ate o terceiro sucesso seja obti- 
do, e assim por diante. Isto e, X t representa o numero de tentativas adicionais 
necessarias apos o (z - l)-esimo sucesso ate que um total de z sucessos seja 
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acumulado. Pensando um pouco, percebemos que cada uma das variaveis alea- 
torias X i e uma variavel aleatoria geometrica com parametro p. Com isso, dos 
resultados do Exemplo 8b do Capitulo 4, E[X] = lip , i = 1,2,..., r; assim 

E[X] = E[Xi\ + • • • + E[X r \ ="- B 


Exemplo 2g Media de uma variavel aleatoria hipergeometrica 

Se n bolas sao sorteadas de uma urna contendo N bolas das quais m sao bran- 
cas, determine o numero esperado de bolas brancas sorteadas. 


Solugdo Suponha que X represente o numero de bolas brancas sorteadas, e 
represente X como 


X=X, +... + X 

1 m 


onde 



se a /-esima bola branca e sorteada 
caso contrario 


Agora, 


E[Xi] = P{Xt = 1} 

= P{/-esima bola branca e sorteda} 



n 


N 


Port an to, 

win 

E[X) = E[Xi\ + • • • + E[X m ) = — 

Tambem poderiamos ter obtido o resultado anterior usando a representagao 
alternativa 


onde 


X =¥,+...+Y„ 


1 se a /-esima bola sorteada e branca 
0 caso contrario 


Como a /-esima bola sorteada pode ser qualquer uma das N bolas, tem-se que 
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entao 


E[X] = E[Y 1 ] + + E[Y n ] = — 


Exemplo 2h Numero esperado de pareamentos 

Suponha que N pessoas joguem os seus chapeus no centro de uma sala. Os 
chapeus sao misturados e cada pessoa seleciona um deles aleatoriamente. De¬ 
termine o numero esperado de pessoas que selecionam o proprio chapeu. 


Soluqao Fazendo com que X represente o numero de pareamentos, podemos 
calcular E[X\ muito facilmente escrevendo 

X = X : +X 1 +... + X N 


onde 


Xi = 


1 

0 


se a z-esima pessoa selecionar o seu proprio chapeu 
caso contrario 


Como, para cada z, a z-esima pessoa tern a mesma probabilidade de selecionar 
qualquer um dos N chapeus, 

E[Xi\ = P[Xi = 1} = i 


Assim, 

E[X] = E[X{\ + • • • + E[X N ] =(JjjN = 1 


Com isso, em media, exatamente uma pessoa seleciona o seu proprio chapeu. ■ 


Exemplo 2i Problemas de recolhimento de cupons 

Suponha que existam N diferentes tipos de cupons de desconto, e que cada vez 
que alguem recolha um cupom este tenha a mesma probabilidade de ser de 
qualquer um dos N tipos. Determine o numero esperado de cupons que alguem 
precisa acumular antes de conseguir um conjunto completo que contenha pelo 
menos um de cada tipo. 

Soluqao Suponha que X represente o numero de cupons acumulados antes 
que um conjunto completo seja acumulado. Calculamos E[X \ usando a mesma 
tecnica que usamos no calculo da media de uma variavel aleatoria negativa bi¬ 
nomial (Exemplo 2f). Isto e, definimos X„ i = 0,1,..., N -1 como sendo o nume¬ 
ro de cupons adicionais necessarios para que se obtenha, apos o recolhimento 
de z tipos distintos de cupons, um cupom diferente. Alem disso, observamos 
que 

*=*0 + ^+... + *^ 
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Quando i tipos distint os de cupons ja tiverem sido recolhidos, urn novo cupom 
tera probabilidade (N - i)/N de ser de um tipo distinto. Portanto, 


P{Xi = k] 



k> 1 


ou, em outras palavras, X i e uma variavel aleatoria geometrica com parametro 
(N-i)/N. 

Assim, 


E[Xi) = 


N 


N - i 


o que implica que 


E[X] = 1 + 
= N 


N 


N 


N - 1 
! + ••• + 


N - 2 
1 1 

N - 1 + N 


N 

+ T 


Exemplo 2} 

Dez cagadores estao esperando uma revoada de patos. Quando aparece um 
bando de patos, os cagadores atiram simultaneamente, mas cada um deles es- 
colhe o seu alvo aleatoriamente, independentemente dos demais. Se cada caga- 
dor atinge o seu alvo de maneira independente com probabilidade p, calcule o 
numero esperado de patos que escapam ilesos quando um bando com 10 deles 
passa voando na frente dos ca^adores. 

Solugao Suponha que X t = 1 se o /-esimo pato escapar ileso e X t = 0 caso 
contrario, para i = 1,2,.,., 10. O numero esperado de patos que escapam ilesos 
pode ser escrito como 

E[X x + ... + X w ] = E[X J +... + E[X W ] 

Para calcular E[X t ] = P{X t = 1), notamos que cada um dos cagadores ira, de 
forma independente, acertar o /-esimo pato com probabilidade p! 10. Entao, 

rt* = 11 = (i - 

Portanto, 

/ n \ 10 


Exemplo 2k Numero esperado de series 

Suponha que uma sequencia de n l’s e m 0’s seja permutada aleatoriamente de 
forma que cada um dos (n + m)M{n\m\) arranjos possiveis seja igualmente pro- 
vavel. Qualquer sequencia consecutiva de l’s e chamada de serie de l’s - por 
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exemplo,sen = 6 ,ra = 4, e a sequencia e 1,1,1,0,1,1,0,0,1,0, entao ha3 series 
de l’s - e estamos interessados em calcular o numero medio de tais series. Para 
calcular essa grandeza, considere 

I _ jl se uma serie de l’s comegar na z-esima posigao 
1 ~ [0 caso contrario 

Portanto, R( 1), o numero de series de l’s, pode ser escrita como 

tt+m 

R( l) = J2 7 ‘ 

i=l 


e dai resulta que 


n+m 

E[R( D] = J2 

i—1 


Agora, 


E[Ii] = P{“1” na posigao 1} 
n 

n + m 


e, para 1 < i < n + m, 

£[/*] — P{“0” na posigao i - 1, “1” na posigao /} 
m n 

n + mn + m — 1 


Portanto, 


£[*(!)] - 


n + m 


+ (n + m — 1) 


nm 


(n + m)(n + m — 1) 


Similarmente, ^[^(O)], o numero esperado de series de 0’s, e 

_ _ m nm 

E[R( 0)] = —- + 


n + m n + m 
e o numero esperado de series de qualquer tipo e 


E[R{ 1) + R( 0)] = 1 + 


2 nm 
n + m 


Exemplo 21 Caminhada aleatoria em um piano 

Considere uma particula localizada inicialmente em um ponto dado no piano, 
e suponha que ela siga uma sequencia de passos de tamanho fixo, mas em dire- 
gao completamente aleatoria. Especificamente, suponha que, apos cada passo, 
a nova posigao esteja a uma unidade de distancia da posigao anterior, em um 
angulo de orientagao uniformemente distribuido ao longo de (0, 27r) (veja a 
Figura 7.1). Calcule o valor esperado do quadrado da distancia em relagao a 
origem apos n passos. 
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= posigao inicial 
= posigao apos o primeiro passo 
© = posigao apos o segundo passo 


Figura 7.1 


Solugdo Se Y ( ) representa, em coordenadas retangulares, a mudanga de 
posigao no j-esimo passo, com i = 1,..., n , temos 


X t = cos 0 i 
Y t = sen 0. 


onde 0 t , i = 1,..., n , e, por hipotese, uma variavel aleatoria independente uni- 
forme no intervalo (0, 2tt). Como a posigao apos n passos tern coordenadas 

retangulares ( L tem-se como consequencia que Z) 2 , o quadrado da 

V=i *'=i / 

distancia a partir da origem, e dado por 


n 

= Y (X f + Y h + EE<**/ + ^ y /) 

*=l fej 

= n -f y>os 0/ cos 0/ + sen0/sen0y) 


onde cos 2 0 z + sen 2 0. = 1. Calculando as esperangas, usando a independence de 
0 i e 6j quando i # j e tambem o fato de que 

rln 

2nE[cos0i\— I cosudu = sen2n — sen0 = 0 
Jo 

p2n 

27rE[sen6i] = I 

Jo 


sen udu = cos 0 — cos 2n — 0 
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chegamos em 


E[D 2 ] = n 


□ 


Exemplo 2m Analisando o algoritmo de ordenagao rapida 

Suponha que nos deparemos com um conjunto de n valores distintos x v x 2 ,..., 
x n e que queiramos colocar esses valores em ordem crescente, ou, como se diz 
comumente, ordena-los. Um procedimento eficiente para realizar essa tarefa e 
o algoritmo de ordenagao rapida, que e definido da seguinte maneira. Quando 
n = 2, o algoritmo compara os dois valores e coloca-os na ordem apropriada. 
Quando n > 2, um dos elementos e escolhido aleatoriamente - digamos que 
seja o elemento x i - e entao os demais valores sao comparados com x r Aqueles 
que sao menores que x t sao colocados em uma chave a sua esquerda, e aqueles 
que sao maiores sao colocados em uma chave a sua direita. O algoritmo entao 
se repete no interior das chaves e continua ate que todos os valores tenham 
sido ordenados. Por exemplo, suponha que queiramos ordenar os 10 algarismos 
distintos a seguir: 


5,9,3,10,11,14,8,4,17,6 

Comegamos escolhendo aleatoriamente um dos valores do conjunto (cada va¬ 
lor tern probabilidade de 1/10 de ser escolhido). Suponha, por exemplo, que o 
valor 10 seja escolhido. Comparamos entao cada um dos demais valores com 
este valor, colocando em uma chave a esquerda todos aqueles que forem me¬ 
nores que 10 e, em uma chave a direita, todos aqueles que forem maiores que 
10. Isso resulta em 


{5,9,3,8,4,6), 10, {11,14,17} 

Agora selecionamos um conjunto que contenha mais de um elemento - diga¬ 
mos, aquele a esquerda de 10 — e escolhemos aleatoriamente um de seus ele¬ 
mentos - por exemplo, o 6. Comparando cada um dos valores na chave com o 
6 e colocando os menores em uma nova chave a sua esquerda e os maiores em 
uma nova chave a sua direita, obtemos 

{5,3,4}, 6, {9,8}, 10, {11,14,17} 

Se agora considerarmos a chave mais a esquerda e escolhermos aleatoriamente 
o valor 4 para comparagao, entao a proxima iteragao resulta em 

{3}, 4, {5}, 6, {9,8), 10, {11,14,17} 

O processo continua ate que cada uma das chaves contenha no maximo um 
unico elemento. 

Se X representa o numero de comparagoes necessarias para que o algorit¬ 
mo de ordenagao rapida ordene n numeros distintos, entao E[X] e uma medi- 
da da eficiencia desse algoritmo. Para calcularmos E[X |, vamos primeiramente 
escrever X como uma soma de outras variaveis aleatorias da maneira a seguir. 
Para comegar, chame de 1 o menor valor a ser ordenado, de 2 o segundo menor 
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valor a ser ordenado, e assim por diante. Entao, para 1 < i < j < n, suponha 
que /(/,/) seja igual a 1 se i e j forem comparados diretamente, e igual a 0 caso 
contrario. Com essa definigao, obtem-se 

n —1 n 

* = EE 7 ^ 

i =1 j=i +1 


o que implica que 


£[X] = £ 


«—1 n 

E E 7 ^') 


J=1 7=1+1 


n —1 n 

= E E 

/=! 7=i+l 


n —1 rc 

= ^ ^ £{/ e j sejam comparados alguma vez} 
i= 1 y'=i+l 


Para determinar a probabilidade de que i e j sejam comparados alguma vez, 
note que os valores i , i + l,...,; - 1,; estarao inicialmente na mesma chave 
e ali permanecerao se o numero escolhido para a primeira compara^ao nao 
estiver entre i e j . Por exemplo, se o numero de comparagao for maior que j\ 
entao todos os valores /, i + 1,...,/ - 1,/ irao para uma chave a esquerda do 
numero de comparagao; se este for menor do que /, entao todos os valores 
vao para uma chave a direita do numero de comparagao. Assim, todos os va¬ 
lores i,i + 1,...,/ - 1,/ permanecerao na mesma chave ate que um deles seja 
escolhido como o numero de comparagao. Neste momento, todos os demais 
valores entre i e j serao comparados com esse valor. Se, no entanto, esse va¬ 
lor de comparagao nao for nem i nem y, a comparagao destes valores com o 
valor de comparagao resulta na ida de i para a chave da esquerda e de j para 
a chave da direita. Com isso, i e j estarao em chaves diferentes e nunca serao 
comparados. Por outro lado, se o valor de comparagao do conjunto /, i + 1 ,..., 
j - l,y for i ou y, entao ocorrera uma comparagao direta entre / e y. Agora, dado 
que o valor de comparagao e um dos valores entre i e y, tem-se que esse valor 
tern a mesma probabilidade de ser qualquer um desses j - i + 1 valores. Com 
isso, a probabilidade do valor de comparagao ser i ou j e igual a 2/(j - i + 1 ). 
Portanto, podemos concluir que 

2 

P{i e / sejam comparados alguma vez} =-- 

7-/+1 


e 


n —1 n 


£ m=EE 

i= 1 ;=i+l 


2 

j - i + 1 
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Para obtermos uma aproximagao para o valor de E[X ] quando n e grande, po- 
demos representar as somas como integrals. Entao, 

t 2 —»r —T-r dx 

j — i + 1 Ji+i x — i + 1 

= 2 log(x - i + 1)|" +1 
= 21og(n - i + 1) - 21og(2) 

« 21og(n — i + 1) 


Logo, 


n -1 


E[X] « ^21og(n - i + 1) 


i=l 


—1 

log(n — x -f l)dx 

= 2 j log (y)dy 

= 2(y log(y) - y)l5 
« 2nlog(w) 


Assim, vemos que, quando n e grande, o algoritmo de ordena^ao rapida requer, 
em media, aproximadamente 2 n log(n) comparagoes para ordenar n valores 
distintos. • 


Exemplo 2n A probabilidade da uniao de eventos 

Suponha que A v ... A n representem eventos, e defina as variaveis indicadoras X 0 
i = como 


Xi = 


s eAi ocorrer 
caso contrario 


Agora, observe que 

i-ria 

i'=l 


Xi) 


1 se U Ai ocorrer 
0 caso contrario 


Portanto, 


n 

na - 

i=l 
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Expandindo o lado esquerdo da formula anterior, obtemos 

p({Ja]= e 


<i -1 


T. x >- Y,E X ‘ X > + EEEw. 

i<j<k 


i=l 






(2.3) 


Entretanto, 


x h x i2 ---x ik = 


1 se ocorrer 

0 caso contrario 


entao 


E[X h --X ik ] = P(A il --A ik ) 


Assim, a Equa?ao (2.3) e somente uma afirmaqao da conhecida formula para a 
uniao de eventos: 

p(uAi) = E p (A) - J2Jl P(AiAi) + T,J2H P(A ‘ A i Ak) 

i i<j i<j<k 

-+ (-1 ) n+1 P{Af-A n ) m 

Quando se lida com colegoes infinitas de variaveis aleatorias X i9 i > 1, cada uma 
com esperanqa finita, nao e necessariamente verdade que 


E* 

i =1 


= '£,E[X i ] 


i= 1 


(2.4) 


Para determinar quando a Equa 9 ao (2.4) e valida, observamos que £ = 

n t=1 

lim Assim, 


E* 

i=l 


= £ 


lim VAi 

1—>nc —* 

1=1 

n 

x> 

i=l 

= lim V£K] 


= lim E 

n~>oo 


i=l 


= ££[*/] 


i=l 


(2.5) 
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Portanto, a Equagao (2.4) e valida sempre que pudermos justificar a mudanga 
na ordem das operates de esperanga e limite na Equagao (2.5). Embora, em 
geral, essa mudanga nao seja justificada, pode-se mostrar que ela e valida em 
dois casos importantes: 

1. Os X-s sao variaveis aleatorias nao negativas. (Isto e, > 0} = 1 para 
todo i.) 

oo 

2. E«l] < oo. 

1=1 

Exemplo 2o 

Considere qualquer variavel aleatoria nao negativa inteira X. Se, para cada 
z > 1, definirmos 

1 s el>i 
0 sel < i 


X oo 

= X>+ E * 

i=l i=X+l 

X oo 

= E* + E o 

;=l i=x +1 

= X 


Xi 

entao 

OO 

E* 

i =X 


Portanto, como os X-s sao todos nao negativos, obtemos 

oo 

E[X] = J2 E (Xi) 

i =1 
oo 

= > i} 

i= 1 


( 2 . 6 ) 


que e uma identidade util. ■ 

Exemplo 2p 

Suponha que n elementos - chame-os de 1,2,..., n - devam ser armazenados em 
um computador na forma de uma lista ordenada. Em cada unidade de tempo, 
um desses elementos e requisitado [a probabilidade do elemento i ser escolhido 

e, independentemente do passado, P(i), i ^ 1, £ P(0 = 1]- Supondo que essas 

i 

probabilidades sejam conhecidas, que ordenagao minimiza a posigao media do 
elemento selecionado na lista? 

Solugdo Suponha que os elementos sejam numerados de forma que P(l) > 
P(2) >... > P(n). Para mostrar que 1,2,..., nea ordenagao otima, faga com que 
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X represente a posigao do elemento requisitado. Agora, para qualquer ordena- 
gao - digamos, O = q, q,..., q, 

n 

P 0 {X > k) = £>(*,) 

j=k 

n 

j=k 

= Pl, 

Somando em k e usando a Equagao (2.6), obtemos 

o que mostra que a ordenagao dos elementos em ordem decrescente de pro- 
babilidade de que eles sejam requisitados minimiza a posigao esperada do ele¬ 
mento requisitado. ■ 

*7.2.1 Obtendo limites de esperangas por meio 
do metodo probabilistic© 

O metodo probabilistic e uma tecnica para a analise das propriedades dos ele¬ 
mentos de um conjunto que introduz probabilidades neste conjunto e estuda 
um elemento escolhido de acordo com essas probabilidades. Essa tecnica foi 
vista anteriormente no Exemplo 41 do Capftulo 3, onde foi usada para mostrar 
que um conjunto continha um elemento que satisfazia certa propriedade. Nesta 
subsegao, mostramos como ela pode ser as vezes utilizada para limitar fungoes 
complicadas. 

Seja/uma fungao dos elementos de um conjunto finito S e suponha que 
estejamos interessados em 

m — ma xf(s) 
seS 

Um limite inferior para m pode ser muitas vezes obtido fazendo-se com que S 
seja um elemento aleatorio do conjunto S para o qual o valor esperado de/(S) 
pode ser calculado, e entao observando-se que m > f(S ) implica que 

m > E[f(S)] 

com estrita desigualdade se f(S) nao e uma variavel aleatoria constante. Isto e, 
E\f(S)] e um limite inferior para o valor maximo. 

Exemplo 2q O numero maximo de caminhos Hamiltonianos 
em um torneio 

Considere um torneio com n > 2 competidores no qual cada um dos pares 

de competidores joga entre si exatamente uma vez. Suponha que os jogadores 
sejam numerados com 1,2,3,..., n. A permutagao q, z' 2 ,..., i n e chamada de cami- 
nho Hamiltoniano se q ganhar de i 2 , i 2 ganhar de q,..., e i n _, ganhar de q. Um 
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problema de algum interesse e a determinate) do maior numero possivel de 
caminhos Hamiltonianos. 


Como uma ilustragao, suponha o caso de 3 jogadores. Por um lado, se um 
deles vence duas vezes, entao existe um unico caminho Hamiltoniano (por 
exemplo, se 1 vence duas vezes, e 2 ganha de 3, entao o unico caminho Hamilto¬ 
niano e 1,2,3). Por outro lado, se cada um dos jogadores vence uma vez, entao 
ha 3 caminhos Hamiltonianos (por exemplo, se 1 ganha de 2, 2 ganha de 3, e 
3 ganha de 1, entao 1,2,3; 2,3,1; e 3,1,2 sao todos Hamiltonianos). Portanto, 
quando n = 3, ha no maximo 3 caminhos Hamiltonianos. 

Agora mostramos que existe um resultado do torneio que resulta em mais 
que n\l2 n ~ l caminhos Hamiltonianos. Para comegar, suponha que o resultado 

do torneio especifique o resultado de cada um dos ( ” ) jogos jogados, e que S 

(n\ W 


represente o conjunto de todos os 2 \ / possiveis resultados do torneio. Entao, 
com f(s ) definido como o numero de caminhos Hamiltonianos obtidos quando 
o resultado e s E 5, nos e solicitado mostrar que 


ma xf(s) > 


n\ 

2 n ~ l 


Para isso, considere o resultado S aleatoriamente escolhido quando os resul¬ 
tados dos j°g° s s ^° independentes, com cada competidor tendo a mesma 

probabilidade de veneer cada confronto. Para determinar E[f(S)], o numero 
esperado de caminhos Hamiltonianos obtidos com o resultado 5, numere as n\ 
permutagoes e,para/ = faga 




1 , 

0 , 


se a permutagao i for Hamiltoniana 
caso contrario 


Ja que 

f(S) = j2*i 

i 


tem-se que 

E\f(S)} = J2E[Xi) 

i 

Como, pela hipotese de independencia dos resultados dos jogos, a probabilida¬ 
de de que qualquer permutagao especificada seja Hamiltoniana e de (1/2)"" 1 , 
tem-se que 

E[X] = P{X i = 1} = (1/2)"' 1 


E[f(S)} = n\(l/2) nl 


Portanto, 
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Como f(S) nao e uma variavel aleatoria constante, a equagao anterior implica a 
existencia de um resultado do torneio com que possui mais de nilT~ x caminhos 
Hamiltonianos. ■ 


Exemplo 2r 

Um bosque com 52 arvores e arranjado de maneira circular. Se 15 esquilos vi- 
vem nessas arvores, mostre que existe um grupo de 7 arvores consecutivas que 
abrigam juntas pelo menos 3 esquilos. 

Soluqao Considere a vizinhanga de uma arvore como sendo aquela arvore 
mais as seis arvores encontradas quando se move na diregao horaria. Quere- 
mos mostrar que, para qualquer escolha de acomodagao dos 15 esquilos, existe 
uma arvore que tern pelo menos 3 esquilos vivendo em sua vizinhanga. Para 
mostrar isso, escolha aleatoriamente uma arvore e faga com que X represente 
o numero de esquilos que vivem em sua vizinhanga. Para determinar E[X\, nu- 
mere arbitrariamente os 15 esquilos e, para i = 1,..., 15, considere 

1 1, se o esquilo i viver na vizinhanga da arvore escolhida aleatoriamente 
0, caso contrario 


Como 


15 

/=! 


obtemos 


15 

E[X] = J2 £ i x i] 
1 


Entretanto, como X i sera igual a 1 se a arvore escolhida aleatoriamente for 
qualquer uma das 7 arvores que incluem aquela em que vive o esquilo i mais as 
6 arvores vizinhas, 

E[Xi] = P{Xi = 1} = 2 


Consequentemente, 




> 2 


mostrando que existe uma arvore com mais de 2 esquilos vivendo em sua 
vizinhanga. ■ 


*7.2.2 A identidade dos maximos e mmimos 

Comegamos com uma identidade que relaciona o maximo de um conjunto de 
numeros ao minimo dos subconjuntos desses numeros. 
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Proposi^ao 2.2 Para numeros arbitrarios x /5 1,..., n , 

maxx/ - y^jC| - mm(x;,xy,xQ 

i i<j i<j<k 

+ ... + (-l)" +1 mm(xi,...,x n ) 


Demonstragao Vamos fornecer uma demonstragao probabilistica para 
a proposigao. Para comegar, suponha que todos os x t estejam no interva- 
lo [0,1]. Suponha que U seja uma varidvel aleatoria uniforme em (0,1), e 
defina os eventos A,., i = 1,..., n, como A t = [U < x t ). Isto e, A { e o evento 
em que a variavel aleatoria uniforme e menor que x r Como pelo menos 
um dos eventos A ( ocorrera se U for menor do que pelo menos um dos 
valores de x i9 temos que 


U iAi 


U < maxx 


Portanto 


PQJiAd = P 


U < maxx/ 


= maxx,- 
i 


Tambem, 


P(A,) = P{U<x,)=x i 


Alem disso, como todos os eventos A ^,... , A, r ocorrerao se U for menor 
que os valores x^,... ,x* r , vemos que a intersegao desses eventos e 


A tl .. • A lr — 


U 


< mm xi 




implicando que 


P(A il ...A ir ) = P 


U 


< mm x/. 
y=i } 


— mm xu 

j=l,...r } 


Assim, a proposigao resulta da formula de inclusao-exclusao para a proba- 
bilidade da uniao de eventos: 

PiUiAd = J2 P( M - J^PiAiAj) + J2 P( A i A i A k) 

i i<j i<j<k 

+ ... + {-V> n+1 P{Ax...A n ) 

Quando x t for nao negativo, mas nao restrito ao intervalo unitario, 
suponha que c seja tal que todo x ( seja menor que c. Entao a identidade 
continua valida para os valores y f - xjc e o resultado desejado e obtido 
multiplicando-se tudo por c. Quando x, pode ser negativo, suponha que 
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b seja tal que x, + b> 0 para todo i. Portanto, pelo desenvolvimento 
anterior, 

max(jc i + b ) + 6) - ^ rmn(x, + b,xj + b) 

/ i<j 

+ ••• + (-l)" +1 mm(xi + b y ... y x n + b) 

Fazendo 

M = ^xi - Y'mm(x i ,Xj) + ••• + (-1)" +1 mfn(jci,... 9 x n ) 
i i<j 


podemos reescrever a identidade anterior como 


max*/ + b = M + b 



+ • + (-D" +1 (")) 


Mas 


0 = (1 - 1)" = 1 - n + 



+ • • • + (- 1 )" 


n 

n 


A equagao anterior mostra que 

max*/ — M 

i 

e a proposigao esta demonstrada. □ 

Resulta da Proposigao 2.2. que, para quaisquer variaveis aleatorias X v ...,X n , 
m&xX i = Y / Xi ~ + ••• + (-l) n+1 mfnft, ...,X n ) 

i i<j 


O calculo da esperanga de ambos os lados dessa igualdade resulta na seguinte 
relagao entre o valor esperado do maximo e aqueles dos mmimos parciais: 


E 


ma xXi 
i 


= J2E[Xi] - E[mm(X„X j )] 

i icj 

+ ... + (—l) n+1 E[mm(Xi, ...,X n )] 


(2.7) 


Exemplo 2s Recolhimento de cupons com probabilidades desiguais 

Suponha que existam n tipos diferentes de cupons de desconto e que cada vez 
que alguem recolha um cupom este seja, independentemente dos cupons ja 

n 

coletados, um cupom do tipo i com probabilidade p., J2 Pi — 1* Determine o 

i= 1 

numero esperado de cupons que alguem precisa recolher ate completar um 
conjunto completo com pelo menos um cupom de cada tipo. 
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Soluqao Se X t representa o numero de cupons que alguem precisa recolher 
para obter um cupom do tipo i , entao podemos escrever X como 

X = max Xi 


Como cada novo cupom obtido e do tipo i com probabilidade p 0 X t e uma variavel 
aleatoria geometrica com parametro p..Tambem, como o mmimo de X t el^eo 
numero de cupons necessarios para se obter um cupom do tipo i ou do tipo j, tem- 
se que, para i # /, e uma variavel aleatoria geometrica com parametro 

p i + Pj. Similarmentejmm^., numero de cupons necessarios para se ob¬ 

ter um cupom do tipo i,j ou k e uma variavel aleatoria geometrica com parametro 
Pi + Pj + Pk> e assim por diante. Portanto, a identidade (2.7) resulta em 


E[X] 


— + E—-— 

i Pi Uj Pi + p i ,7^k Pl + Pi + Pk 


+ (- 1 ) 


w+1 


i<j<k 

1 


pi + * ‘ * + Pn 


Observando que 



e~P x dx 


1 

P 


e usando a identidade 

n 

1 - Ip 1 - e ~ PiX ) = J2 e ' PiX 

i= 1 i 


«</ 


mostramos, integrando a identidade, que 



i - no 

i=l 





e uma forma computacional mais util. 


73 MOMENTOS DO NUMERO DE EVENTOS OCORRIDOS 


Muitos dos exemplos resolvidos na segao anterior eram da seguinte forma: 
para dados eventos A v ...,A n , determine E[X ], onde leo numero de eventos 
ocorridos. A solugao envolvia entao a definigao de uma variavel indicadora I. 
para o evento A { de forma que 

I _ | 1, seA-ocorrer 

1 ~ I 0, caso contrario 


x = E 1 ' 

i=l 


Como 




Capftulo 7 • Propriedades da Esperanga 377 


obtivemos o resultado 


E[X] = E 



= j^m] = 

i=l i=1 


(3.1) 


Suponha agora que estejamos interessados no numero de pares de even- 
tos ocorridos. Como // ; sera igual a 1 se A t e A- ocorrerem, e 0 caso contrario, 
tem-se que o numero de pares e igual a J2i<j hlj- Mas como X 6 o numero de 
eventos ocorridos, tem-se tambem que o numero de pares de eventos ocorridos 
e Consequentemente, 



onde ha (*) termos na soma. Calculando as esperangas, obtemos 


E 



= £ E[IiIj] = '£P(A i Aj) 

i<) i<j 


(3.2) 


ou 


E 


\x(x - i)i 
2 


i<j 


resultando em 

E[X 2 ] - E[X] = 2j2 p (AiAj) 

i<i (3.3) 

o que resulta em E\X Z \, e assim Var(A') = E\X 2 \ - (E[X\f. 

Alem disso, considerando o numero de subconjuntos distintos com k even¬ 
tos ocorridos, vemos que 

(*) = E 

* 1<«2 <•••<** 


O calculo da esperanga fornece a identidade 



E E[I h I i2 -.I ik )= E P(A h A i2 ...A ik ) 
h <i 2 <—<ik </ 2 < -<«* (3.4) 


Exemplo 3a Momentos de variaveis aleatorias binomiais 

Considere n tentativas independentes, cada uma com probabilidade de sucesso 
p. Seja A ( o evento em que a tentativa i e um sucesso. Quando i j, P(A t A J ) = 
p 2 . Consequentemente, a Equagao (3.2) resulta em 



= T,p 2 = 



E 
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ou 

E[X{X - 1)] = n(n - 1 )p 2 


OU 

E[X 2 ] - E[X] = n(n - 1 )p 2 

Como agora E[X] = Ya=\ P(Ai) = np, temos, da equagao anterior, que 

Var(Z) = E[X 2 ] - (E[X] f = n(n -1 )p 2 + np - (npf = np( 1 - p) 

o que concorda com o resultado obtido na Se^ao 4.6.1. 

Em geral, como P{Ai x A- l2 - ■ -AQ = p k , obtemos da Equa^ao (3.4) que 

? /-cy 



ou, equivalentemente, 

E[X(X- 1)... (X-k + 1)] = n(n - 1)... (n-k + 1 )p k 

Os valores sucessivos £|A^J, k > 3. podem ser obtidos recursivamente a partir 
dessa identidade. Por exemplo, com k = 3, obtem-se 

E[X(X — 1)(X — 2)] = n(n — 1 ){n — 2 )p 3 


ou 

E[X 3 - 3X 2 + 2X] = n(n - l)(n - 2 )p i 


OU 

E[X 3 ] = 3£[2T 2 ] - 2E[X] + n(n - l)(n - 2)p 3 

= 3a; (// — 1 )/; 2 | /;/; | n(n — 1 )(a; — 2 )p i g 

Exemplo 3b Momentos de variaveis aleatorias hipergeometricas 

Suponha que w bolas sejam sorteadas de uma urna contendo N bolas, das quais 
m sao brancas. Seja A i o evento em que a /-esima bola sorteada e branca. Entao 
X , o numero de bolas brancas sorteadas, e igual a quantidade de eventos A ]r .., 
A n ocorridos. Como a /-esima bola sorteada tern a mesma probabilidade de ser 
qualquer uma das N bolas, das quais m sao brancas, P04,) = mlN. Consequente- 
mente, a Equagao (3.1) resulta em E[X\ = = nm!N. Tambem, como 

P{AiAj) = P(Ai)P(Aj\Ai) = 


obtemos, da Equagao (3.2), que 



m(m — 1) 
N(N - 1) 


(ri\m(m — 1) 

{2) nJn - 1) 


E 
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ou 


E[X(X - 1)] = n(n - 1) 


m(m — 1) 
N(N - 1) 


mostrando que 


E[X 2 ] = n(n 


+ «*] 


N(N - 1) 

Essa formula fornece a variancia da distribuigao hipergeometrica, isto 6, 

Var(Z) = E[X 2 ] - {E[X}) 2 
m(m 


— n(n — 1) 


1 ) nm 

N(N - 1) + N” 


mn 

~N~ 


(n - 1 )(m - 1) 
N - 1 


+ 1 - 


n 2 m 2 

~w~ 

mn~ 


o que concorda com o resultado obtido no Exemplo 8j do Capitulo 4. 

Momentos de ordem superior de X sao obtidos usando-se a Equagao (3.4). 
Como 

m(m — 1) • • • (m - k + 1) 


P(A h A i2 ■ • ■ A ik ) = 
A Equagao (3.4) resulta em 


N(N - 1) • • ■ (N - k + 1) 


©■(;) 


m(m — 1) • ♦ • (m — k + 1) 
7VCV - 1) • • ■ (N - k + 1) 


ou 


E[X(X 


~ k + 1)] 

= n(n — 1) ■ • ■ (n 


k + 1) 


m(m — 1) • • • (m — k + 1) 
A^(A^ - 1) ■ • - (N - k + 1) 


Exemplo 3c Momentos no problema do pareamento 

Para i — 1,..., Af, seja A. o evento em que a pessoa i seleciona o seu proprio cha- 
peu no problema do pareamento. Entao, 

P(AiAj) = P(Ai)P(Aj\Ai) = 


o que resulta porque, condicionando-se no evento em que a pessoa i seleciona 
o seu proprio chapeu, o chapeu selecionado pela pessoa j tern a mesma proba- 
bilidade de ser qualquer um dos demais N - 1 chapeus, dos quais um e o seu. 
Consequentemente, com X igual ao numero de pessoas que selecionam o seu 
proprio chapeu, resulta da Equagao (3.2) que 



1 

N(N - 1 


'N\ 1 

2JN(N - 1 ) 


E 
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o que mostra que 


E[X(X- 1)] = 1 

Portanto, E[X 2 ] = 1 + E[X |. Como E[X] = P(A i) = 1, obtemos 
Var(Z) = E[X 2 ) - {E[X\f = 1 


Assim, tanto a media quanto a variancia do numero de pareamentos sao iguais 
a 1. Para momentos de ordem mais elevada, usamos a Equa^ao (3.4), juntamen- 


te com o fato de que P{A lx ^ l2 


A [ 2 • * • Ai k ) — 


0-0 


N(N-l)-(N- 

1 


y, para obter 


N(N - 1) • • • (N - k + 1) 


ou 


E[X(X-l)...(X-k + 1)J = 1 ■ 

Exemplo 3d Mais um problema de recolhimento de cupons 

Suponha que existam N tipos diferentes de cupons de desconto e que, inde- 
pendentemente dos tipos ja recolhidos, cada novo cupom recolhido tenha 
probabilidade p } de ser to tipo j, YqLiPj = 1- Determine o valor esperado e 
a variancia do numero de diferentes tipos de cupons aparecendo entre os 
primeiros n cupons recolhidos. 

Soluqao Sera mais conveniente trabalhar com o numero de tipos de cupons 
nao recolhidos. Assim, suponha que Y represente o numero de diferentes tipos 
de cupons recolhidos, e que X = N-Y represente o numero de tipos nao reco¬ 
lhidos. Definindo A i como o evento em que nao hi cupons do tipo i na colegao, 
X e igual a quantidade de eventos A v ..., A^ocorridos. Como os tipos de cupons 
sucessivos recolhidos sao independentes, e, com probabilidade 1 - p t , cada novo 
cupom nao e do tipo i, temos 

p(A) = (i-p,y 

Assim, E[X] = ^^(1 - Pi) n , de onde resulta que 

N 

E[Y] = N — E[X] = N - £Q - Pl ) n 

i =1 

Similarmente, como cada um dos n cupons coletados nao e nem do tipo i, nem 
do tipo 7 ,com probabilidade 1 -p i -p j9 temos 

P( A Aj) = (i - Pi~p,) n , i * i 
E[X(X - D] = 2 J2 p ( A i A i> = 2 - P i - Pi )n 

i<j i<j 


Assim, 
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ou 


E[X 2 ] = 2^(1 - Pi - Pj ) n + E[X] 

i<j 


Logo, obtemos 

Var(Y) - Var(Z) 

= E[X 2 ] - {E[X]f 


N 


N 


= 2£(1 - Pz - «)" + £(1 - pO " - £(1 - Pi> n 


KJ 


i= 1 


< i=l 


No caso especial em que p t = 1/N, / = 1,..., N, a formula anterior da 
£[Y] = N 



iV 

*-( 

1 - s) J 


va, ( y) = «<« - 1) (l - + N (l - i)" - N* (l - i) 2 ” 


Exemplo 3e As variaveis aleatorias hipergeometricas negativas 

Suponha que uma urna contenha n 4- m bolas, das quais n sao especiais e m sao 
comuns. Essas bolas sao retiradas uma de cada vez, e qualquer uma das bolas 
ainda na urna tern a mesma probabilidade de ser retirada. Diz-se que a variavel 
aleatoria Y, igual ao numero de bolas que precisam ser retiradas ate que se reti- 
rem r bolas especiais, tern distribuigao hipergeometrica negativa. A distribui^ao 
hipergeometrica negativa tern com a distribuigao hipergeometrica a mesma re- 
lagao que a distribuigao binomial negativa tern com a distribuigao binomial. Isto 
e, em ambos os casos, em vez de considerar uma variavel aleatoria igual ao nu¬ 
mero de sucessos em um numero fixo de tentativas (como e o caso das variaveis 
aleatorias binomial e hipergeometrica), tais distributes consideram o numero 
de tentativas necessarias para que se obtenha um numero fixo de sucessos. 

Para obter a fungao de probabilidade de uma variavel aleatoria hipergeo¬ 
metrica X , note que X sera igual a k se 

(a) as primeiras k - 1 bolas retiradas compreenderem r - 1 bolas especiais e 
k-r bolas ordinarias e 

(b) a /c-esima bola retirada for especial. 


Consequentemente, 

P{X = k} 


0-1 )(fc-y) n - r + 1 

("aOT) n + m ~ k + 1 
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Nao utilizaremos, no entanto, a fungao de probabiiidade anterior para obter a me¬ 
dia e a variancia de X. Em vez disso, vamos identificar as m bolas comuns como 
o v ..., o m , e depois, para cada i — 1,..., n , faremos com que A i seja o evento em que 
a bola o i e removida antes da retirada de r bolas especiais. Entao, seZeo numero 
dos eventos A lv .., ocorridos, tem-se que X fornece o numero de bolas comuns 
retiradas antes da retirada de um total de r bolas especiais. Consequentemente, 

Y=r + X 


mostrando que 

m 

E[Y] = r + E[X] = r + £>(A) 

i= 1 


Para determinar P(A i ), considere as n 4- 1 bolas que compreendem um total 
de o { bolas comuns e n bolas especiais. Dessas n + 1 bolas, o x tern a mesma pro¬ 
babiiidade de ser a primeira, a segunda ou qualquer bola retirada. Portanto, a 
probabiiidade de que ela esteja entre as primeiras r bolas selecionadas (e entao 
seja removida antes da retirada de r bolas especiais) e Consequentemente, 


P(Ai) 


r 

n + 1 


e 


E[Y] = r + m 


r 

n + 1 


r(n + m + 1) 
n -hi 


Assim, por exemplo, o numero esperado de cartas de um baralho bem-embara- 
lhado que precisam ser viradas ate que aparega uma carta do naipe de espadas 
el + ^ = 3,786, e o numero esperado de cartas que precisam ser viradas ate 
que aparega um as e 1 + y = 10 , 6 . 

Para determinar Var(Y) = Var(X), usamos a identidade 

E[X{X - 1)] = 2 J2 p ( A i A i) 

i<] 


Agora, P(A [ A j ) e a probabiiidade de que as bolas o t e o } sejam removidas antes 
da retirada de um total de r bolas especiais. Portanto, considere as n + 2 bolas 
que compreendem as bolas o /5 o j e as n bolas especiais. Como as ordens de reti¬ 
rada dessas bolas sao igualmente provaveis, a probabiiidade de que as bolas o i 
e Oj estejam entre as primeiras r + 1 bolas removidas (e tambem sejam removi¬ 
das antes da retirada de r bolas especiais) e 


PiAiAj) 



r(r + 1) 

(n + 1 )(n + 2) 


Consequentemente, 


E[X{X - 1)] = 2 



r(r + 1) 


2 ) {n + 1 ){n -h 2) 
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entao 

£lx2l = m<m - 1, <^TT^T2) +£m 


Como E[X ] = ra^-j-, isso resulta em 

r(r +1) t ( v \ 2 

Var(Y) = Var(X) = m(m - 1)-———-—m-- - [m -- ) 

v 7 v 7 (n + 1 )(n + 2 ) « + 1 V « + 1/ 


Com um pouco de algebra, mostramos entao que 


Var(Y) = 


mr(n + 1 — r)(n + m + 1 ) 

(n + l) 2 (rc + 2 ) 


Exemplo 3f Eventos singulares no problema do recolhimento 
de cupons 

Suponha que existam n tipos distintos de cupons de desconto e que, indepen- 
dentemente dos tipos ja recolhidos, cada novo cupom obtido tenha a mesma 
probabilidade de ser de qualquer tipo. Suponha tambem que alguem continue 
a recolher cupons ate que um conjunto completo contendo pelo menos um 
cupom de cada tipo tenha sido obtido. Determine o valor esperado e a varian- 
cia do numero de tipos dos quais apenas um cupom tenha sido recolhido. 

Solugdo Seja X igual ao numero de tipos de cupons dos quais exatamente um 
cupom tenha sido recolhido. Tambem suponha que T i represente o i-i simo tipo 
de cupom coletado e que A x represente o evento em que ha apenas um unico 
cupom do tipo T i no conjunto completo. Como X e igual ao numero de eventos 
v4 lv .., A„ ocorridos, temos 

n 

E[X] = £>(A) 

i=l 


No momento em que o cupom do tipo T i for recolhido pela primeira vez, ainda 
restarao n - i tipos de cupons a serem recolhidos ate que um conjunto completo 
seja formado. Como,a partir dai, cada um desses n-i + 1 tipos de cupons (isto 
e, os n- i que ainda nao foram recolhidos e o cupom do tipo 7^) tera a mesma 
probabilidade de ser o ultimo a ser recolhido, tem-se que o cupom do tipo T i 
sera o ultimo a ser recolhido (e portanto sera singular) com probabilidade w _] +1 . 
Consequentemente, P(A f .) = o que resulta em 


n 1 n i 

£ m = E^7TT = i:7 

i'=l i=l 


Para determinar a variancia do numero de cupons unicos, ou singulares, suponha 
que S Lj , i < /, seja o evento em que o primeiro cupom do tipo T t recolhido e o unico 
daquele tipo a ter sido recolhido ate o recolhimento do cupom do tipo 7). Entao 

P(Mj) = PiAtAjlSJPiSJ 
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Agora, P(S lV ) e a probabilidade de que, logo que o cupom do tipo T t tenha sido 
recolhido, dos n- 1 + 1 tipos de cupons que compreendem o tipo T t e os n- i 
tipos ainda nao recolhidos, um cupom do tipo T i nao esteja entre os primeiros 
j - i cupons desses tipos a serem recolhidos. Como um cupom do tipo T { tern a 
mesma probabilidade de ser o primeiro, o segundo,ou..., n-i + 1 desses tipos 
recolhidos, temos 


P(Stj) = 1 


j - i __ w + 1 - / 
n — i + 1 n + 1 - i 


Agora, condicionando no evento tanto A t e A j ocorrem se, no momento em 
que o primeiro cupom do tipo T j for recolhido, dos n-j + 2 cupons que com¬ 
preendem os tipos de cupons T t eT } tosn- j tipos de cupons ainda nao recolhi¬ 
dos, T i e T- sejam recolhidos apos os demais n-j cupons. Mas isso implica que 


P(AjAj\Sij) — 2 


1 _ 1 

n -7 + 2 / 1 -/ + ! 


Portanto, 


P(AiAj) = 


(n + 1 - i){n + 2 - ;)’ 


i < j 


o que resulta em 


E[X(X - 1)] = 4^ 


1 




i (n + 1 - i)(n + 2 - j) 


Consequentemente, usando o resultado anterior para E[X\, obtemos 

Var(*) = 4 T ----- + T- - (V-) 

+ (« + !- i)(n + 2-j) £i 


7.4 COVARIANCIA, VARIANCIA DE SOMAS E CORRELATES 

A proposi^ao a seguir mostra que a esperan^a de um produto de variaveis alea- 
torias independentes e igual ao produto de suas esperangas. 

Proposi^ao 4.1 Se X e Y sao independentes, entao, para quaisquer fun^oes h 

eg, 

SfeOOW] = E[g(X)]E[h(Y )] 

Demonstragao Suponha que X e Y sejam variaveis aleatorias conjunta- 
mente contmuas com fun^ao densidade conjunta/(jr,y). Entao, 

/ OO POO 

/ g(x)hiy)f(x,y)dxdy 
-oo J — OO 



Capftulo 7 • Propriedades da Esperanga 385 


n c 

-t 


■oo J — 00 
00 


g(x)h(y)f x (x)f Y (y) dx dy 

3 

/ oo roo 

h(y)f Y (y)dy / g(x)fx(x)dx 
-OO J —OO 

= E[h(Y)]E[g(X )] 


A demonstragao para o caso discreto e similar. □ 

Assim como o valor esperado e a variancia de uma unica variavel aleato- 
ria nos fornecem informagoes sobre essa variavel aleatoria, a covariancia entre 
duas variaveis aleatorias nos fornece informagoes sobre a relagao entre as va- 
riaveis aleatorias. 


Definigao 

A covariancia entre IeY, representada como Cov(X, Y), e definida como 


Cov(Z, Y) = E[{X-E[X])(Y-E[Y])] 


Expandindo o lado direito da definigao anterior, vemos que 
Co v(X,Y) = E[XY - E[X]Y - XE[Y] + E[Y]E[X]] 

= E[XY] - E[X]E[Y] - E[X]E[Y] + E[X]E[Y] 

= E[XY] - E[X]E[Y] 

Observe que, se X e Y sao independentes, entao, pela Proposigao 4.1, 
Cov(A, Y) = 0. Entretanto, o inverso nao e verdade. Um simples exame de duas 
variaveis aleatorias XeY dependentes com covariancia zero e obtido fazendo- 
se com que X seja uma variavel aleatoria tal que 

P{X - 0} = P{X = 1} = P{X = -1} = i 


e definindo-se 



seX ^ 0 
se A = 0 


Agora, AY = 0, entao E[XY] = O.Tambem, E[X] = 0. Assim, 

Cov(A, Y) = E[XY] - E[X]E[Y] = 0 

Entretanto, A e Y sao claramente dependentes. 

A proposigao a seguir lista algumas propriedades da covariancia. 
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Proposi^ao 4.2 

(i) Cov(Jr,Y) = Cov(Y,JT) 

(ii) Cov(X, X) = Var(X) 

(iii) Co \(aX, Y) = aCov(X, Y) 

n m 

= EE Cov (^’ y /) 

i= 1 j =1 


/ 


(iv) Cov 


rc m 


E*‘>E y ; 

i'=l /=1 


Demonstrate da Proposi^ao 4*2 As proposi^oes (i) e (ii) resultam imediata- 
mente da definigao da covariancia, e a proposigao (iii) 6 deixada como exerci- 
cio para o leitor. Para demonstrar a proposigao (iv), que diz que a operagao de 
calculo da covariancia e aditiva (como e a operagao de calculo do valor espera- 
do), suponha que p, t = E[X] e v ; = E[Yj\. Entao, 


i=1 


= E«. £ 


i=l 


E y ; 

;'=i 


= E V ; 

;'=i 



^ n m ^ 


( n 

n \ 

/ m 

» \ 

Cov 

Y. x >-'L Y < 

= £ 

E* 

-E« 

E y y 

- E v d 


‘ -l '- 1 ^ 


\ |=i 

'=i / 

v =1 

i=1 ) 


= £ 


= E 


E^< - w>E( y > - 

;=i 


i=l 


- m)(Yj - V;) 

i=l ;•=1 


EE £ [ (Z ' - w)< y y - v /)] 

;=i 


onde a ultima igualdade e obtida porque o valor esperado da soma de variaveis 
aleatorias e iguai a soma de seus valores esperados. □ 

Resulta das propriedades (ii) e (iv) da Proposi^ao 4.2, supondo-se que Y j = 
X u = l,...,n,que 


( n \ 

( » 

« \ 

E^ =Cov 


\i=i ) 

v =1 



Var 
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= EE CoV (*',*y) 

i =1 7=1 

n 

= ^Var(X ; ) + ^^Cov(Z ; ,X y ) 

/—1 tej 

Como cada par de indices ij , i 7^ j , aparece duas vezes no somatorio duplo, a 
formula anterior e equivalente a 

(4.1) 

Se Xj,..., sao independentes por pares, no sentido de X t e serem inde- 
pendentes para i # /, entao a Equagao (4.1) reduz-se para 

Var (E z 'j = E Var <^) 

Os exemplos seguintes ilustram o uso da Equagao (4.1). 



Exemplo 4a 

Sejam X v ..., X n variaveis aleatorias independentes identicamente distribui- 
das com valor esperado fi e variancia er 2 , e, como no Exemplo 2c, suponha que 

_ n _ 

X = J2 x i/ n se J a a m edia amostral. As grandezas Xi - X, i = 1,..., n, sao cha- 
i =1 

madas de desvios, e elas sao iguais as diferen^as entre os valores individuals dos 
dados e a media amostral. A variavel aleatoria 

2 _ "(Xi-W 

^ n - 1 

i =1 

e chamada de variancia amostral. Determine (a) Var(X) e (b) £[S 2 ]. 
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(b) Comegamos com a seguinte identidade algebrica: 

n 

(n - l)S 2 = — n + n — X) 2 

i= 1 

n n n 

= J^(Xi - ix) 2 + ~ M) 2 - 2(X - n) J2( X i ~ A*) 

i=l i—1 /=1 

n 

= J2( x i - M) 2 + MX - n) 2 - 2(X - ix)n(X - n) 
i =X 
n 

= - ^) 2 - n(X - (x) 2 

i—1 

Calculando a esperanga da equagao anterior, obtemos 

n 

(n - 1)£[S 2 ] = - n) 2 ] - nE[(X - ^) 2 ] 

f=l 

= no 2 — nV ar(X) 

= {n — 1 )o 2 

onde a igualdade final fez uso da letra (a) deste exemplo e a igualdade anterior 
fez uso do resultado do Exemplo 2c, isto e, E[X ] = fi. Dividindo ambos os lados 
por n- 1, mostramos que o valor esperado da variancia amostral e a distribuigao 
variancia o* 2 . ■ 

Nosso proximo exemplo apresenta um outro metodo para o calculo da va¬ 
riancia de uma variavel aleatoria binomial. 

Exemplo 4b Variancia de uma variavel aleatoria binomial 

Calcule a variancia de uma variavel aleatoria binomial X com parametros n e p. 

Solugao Como tal variavel aleatoria representa o numero de sucessos em n 
tentativas independentes quando cada tentativa tern a mesma probabilidade de 
sucesso p , podemos escrever 

onde X t representa variaveis independentes de Bernoulli tais que 

X _ 1 se a /-esima tentativa e um sucesso 
1 ~ |0 caso contrario 

Com isso, da Equagao (4.1), obtemos 

Var(JT) = Var(^) +... + Var(XJ 
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Mas 

Var (Xd = E[Xf] - ( E[X t ]) 2 

= E[Xi] - ( E[X t ]) 2 ja que Xf = X t 
= P-P 2 

Logo, 

Var(X) = np( 1 - p) ■ 

Exemplo 4c Amostras de uma populagao finita 

Considere um conjunto de N pessoas. Cada uma delas tem uma opiniao sobre 
certo assunto que e medida pelo numero real v. Este representa o “nivel de 
certeza” com a qual a pessoa pode opinar sobre o assunto. Suponha que v / re¬ 
presente o nfvel de certeza da pessoa /, com i = 1,..., N. 

Suponha tambem que as grandezas v t , i = 1,..., N, sejam desconhecidas e 
que, para determina-las, um grupo de n pessoas seja “escolhido aleatoriamente” 

do total de N pessoas, de forma que todos os subconjuntos de tamanho n 

tenham a mesma probabilidade de serem escolhidos. Essas n pessoas sao entao 
questionadas e seus mveis de certeza determinados. Se S representa a soma dos 
n valores amostrados, determine sua media e variancia. 

Uma importante aplica 9 ao desse problema consiste na realiza^ao de uma 
eleigao na qual cada pessoa da popula^ao e favoravel ou contraria a certo candi- 
dato ou proposta. Se considerarmos v ( = 1 se a pessoa i for favoravel ev, = 0 se 

ela for contraria, entao v = J2 V i/N representa a propor^ao da populagao que 

/=l 

e favoravel. Para se estimar v, escolhe-se uma amostra aleatoria de n pessoas e 
faz-se uma pesquisa com essas pessoas. A proporgao de pessoas entrevistadas 
que esta a favor - isto e, Sin - e muitas vezes usada como uma estimativa de v. 

Solugao Para cada pessoa /, i = 1,..., N, defina uma variavel /, que indique se a 
pessoa esta incluida ou nao na amostra. Isto e, 

j f 1 se a pessoa i esta na amostra aleatoria 
1 ~~ [0 caso contrario 

Agora, S pode ser escrito como 

N 

i —1 


N 

£[5] = ^v,£[7,] 
i =1 


entao 
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N 


Var(S) = £Var(v,/,) + 2^]E Cov(v ( /„ Vj Ij) 
i—\ i<j 

N 

= £v?Var«) +2J2E ViVjCo\(I iy Ij) 


1 




Como 


'W-S 




w n — 1 

iviv - i 


tem-se que 




Co v(/,-,/ ; ) = 


n{n — 


- f ” V 
-1) w 


N{N 
—n(N — n ) 
A^CiV - 1) 


Portanto, 




£ i s i="Es = 


1=1 


nv 


/o\ n /N — n\ 2 2n(N — n) v-^ 

Var,S) = iv Js^ - jv^rr«?? v,v ' 

i=l i<) 

A expressao para Var(S) pode ser simplificada com o uso da identidade (v t + ... 
+ v N ) 2 = J2 + 2^ 2>;vy.Apos algumas manipulagoes, obtemos 


*<7 


( 


N 


, E v < 

V ar( 5) = - W(N ^ ) -|i^-^ 


iV — 1 y iV 


/ 


Considere agora o caso especial em que Np dos v’s sao iguais a 1 e os restantes 
iguais a 0. Nesse caso, S e uma variavel aleatoria hipergeometrica com media e 
variancia dadas, respectivamente, por 

Np 

£[S] = nv — np ja que v = — = p 
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e 


Var(S) = 


n(N — n) 
N - 1 
n(N — n) 
N - 1 



p (i - p) 


A grandeza Sin, que e igual a propor§ao de elementos amostrados que tem 
valores iguais a 1, e tal que 


= P 


Var 




N - n 
n(N - 1) 


pO- - p ) 


A correlagao das duas variaveis aleatdrias XeY, representada por p(X, Y), 
e definida, desde que Var(Z) e Var( Y) sejam positivas, como 


P(X,Y) 


Cov(X, Y) 
VVar(Z)Var (Y) 


Pode-se mostrar que 


-1 <p(X,Y) < 1 


(4.2) 


Para demonstrar a Equagao (4.2), suponha que Xe Ytenham variancias dadas 
por a 1 e a 2 , respectivamente. Entao, por um lado, 


0 £ Var [ — + — 

ycr* <Jy 

Var(2Q Var (Y) 2Cov(X , Y) 

— 9 9 4* 

a x a y ° x<J y 

= 2[1 + P(X,Y )] 


o que implica que 


-1 <p(X, Y) 


Por outro lado, 


„ ,, x y 

0 £ Var — — — 
\ <* x cr, 


Var(JT) 


V 

VarY 

(-Vy ) 2 


= 2[1 - p(X,Y)] 


2Cov(2f, Y) 

°x G y 


o que implica que 


p(X, Y) < 1 


o que completa a demonstragao da Equagao (4.2). 
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De fato, como Var(Z) implica Z constante com probabilidade 1 (essa 
relagao intuitiva e demonstrada de forma rigorosa no Capitulo 8), resulta 
da demonstragao da Equagao (4.2) que p(X , Y) = 1 implica que Y = a + 
bX , onde b = a y /a x > 0, e p(X, Y) = — 1 implica que Y = a 4- bX , onde b = 
< 0. Deixamos como exercicio para o leitor mostrar que o inverso 
tambem e verdade: que se Y = a + bX, entao p(X, Y) e igual a +1 ou -1 
dependendo do sinal de 6. 

O coeficiente de correlagao e uma medida do grau de linearidade entre X e 
Y. Um valor de p(X, Y) proximo a +1 ou -1 indica um alto grau de linearidade 
entre XtY, enquanto um valor proximo a 0 indica que tal linearidade e ausen- 
te. Um valor positivo de p(X , Y) indica que Y tende a crescer quando X cresce, 
enquanto um valor negativo indica que Y tende a decrescer quando X cresce. 
Se p(X , Y) = 0, diz-se que X e Y sao nao correlacionados . 

Exemplo 4d 

Sejam I A e / 5 variaveis indicadoras dos eventos A e B. Isto e, 

r _ 11 se A ocorrer 

74 — jo caso contrario 

_ 11 se B ocorrer 

B “ jo caso contrario 

Entao 

= m) 

E[I B ] = P(B) 

E[I a I b ) = P(AB ) 

logo, 

Cov(I A J B ) = P(AB) - P(A)P(B ) 

= P(5)[P(A|5) - P(A)] 

Assim, obtemos um resultado bastante intuitivo. Ele diz que as variaveis indi¬ 
cadoras deAeB estao positivamente correlacionadas, nao correlacionadas, ou 
negativamente correlacionadas se a probabilidade P(A\B) for maior que, igual 
a, ou menor que P(A), respectivamente. ■ 

Nosso proximo exemplo mostra que a media amostral e um desvio da me¬ 
dia amostral sao nao correlacionados. 

Exemplo 4e 

Sejam X v ..., X„ variaveis aleatdrias independentes identicamente distribuidas 
com variancia cr 2 . Mostre que 

Co v(Xi - X,X) = 0 
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Solugao Temos 


Co y(Xi - X,X) = Co\(Xi,X) - Cov(X,X) 



= ^E Cov ^* A /) - 

7=1 



n n 


- Var(JT) 


n 


onde a penultima igualdade usa o resultado do Exemplo 4a e a igualdade final 
e obtida porque 


Co v(XuXj) 


0 se; ^ i pela independence 
cr 2 se j = i pois Var(X;) = a 2 


Embora X e o desvio X i - X sejam nao correlacionados, esses parametros nao 
sao, em geral, independentes. Entretanto, no caso especial em que as variaveis 
X } sao variaveis aleatorias normais, X e independente de toda a sequencia de 
desvios X j - XJ = Esse resultado sera estabelecido na Segao 7.8, onde 

mostraremos que, neste caso, a media amostral X e a variancia amostral S 2 sao 
independentes. Mostraremos tambern que (n - l)S 2 /cr 2 tern distribuigao qui- 
quadrado com n - 1 graus de liberdade (veja o Exemplo 4a para a definigao 
de S 2 ). ■ 


Exemplo 4f 

Considere m tentativas independentes, cada uma levando a qualquer um dos r 

resultados possiveis com probabilidades P V P 2 P r >j^Pi = b Se fizermos com 

l 

que TV,, i = 1,..., r, represente a quantidade de tentativas que levam ao resultado 
i, entao N V N 2 ,..., N r tern a distribuigao multinomial 


fYl ! _ 

P{N\ = n u N 2 = » 2 . • • •, N r = n r } = —— - -P^Pf ■ ■ ■ P n ; V m = m 

ni\ri2\...n r \ J z ' 

/—l 


Para / 7^ /, parece razoavel que, com N,- grande, N } tenda a ser pequeno; portanto, 
e intuitivo que essas variaveis estejam negativamente correlacionadas. Vamos 
calcular sua covariancia usando a Proposigao 4.2(iv) e as representagdes 

m m 

N t = j2 w) e N i = T, I ito 

k =1 /c—1 



394 Probabilidade: Um Curso Moderno com Apiicagoes 


onde 


se a tentativa k levar ao resultado i 
caso contrario 

se a tentativa k levar ao resultado j 
caso contrario 

Da Proposigao 4.2(iv), temos 

m m 

Cov(Ni, Nj) = EE Co v(Ii{k),Ij{t)) 
e =1 k =1 


Ii(k) = {J 

'/(« = (J 


Agora, por um lado, quando k ^ £, 

Cov(/K/c),//(€)) = 0 

pois o resultado da tentativa k e independente do resultado da tentativa L Por 
outro lado, 

Q)v(/K£),/yW) = £[//(<)//(£)] - £[//(£)]£[/;(«] 

= 0 - P/Py = -P/P; 

onde a equagao usa o fato de que Ii{t)Ij{t) = 0, ja que a tentativa £ nao pode 
levar simultaneamente aos resultados i e j. Com isso, obtemos 

Cov(A /? N } ) = -mP i P j 

o que esta de acordo com nossa intuigao de que N t e sao negativamente 
correlacionados. ■ 


7.5 ESPERAN^A CONDICIONAL 

7.5.1 Definig:6es 

Lembre que, se X e Y sao variaveis aleatorias conjuntamente discretas, entao a 
fungao de probabilidade condicional de X dado que Y ~ y e definida, para todo 
y tal que P{Y = y} > 0, por 

Px\Y(x\y) = P{X = x\Y = y} = p(x ' y ^ 

PY(y) 

E portanto natural definir, nesse caso, a esperanga condicional de X dado que 
Y = y, para todos os valores de y tais que p Y (y) > 0, como 

E[X\Y = y] = J2 xP l X = *l y = ?} 

= Y x px\y<- x ^ 
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Exemplo 5a 

Se X e y sao variaveis aleatorias binomiais independentes com parametros n e 
p identicos, calcule o valor esperado condicional de X dado que X + Y = m. 


Solugao Vamos primeiro calcular a fun?ao de probabilidade condicional de 
X dado que X + Y = m. Para k £ mi'n(n, m), 


P{X = k\X + Y = m} = 


P{X = k,X + Y = m) 
P{X + Y = m\ 

P{X = k, Y = m - k] 
P{X + Y = m} 

P{X = k}P{Y = m - k) 
P[X + y = m} 




■m+k 


(fyp m a - p) 2n ~ m 


I k - *) 
© 


onde usamos o fato (veja o Exemplo 3f do Capftulo 6) de que X + Y e uma 
variavel aleatoria binomial com parametros 2 n e p. Com isso, a distribui^ao 
condicional de X dado que X + Y = m 6 hipergeometrica. Assim, do Exemplo 
2g, obtemos 

E[X\X + Y = m\ = ™ m 


Similarmente, vamos relembrar que, se X e Y sao conjuntamente contfnuas 
com funsao densidade de probabilidade conjunta f(x,y), entao a fun^ao densi- 
dade de probabilidade condicional de X dado que Y = y e definida, para todos 
os valores de y tais que f Y (y) > 0, por 


fx\Y(x\y) = 


my) 

fr(y) 


E natural, nesse caso, definir a esperanga condicional de X dado que Y = y, 
por 


/ oo 

-00 


xfx\r(x\y) dx 


desde que f Y (y ) > 0. 
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Exemplo 5b 

Suponha que a densidade conjunta de X e Y seja dada por 

e- x iy e -y 

f(x,y ) =- 0<;e<oo, 0<y<oo 


Calcule E[X\Y = y]. 

Solugao Come 9 amos calculando a densidade condicional 


fx\r(x\y) - 


f(x,y) 

fy(y) 

f(x,y) 


/ oo 

f(x,y) dx 

-oo 

(1 /y)e- x ly e -y 

/»oo 

/ (1 jy)e~ xfy e~ y dx 

Jo 


(1 /y)e 


-x/y 


r oo 

/ (l/y)e~ x/y dx 

Jo 


= -e~ x/ y 


Com isso, a distribuigao condicional de X, dado que Y = y, e uma distribuigao 
exponencial com media y. Assim, 

poo x 

E[X\Y=y] = / ± e - x !y dx = y 

Jo y m 


Observagao: Assim como as probabilidades condicionais satisfazem to- 
das as propriedades das probabilidades comuns, as esperangas condicionais sa¬ 
tisfazem as propriedades das esperangas comuns. Por exemplo, formulas como 


E[g{X)\Y = y] 


E j g{x)px\Yix\y) 

X 



g(x)fx\Y(x\y) 


dx 


no caso discreto 


no caso contxnuo 


e 


E 


i=l 


= X)^.-iy = y] 

/=1 


permanecem validas. Na realidade, a esperanga condicional dado que Y = y 
pode ser pensada como sendo uma esperanga comum em um espago amostral 
reduzido formado apenas por resultados para os quais Y = y. ■ 
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7.5.2 Calculando esperangas usando condigoes 

Vamos representar como £[A]Y] a fungao da variavel aleatoria Y cujo valor 
em Y = y e E[X\Y = y], Note que E[X\Y] e ela propria uma variavel aleato¬ 
ria. Uma propriedade extremamente importante das esperangas condicionais e 
dada pela proposigao a seguir. 

Proposigao 5.1 

E[X\ = E[E[X\Y}} (5.1) 

Se Y e uma variavel aleatoria discreta, entao a Equagao (5.1) diz que 

E[X ] = J2 E[X\ Y = y]P{Y = y} (5.1a) 

y 


Por outro lado, se Y e contmua com densidade/ y (y), a Equagao (5.1) diz que 

/ oo 

E[X\Y = y]f Y (y)dy (5.1b) 

-oo 


Damos agora uma demonstragao da Equagao (5.1) para o caso em que X eY 
sao variaveis aleatorias discretas. 


Demonstragao da Equagao (5.1) quando XeY sao discretas: Devemos mos- 
trar que 

E[x] = J 2 E l x \ Y = y] p ( Y =y} (5.2) 

y 

Agora, o lado direito da Equagao (5.2) pode ser escrito como 

Y, E W Y = y)P{ Y = y) = £ Y xp i x = X \ Y = y) p w = y ) 

-T.T.* rvC w-** rve - A 

y x 17 ) 

= ^^r/>(I=r,y = y) 
y x 

= Y x Y p ( x = x ’ Y =y) 

x y 

= Y xp { x = x ) 

= E[X] 


e o resultado esta demonstrado. 


□ 


Uma maneira de entender a Equagao (5.2) e interpreta-la da seguinte ma- 
neira. Para calcular E[X], podemos obter uma media ponderada do valor espe- 
rado condicional de X dado que Y = y, sendo cada um dos termos E[X\Y = y] 
ponderado pela probabilidade do evento ao qual esta condicionado (isso lembra 
voce de alguma coisa?). Este e um resultado extremamente util que muitas vezes 
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nos permite calcular esperangas com certa facilidade, simplesmente colocando 
algum tipo de condigao em alguma variavel aleatoria apropriada. Os exemplos a 
seguir ilustram o seu uso. 

Exemplo 5c 

Um minerador esta preso em uma mina contendo 3 portas. A primeira porta 
leva a um tunel que o levara a saida apos 3 horas de viagem. A segunda porta 
leva a um tunel que fara com que ele retorne a mina apos 5 horas de viagem. A 
terceira porta leva a um tunel que fara com que ele retorne a mina apos 7 horas. 
Se considerarmos que o minerador pode escolher qualquer uma das portas com 
igual probabilidade, qual e o tempo esperado para que ele chegue a saida? 

Solugao Suponha que X represente a quantidade de tempo (em horas) ate 
que o minerador consiga sair e faga com que Y represente a porta que ele esco- 
lheu primeiro. Assim, 

E[X\ = E[X\Y = 1 \P{Y = 1} + E[X\Y = 2\P[Y = 2} 

+ E[X\Y = 3]P{Y = 3] 

= ^{E[X\Y = 1] + E[X\Y = 2] + E[X\Y = 3]) 

Entretanto, 

E[X\Y = 1] = 3 
E[X\Y = 2] = 5 + E[X] 

E[X\Y = 3} = 1 + E[X] (5 .3) 

Para entender por que a Equagao (5.3) esta correta,por exemplo, escolha E[X\Y 
= 2] e pense da seguinte maneira: se o minerador escolher a segunda porta, ele 
gastara 5 horas no tunel e entao retornara ao ponto de partida. Mas assim que ti- 
ver retornado, o problema e o mesmo de antes; assim, o tempo adicional espera¬ 
do ate que ele atinja a saida e somente E[X\. Com isso, E[X\Y = 2] = 5 + E[X ]. 
O argumento por tras das igualdades na Equagao (5.3) e similar. Portanto, 

E[X] = i(3 + 5 + E[X] + 7 + E[X ]) 


OU 


E[X] | = 15 □ 

Exemplo 5d Esperanga da soma de um numero aleatorio 
de variaveis aleatorias 

Suponha que o numero de pessoas que entram em uma loja de departamentos 
em determinado dia seja uma variavel aleatoria com media 50. Suponha ainda 
que as quantias de dinheiro gastas por esses clientes sejam variaveis aleatorias 
independentes com media comum de R$80,00. Finalmente, suponha tambem 
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que a quantia gasta por um cliente seja independente do numero total de clien- 
tes que entram na loja. Qual e a quantidade esperada de dinheiro gasto na loja 
em um dado dia? 


Solugao Se N representa o numero de clientes que entram na loja e X t a 
quantidade de dinheiro gasta pelo /-esimo cliente, entao a quantidade total de 

dinheiro gasta pode ser escrita como J2 X u Agora, 

/=l 


E 



= E 


E X ‘\ N 


Mas 


N 


E Z 'I N = n 


= E 


= E 


J^Xi\N = n 




pela independence de X t e N 


= nE[X ] onde E[X] = E[X t ] 


o que implica que 


N 

1 


= iV£[Z] 


Assim, 


N 


i =1 


= E[NE[X ]] = E[N]E[X] 


Com isso, em nosso exemplo, a quantidade esperada de dinheiro gasto na loja e 
de 50 X R$80,00, ou R$4.000,00. ■ 


Exemplo 5e 

Certo jogo come 9 a com o rolar de um par de dados. Se a soma dos dados der 2, 
3 ou 12, o jogador perde. Se der 7 ou 11, o jogador vence. Se der qualquer outro 
numero /, o jogador continua a rolar o dado ate que a soma seja 7 ou i. Se for 7, 
o jogador perde; se for i, o jogador vence. Suponha que R represente o numero 
de jogadas feitas. Determine 

(a) £[*]; 

(b) £[R|jogador vence]; 

(c) £[R|jogador perde]. 
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Solugao Se P i representa a probabilidade de que a soma dos dados seja igual 
a /, entao 

Pi ~ P 14 — i — 5 i = 2,... ,1 

JO 

Para calcular £[i?], condicionamos em S , a soma initial, e obtemos 

12 

= = *]/>, 

i =2 


Entretanto, 


E[R\S = /] = 


1, 

1 + 


1 

Pi + P 7 ’ 


se / = 2,3,7,11,12 
caso contrario 


Obtem-se a equagao anterior porque, se a soma e igual a um valor i que nao fi- 
naliza o jogo, entao os dados continuam a ser jogados ate que a soma seja igual 
a i ou 7, e o numero de jogadas necessarias ate que isso ocorra e uma variavel 
aleatoria geometrica com parametro P i + P ? Portanto, 


E[R] = 1 + 


Pi 


Pi + Pi 


10 

E 


Pi 


i=4 1 ' i =8 

= 1 + 2(3/9 + 4/10 + 5/11) 


Pi + Pi 

3,376 


Para determinar £[7?|jogador vence], comecemos determinando p, a probabili¬ 
dade de que o jogador venga. Condicionando em S, obtemos 


12 

p = P{ vitoria | S = i}P t 

i—2 


= p 7 + p n + J2 


p, 


i=4 


Pi + Pi 


10 p 

^ Pi + P~l Pi 


= 0,493 


onde o desenvolvimento anterior usa o fato de que a probabilidade de se obter 
uma soma igual a i antes de uma soma igual a 7 e P/(/* 4- P 7 ). Agora, vamos de¬ 
terminar a fungao de probabilidade condicional de S dado que o jogador venga. 
Fazendo Q t = P{5 = /[jogador vence), obtemos 

Q 2 = Q 3 = Qn = Q^PJP, Qn=Pn/P 
e, para / = 4,5,6,8,9,10 

PIS — /, jogador vence) 

* Pfvitoria) 

PiP{ vitoria | S = /} 


P 
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p(Pi + Pi) 


Agora, condicionando na soma inicial, obtemos 

Eftflvitoria] = ^ £[/?| vitoria, S — i\Qi 

i 


Entretanto, como ja havia sido notado no Exemplo 2j do Capftulo 6, se a 
soma inicial for /, o numero de jogadas adicionais necessarias e o resultado 
do jogo (seja ele uma vitoria ou uma derrota) sao independentes (isso e 
visto facilmente notando-se primeiro que, dada uma soma inicial i, o resul¬ 
tado e independente do numero de jogadas adicionais necessarias; depois, 
usando-se a propriedade de simetria da independence, que diz que, se o 
evento A e independente do evento B , entao o evento B e independente do 
evento A). Portanto, 


£|7?|vit6ria] — = i]Qi 


= i + y Qi + Y~ 

^ p : _i- Pn ^ P: 


10 


Qi 


i=4 


Pi + Pi 


i=8 


Pi + Pi 


= 2,938 


Embora pudessemos determinar £[i?|jogador perde] exatamente como ob- 
tivemos £[i?|jogador vence], e mais facil usar 

£[i?] = E[i?|jogador vence] + £[i?|jogador perde](l -p) 

o que implica que 


£[R|jogado, perde] = S? - ^[«U°g^dlor vence]p 

l ~ P 


3,801 


Exemplo 5f 

Conforme definido no Exemplo 5c do Capftulo 6, a fungao densidade conjunta 
normal bivariada das variaveis aleatorias XeY6 


1 

2n o x o y ^J\ — p 2 



~ 2 p 


(x - fi x )(y - fly) 
<?x&y 


f(x,y) = 


exp 
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Vamos agora mostrar que pea correlagao entre X e Y. Conforme mostrado no 
Exemplo 5c, fx x = E[X], g% — Var(Z), e fx y = E[Y\ , a* = Var(Y). Consequente- 
mente, 

Con(X,Y) ^ X - Y) - 

0 X Oy 

_ E[XY] - /Xxfly 

°x<3y 

Para determinar E[XY ], condicionamos em Y. Isto e, usamos a identidade 

E[XY] = E[E[XY\Y]] 

Relembrando do Exemplo 5c que a distribuigao condicional de X dado que Y - y 
e normal com media (i x 4- p^(y — (i y \ vemos que 

E[XY\Y = y] = E[Xy\Y = y) 

= yE[X\Y = y] 

= y e-x + p—(y - My) 

<*y 

= yp-x + p—(y 2 - p y y) 

CTy 

Consequentemente, 

E[XY\Y] = Yfr x + p^(Y 2 - ix y Y ) 

Gy 

o que implica que 

E[XY] = E Y,x x + P — (Y 2 - HyY) 
a y 

= p x E[Y] + p — E[Y 2 - pi y Y] 

°y 

= MxMy + P~ (^t^ 2 ] - My) 

= Mat My + Var(Y) 

Oy 

= MxMy + P<Vy 

Portanto, 

Corr(*, Y ) = = p 

0 X 0y | 


As vezes e facil calcular £[X], e usamos a identidade condicional para calcular 
o valor esperado condicional. Essa abordagem e ilustrada em nosso proximo 
exemplo. 
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Exemplo 5g 

Considere n tentativas independentes, cada uma levando a um dos resulta- 
dos 1,..., k com respectivas probabilidades p v ...,p k , J2i =l Pi = 1. Suponha 
que TV- represente o numero de tentativas que levam ao resultado i , i = 1,..., 
Para i ^ j, determine 

(a) E[Nj |Af >0]e(b) £[A^. > 1] 


Solugao Para resolver (a), considere 


0, se Ni = 0 
1, seJV,* > 0 


Entao 


£[A.] = E[Nj\I = 0]P{I = 0} 4- E[NjiI = 1 ]P{I = 1} 
ou, equivalentemente, 

E[N^ = ElNjlNi = 0]m = 0} + £[iV y |ty > 0]P{7V, > 0} 

Agora, a distribuigao incondicional de e binomial com parametros n, p r 
Alem disso, dado que N t = r , cada uma das n-r tentativas que nao levam ao 
resultado i terao como saida, de forma independente, o resultado j com proba- 
bilidade P(/|nao i) - p/( 1 - /?■). Consequentemente, a distribuigao condicional 
de N-, dado que N t — r, e binomial com parametros n - r,pj{\ - p ( ) (para um 
argumento mais detalhado para essa conclusao, veja o Exemplo 4c do Capitulo 
6). Como P{N i = 0} = (1 — p ( ) n , a equagao anterior resulta em 

n P j = n-^—i 1 - pd n + E[Nj\Ni > 0](1 - (1 - Pi ) n 
Pi 


dando o resultado 


E[Nj\Ni > 0 ] = npj 


i - (i - Pi y-' 

1 - (1 - piY 


Podemos resolver a letra (b) de maneira similar. Considere 


j = 


0, se Ni = 0 

1, se Ni = 1 

2 , seN, > 1 


Entao 

E[N t ] = E[Np = 0]P{J = 0} + E[Nj\J = 1 ]P{J = 1} + E[/VJ./ = 2 ]P{J = 2} 
ou, equivalentemente, 

£[/V] = E[Nj\N' = 0 )P[N i = 0} + EiNjN, = 1]P(/V, = 1} + E[N j \N i > ]]P{N i > 1} 
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Essa equagao leva a 

npj = n - — (1 - ptf + (n - 1)—^— np t ( 1 - p«)" -1 

1 Pi 1 — Pi 

+ E[Nj\Ni > 1](1 - (1 - Pi ) n - n Pi ( 1 - p,)" -1 ) 
dando o resultado 


E[Nj\Ni > 1] = 


np/[l - (1 - p,)” 1 - (n - l)p,-(l - p,) w 2 ] 

1 - (1 - piY - npi( 1 - p,)”- 1 


Tambem e possfvel obter a variancia de uma variavel aleatoria usando con- 
di 9 oes. Ilustramos essa abordagem no proximo exemplo. 


Exemplo 5h Variancia da distribui$ao geometrica 

Tentativas independentes, cada uma com probabilidade de sucesso p , sao reali- 
zadas sucessivamente. Suponha que N seja o instante de ocorrencia do primei- 
ro sucesso. Determine Var(iV). 

Soluqao Considere Y = 1 se a primeira tentativa resultar em sucesso eF = 0 
caso contrario. Agora, 

Var(A') = £[N 2 ] - (£[N]) 2 

Para calcular condicionamos em Y da seguinte maneira: 

£[A^ 2 ] = E[E[N 2 \Y]] 

Entretanto, 

£[N 2 |y = i] = 1 
£[^V 2 |F = 0] = £[(1 + N) 2 ] 

Essas duas equagoes sao obtidas porque, por um lado, se a primeira tentati¬ 
va resultar em sucesso, entao, claramente, N = 1; assim, N 2 = 1. Por outro lado, 
se a primeira tentativa for fracassada, entao o numero total de tentativas ne- 
cessarias para o primeiro sucesso tera a mesma distribuigao que 1 (a primeira 
tentativa que resulta em um fracasso) mais o numero necessario de tentativas 
adicionais. Como a ultima grandeza tern a mesma distribuigao que N, obtemos 
£[A^ 2 |y = 0] = £[( 1 + AO 2 ]. Com isso, 

E[N 2 ] = E[N 2 \Y = l]P{y = 1} + E[N 2 \Y = 0 ]P{Y = 0} 

= p + (1 - p)E[{ 1 + A^) 2 ] 

= 1 + (1 - p)E[2N + N 2 ] 

Entretanto, conforme mostrado no Exemplo 8b do Capitulo 4, £[A] = lip ; por- 
tanto 

E[N 2 ] = 1 + 2(1 ~ P) + (1 - p)E[N 2 ] 

P 
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Consequentemente, 

Var(AO = E[N 2 ] - (E[N\) 2 



Exemplo 5i 

Considere uma situagao de jogo em que ha r jogadores, com o jogador i pos- 
suindo inicialmente n i unidades, n l > 0, i = 1,..., r. Em cada rodada, dois dos 
jogadores sao escolhidos para jogarem uma partida. O vencedor dessa partida 
recebe 1 unidade do perdedor. Qualquer jogador cuja fortuna cair para 0 e eli- 
minado, e isso continua ate que um unico jogador possua todas as n = Y?i=i n i 
unidades. Esse jogador e chamado de campeao. Supondo que os resultados das 
partidas sucessivas sejam independentes e que cada partida tenha a mesma 
probabilidade de ser vencida por qualquer um dos jogadores, determine o nu- 
mero medio de rodadas ate que um dos jogadores possua todas as n unidades. 

Solugdo Para determinar o numero esperado de rodadas jogadas, suponha 
primeiro a existencia de apenas 2 jogadores, com jogadores 1 e 2 possuindo jen 
- j unidades, respectivamente. Suponha que X- represente o numero de rodadas 
jogadas, e que m j = E[X]. Entao, para j — 1,..., n - 1, 

x r i +Aj 

onde Aj e o numero adicional de rodadas necessarias alem da primeira. O cal- 
culo das esperangas fornece 

m j = l + E[Aj\ 

Condicionando no resultado da primeira rodada, obtemos 

m } : = 1 + E[Aj\l vence a primeira rodada] 1/2 
+ E[Aj\2 vence a primeira rodada] 1/2 

Agora, se o jogador 1 vence a primeira rodada, entao a situagao a partir dai e 
exatamente igual a de um problema que suponha que o jogador 1 comece com 
7 + 1 unidades e o jogador 2, com n - (j + 1) unidades. Consequentemente, 

E[Aj\ 1 vence a primeira rodada] = m j+l 

e, de forma analoga, 


E[Aj |2 vence a primeira rodada] = m ; . 
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Logo, 

, 1 1 
m j = 1 + 2 m > +l + 2 "V -1 

ou, equivalentemente, 

m >+1 = 2 rtij - m H -2, j = 1,..., n- 1 (5.4) 

Usando-se m 0 = 0, a equagao anterior resulta em 
m 2 = 2mi — 2 

m 3 = 2rri2 — mi - 2 = 3m 1 — 6 = 3 (mi - 2) 
m 4 = 2m3 — m 2 - 2 = 4m 1 — 12 = 4(mi — 3) 

sugerindo que 

m l = i(m l - i + 1), i = 1,..., n (5.5) 

Para demonstrar essa igualdade, usamos indugao matematica. Como ja mos- 
tramos que essa equagao e valida para i = 1 , 2 , assumimos como hipotese de 
indugao que ela seja valida sempre que i < / < m Devemos agora demonstrar 
que ela e valida para j + 1. Usando a Equagao (5.4), obtemos 

rrij + 1 = 2 m 7 - - m ; _i - 2 

= 2/(mi — 7 + 1 ) — (/ — l)(mi - j + 2 ) - 2 (pela hipotese de indugao) 
= (/ + l)mi — 2j 2 2/ + 7 ^ — 3/ + 2 — 2 

= (/ + i)«ii - y 2 - j 
= (j + l)(«ii - y) 

o que completa a demonstragao por indugao de (5.5). Fazendo i = nem (5.5) e 
usando m n = 0 , obtemos 


m 1 — u -1 

o que, novamente usando-se (5.5), fornece o resultado 


m i = /'(« - /) 


Assim, o numero medio de partidas jogadas quando ha apenas 3 jogadores com 
quantias iniciais / e n - 1 e o produto de suas quantias iniciais. Como ambos os 
jogadores jogarao todas as rodadas, este tambem e o numero medio de rodadas 
envolvendo o jogador 1 . 

Vamos agora voltar para o problema que envolve r jogadores com quantias 
iniciais ft., / = 1r, Y^i=\ n i = n • Suponha que X represente o numero de ro¬ 
dadas necessarias para que exista um campeao, e que X t represente o numero 
de rodadas envolvendo o jogador L Agora, do ponto de vista do jogador /, co- 
megando com ft., ele continuara a jogar ate que, de forma independente e com 
mesma probabilidade de veneer ou perder cada partida, sua fortuna seja igual 
a ft ou 0. Assim, o numero de rodadas que ele jogara e exatamente o mesma 
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que ele jogaria caso tivesse um unico adversario com fortuna inicial de n - n r 
Consequentemente, pelo resultado anterior, tem-se que 

E[X] = n t (n - n) 


entao 


i=1 


= Y^ n i(n ~ rn) = n 2 - 


i—1 


i=\ 


Mas, como cada rodada envolve dois jogadores, 

X = \±* 

i—1 

Calculando as esperangas, obtemos 


E[X] = l (n 2 - 


E interessante notar que, se por um lado nosso argumento mostra que o numero 
medio de rodadas nao depende da maneira pela qual os pares sao selecionados 
em cada rodada, o mesmo nao ocorre para a distribuigao do numero de rodadas. 
Para ver isso, suponha que r = 3, n x = n 2 = 1 e n 3 = 2. Se os jogadores 1 e 2 sao es- 
colhidos na primeira rodada, entao serao necessarias pelo menos 3 rodadas para 
que tenhamos um vencedor. Por outro lado, se o jogador 3 estiver na primeira 
rodada, entao e possfvel que sejam necessarias apenas duas rodadas. ■ 

Em nosso proximo exemplo, usamos condigoes para verificar um resultado 
ja obtido na Segao 6.3.1: de que o numero esperado de variaveis aleatorias uni¬ 
formes no intervalo (0,1) que precisam ser somadas para que o resultado seja 
maior que 1 e igual a e. 


Exemplo 5j 

Seja U v £/ 2 ,... uma sequencia de variaveis aleatorias independentes uniformes 
no intervalo (0,1). Determine £[N] quando 


N = mm 


n 

tv. U i > 1 
1=1 


Solugao Vamos determinar E[N] obtendo um resultado mais geral. Para x E 
[0, l],considere 

n 

n: ^ Ui>x* 

i=1 


N(x) = mm 
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e faga 


m(x) = E[N(x)] 


Isto e, N(x) e o numero de variaveis aleatorias uniformes no intervalo (0,1) que 
precisamos somar ate que o resultado seja maior que x, e m(x) 6 o seu valor 
esperado. Vamos agora deduzir uma equagao para m(x) condicionando em U v 
Com isso, obtemos, da Equagao (5.1b), 

m(x)=f E[N(x)\U\=y]dy 

Jo (5.6) 


Agora, 

£IAf W |£/ 1 =y] = {} +m(;[ _ J , ) 


(5.7) 


A formula anterior e obviamente valida quando y > x.Tambem e valida quan- 
do y < x, ja que, se o primeiro valor for y, entao, naquele momento, o numero 
restante de variaveis aleatorias uniformes necessarias sera o mesmo que teria- 
mos caso estivessemos apenas comegando e fossemos somar variaveis aleato¬ 
rias uniformes ate que o resultado fosse maior que x-y. Substituindo a Equa- 
gao (5.7) na Equagao (5.6), obtemos 


m(x) — 1 
= 1 


+ 

+ 


/' 

r 

Jo 


m(x - y)dy 


m{u)du 


fazendo 
u = x — 


y 


Calculando a derivada da equagao anterior, obtemos 

m'(x) — m(x) 


ou, equivalentemente, 

m'(x) 

m(x) 


Integrando essa equagao, obtemos 

log[m(x)] = x + c 


ou 


m(x) = he 

Como m( 0) = 1, tem-se que k = 1, entao obtemos 

m(x) = e 

Portanto, m{ 1), o numero esperado de variaveis aleatorias uniformes no inter¬ 
valo (0,1) que precisam ser somadas ate que o resultado seja maior do que 1 e 
igual a e. ■ 
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7.5.3 Calculando probabilidades usando condi^oes 

Nao so podemos obter esperangas condicionando em uma variavel aleatoria 
apropriada, mas tambem podemos usar essa abordagem para calcular probabi¬ 
lidades. Para ver isso, suponha que E represente um evento arbitrario e defina 
a variavel aleatoria indicadora X como 


1 


0 


se E ocorrer 
se E nao ocorrer 


Resulta da definigao de X que 
E[X\ = P(E) 

E[X\Y = y] = P(E\Y = y ) para qualquer variavel aleatoria Y 


Portanto, das Equagoes (5.1a) e (5.1b), obtemos 

P(E) = ^ P(E\Y = y)P(Y = y) se Y e discreta 

/ oo 

P(E\Y — y)fy(y)dy se Ye contfnua 

“OO 


(5.8) 


Note que, se Ye uma variavel aleatoria que assume um dos valores y lv .., y n , 
entao, definindo-se os eventos F iy i = 1,..., n , com F t = {Y = y-}, a Equagao (5.8) 
reduz-se a equa^ao familiar 

n 

P(E) = Y,nE\Fi)P{Fi) 

i=1 

onde E lv .., F n sao eventos mutuamente exclusivos cuja uniao e o espa 90 amostral. 


Exemplo 5k O problema do melhor premio 

Suponha que recebamos n premios distintos em sequencia. Apos recebermos 
um premio, devemos imediatamente aceita-lo ou rejeita-lo. Caso o rejeitemos, 
podemos receber o proximo premio. A unica informa^ao que temos quando 
decidimos se ficamos ou nao com o premio e o seu valor em compara^ao com 
aqueles ja vistos. Isto e, por exemplo, quando o quinto premio e sorteado, sa- 
bemos o quanto ele vale em relagao aos quatro premios ja oferecidos. Suponha 
que, uma vez que o premio tenha sido rejeitado, ele seja perdido, e que nosso 
objetivo seja maximizar a probabilidade de obtermos o melhor premio. Supon- 
do que todas as n\ sequencias de premios sejam igualmente provaveis, quao 
bem podemos nos sair? 

Soluqtio Surpreendentemente, podemos nos sair muito bem. Para ver isso, 
fixe um valor k, 0 < k < n, e considere a estrategia de rejeitar os primeiros k 
premios e depois aceitar o primeiro premio que for melhor do que estes. Supo¬ 
nha que P k { melhor) represente a probabilidade de que o melhor premio seja 
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selecionado com o emprego dessa estrategia. Para calcula-la, condicionamos 
em X , a posigao do melhor premio. Isso da 

n 

P^(melhor) = ^P k (melhor \X = i)P(X = i) 
i= 1 
1 " 

= P^(melhor|Z = i) 
n i=i 

Agora, por um lado, se o melhor premio estiver entre os primeiros k premios, 
entao nenhum premio sera selecionado de acordo com a estrategia considera- 
da. Isto e, 


/^(melhorlX = i) = 0 se i < /c 


Por outro lado, se o melhor premio estiver na posigao /, onde i > /c, entao o 
melhor premio sera selecionado se o melhor dos primeiros i - 1 premios es¬ 
tiver entre os primeiros k premios (pois nesse caso nenhum dos premios nas 
posigoes k + 1, k + 2,..., i - 1 sera selecionado). Mas, condicionando no melhor 
premio estar na posigao /, e facil verificar que todas as possiveis ordenagoes 
dos demais premios permanecerao igualmente provaveis. Isso implica o fato de 
cada um dos primeiros i - 1 premios poder ser o melhor do conjunto de manei- 
ra igualmente provavel. Com isso, temos 


P^(melhor|J^ = i) - Pjmelhor dos primeiros i -1 estar entre os primeiros k\X = /) 

k . . 

= - se i > k 

i — 1 

Do argumento anterior, obtemos 


k 1 

P k (melhor) = - V t- - 

n i - 1 

i=k+1 


k r i 
n Jk+i x - 1 



) 


Agora, se consideramos a fungao 



entao 
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com isso 

s'W = o-iog(2) = i^ = 5 

Assim, como /^(melhor) ~ g(k ), vemos que a melhor estrategia a ser conside- 
rada e dispensar os primeiros nle premios e entao aceitar o primeiro premio 
que for melhor do que todos eles. Alem disso, como g(n/e) = 1/e, a probabilida- 
de de que esta estrategia resulte na selegao do melhor premio e de aproxima- 
damente 1/e ~ 0,36788. 

Observagao: A maioria das pessoas fica surpresa com a grande pro- 
babilidade de se obter o melhor premio, pensando que essa probabilidade 
deveria tender a 0 quando n e muito grande. Entretanto, mesmo sem fazer 
nenhuma conta, um pouco de raciocmio revela que a probabilidade de se 
obter o melhor premio pode ser razoavelmente grande. Considere a estra¬ 
tegia de dispensar a metade dos premios e entao selecionar o primeiro que 
aparecer que for melhor do que todos eles. A probabilidade de que um pre¬ 
mio seja de fato selecionado e a probabilidade de que ele seja o melhor em 
geral da segunda metade dos premios, e isso e igual a Alem disso, dado que 
um premio tenha sido selecionado, no momento da selegao aquele premio 
tera sido o melhor dentre mais de n/2 premios que foram oferecidos, e tera 
portanto uma probabilidade pelo menos igual a | de ser o melhor em geral. 
Com isso, a estrategia de dispensar a primeira metade de todos os premios e 
entao aceitar o primeiro premio que for melhor do que todos eles resulta em 
uma probabilidade superior a | de se obter o melhor premio. ■ 


Exemplo 5l 

Seja U uma variavel aleatoria uniforme no intervalo (0,1), e suponha que a 
distribuigao condicional de X dado que U = p seja binomial com parametros n 
e p. Determine a fungao de probabilidade de X. 


Solugao Condicionando no valor de U, obtemos 


P{X = i] 


f 

-f 

n i r ^ 

= T r - • / p\ 1 - p)"-‘ 

i\(n - i)\ J 0 


P{X = i\U — p}fu(p) dp 
P{X = i\U =p) dp 


dp 


Pode-se mostrar agora que (uma demonstragao probabilfstica e dada na Se- 
gao 6.6) 



pf-'dp 


i!(n — /)! 
(n + 1)! 
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Com isso, obtemos 

P{X = i } = —i = 0,... ,« 

Isto e, obtemos o resultado surpreendente de que se uma moeda com probabi¬ 
lidade uniformemente distribmda em (0 5 1) de dar cara e jogada n vezes, entao 
o numero de caras que aparecem tern a mesma probabilidade de ser qualquer 
um dos valores 0 ,..., n. 

Como a distribuicjao condicional anterior tern uma forma bastante sim¬ 
ples, vale a pena tentarmos obter um argumento que nos torne mais confiantes 
quanto a sua validade. Para fazer isso, suponha que U , t/ lv „, U n sejam n + 1 
variaveis aleatorias independentes uniformes no intervalo (0,1), e que X repre¬ 
sente o numero de variaveis aleatorias U v ..., U n que sao menores que U. Como 
todas as variaveis aleatorias U, U n tern a mesma distribuigao, tem-se que 
U tern a mesma probabilidade de ser o menor, o segundo menor, ou o maior de¬ 
les; entao X tern a mesma probabilidade de assumir qualquer um dos valores 0, 
1,..., n. Entretanto, dado que U = p, o numero de variaveis U t que sao menores 
que U e uma variavel aleatoria binomial com parametros n e p, o que confirma 
nosso resultado anterior. ■ 


Exemplo 5m 

Suponha que X e Y sejam variaveis aleatorias contmuas independentes com 
densidades/ z e/ y ,respectivamente. Calcule P{X < Y}. 

Solugao Condicionando no valor de Y, obtemos 


P{X < Y} = 



P{X < Y\Y = y}f Y iy)dy 

P{X < y\Y = y}f Y (y)dy 

P{X < y}fy(y}dy pela independence 

Fx(y)fv(y) dy 


onde 


Fx(y)= f fx(*)dx 
J — oo 


Exemplo 5n 

Suponha que X e Y sejam variaveis aleatorias contmuas independentes. Deter¬ 
mine a distribuigao de X + Y. 
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Soluqao Condicionando no valor Y, obtemos 

/ CO 

P{X + Y < a\Y = y}fy(y) dy 

-oo 


-oo 

/*oo 


= f P{X + y < <i|Y=;rt/y(y)4y 

J— OO 

/ oo 

P{X < a - y}fy(y)dy 

-oo 

/ oo 

- y)fy(y)dy 

-OO 


7.5.4 Variancia condicional 

Assim como definimos a esperanga condicional de X dado o valor de Y, tam- 
bem podemos definir a variancia de X dado que Y = y: 

Var(X|F) = E[(X - E[X\Y]f\Y] 

Isto e, Var(A|Y) e igual a esperanga (condicional) do quadrado da diferenga 
entre X e sua media (condicional) quando o valor de Y e dado. Em outras pala- 
vras, Var(Aj Y) e exatamente analoga a definigao usual de variancia, mas agora 
todas as esperangas estao condicionadas no fato de Y ser conhecido. 

Ha uma relagao util entre Var(A), a variancia incondicional de X , e 
Var(X| Y), a variancia condicional de X dado Y, que pode ser muitas vezes apli- 
cada no calculo de Var(^f). Para obter essa relagao, note primeiro que, pelo 
mesmo raciocmio que leva a Var(X) = E[X 2 ] - ( E[X ]) 2 , temos 

Var(ZlF) = E[X 2 \Y] - {E[X\Y]f 

entao 

E[V&r{X\Y)] = E[E[X 2 \Y]\ - E[(E[X\Y]) 2 ] 

= E[X 2 ] - E[{E[X\Y}) 2 ] (5.9) 

Tambem, com o E[E[X\Y]\ = E[X], temos 

Var(E[ZlY]) = E[(E[X\Y]f] - (E[X\f (5.10) 

Assim, somando as Equagoes (5.9) e (5.10), chegamos a seguinte proposigao. 
Proposigao 5.2 A formula da variancia condicional e 

Var(A) = £[Var(Z|Y)] 4- Var(E[X|Y]) 


Exemplo 5o 

Suponha que o numero de pessoas que chegam em uma estagao de trem em qual- 
quer instante t seja uma variavel aleatoria de Poisson com media A t. Se o primeiro 
trem chega na estagao em um instante de tempo que e uniformemente distribuido 
ao longo de ( 0 , T) e independente do instante de chegada dos passageiros, quais 
sao a media e a variancia do numero de passageiros que entram no trem? 
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Solugdo Para cada t > 0, suponha que N(t) represente o numero de chegadas 
ate o instante t e fa^a com que Y represente o instante de chegada do trem. A 
variavel aleatoria de interesse e entao N(Y). Condicionando em Y, obtemos 

E[N(Y)\Y = t] = E[N(t)\Y = t] 

= E[N(t)] pela independencia de Y e N(t) 

= Xt ja que N(t) e Poisson com media A t 


Com isso, 


E[N(Y)\Y] = AY 


e o calculo das esperangas resulta em 

XT 

£[7V(Y)]=A£[y] = — 

Para obtermos Var(N(Y)), usamos a formula da variancia condicional: 
Var(7V(Y)| Y = t) = Var(A(0| Y = t) 

= Var(A(0) pela independencia 
= A t 


Assim, 


Var(A(Y)|Y) — AY 
E[N(Y)\Y] = XY 


Portanto, da formula da variancia condicional, 

Var(A(Y)) = E[XY] + Var(AY) 

+x iT 2 
- A 2 + A 12 

onde usamos o fato de que Var( Y) = 7^/12. ■ 

Exemplo 5p Variancia da soma de um numero aleatorio 
de variaveis aleatorias 

Seja X v X 2 uma sequencia de variaveis aleatorias independentes e identi- 
camente distribuidas, e suponha que N seja uma variavel aleatoria de valor 
inteiro nao negativo que e independente da sequencia X 0 i > 1. Para calcular 


Var 


(.14 


condicionamos em N: 

N 


E X 'I N 


i =i 
N 


= NE[X] 


Var E^ i|iV = 
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Obtemos o result ado anterior porque, dado N , J2^=i Xi ® justamente a soma de 
um numero fixo de variaveis aleatorias independentes. Por isso, sua esperanga e 
variancia sao justamente as somas das medias e variancias individuals, respecti- 
vamente. Portanto, da formula da variancia condicional, 

Var = £[^]Var(X) + (£[A]) 2 Var(N) 


7.6 ESPERANGA CONDICIONAL E PREDigAO 

As vezes, surge uma situagao em que o valor de uma variavel aleatoria X e ob- 
servado e entao, com base no valor observado, tenta-se prever o valor de uma 
segunda variavel aleatoria Y. Suponha que g(X ) represente o preditor; isto e, se 
X e observado como sendo igual a x , entao g(x) nos fornece uma predigao para 
o valor de Y. Claramente, queremos escolher g de forma que g(X) se aproxime 
de y. Um possivel criterio e escolher g de forma a minimizar E[(Y - g(X)) 2 ]. 
Mostramos agora que, de acordo com esse criterio, o melhor preditor possivel 
deYeg(Z) = E[Y\X\. 

Proposigao 6.1 

E[(Y-g(X)) 2 ]^E[(Y-E[Y\X]) 2 ] 


Demonstraqao 

E[(Y - g{X)f\X) = £[(Y - E[Y\X] + E[Y\X] - g(*)) 2 l*] 

= E[(Y - E[Y\X]) 2 \X] 

+ E[(E[Y\X] - g(*)) 2 |*] 

+ 2 E[(Y - E[Y\X])(E[Y\X] - g(X))\X] (6.!) 

Entretanto, dado X, £[ Y|.Y] - g(X), sendo uma fungao de X, pode ser trata- 
do como uma constante. Assim, 

E[(Y - E[Y\X])(E[Y\X] - g(X))|^] 

= (E[Y\X] - g(X))E[Y - E[Y\X]\X] 

= (E[Y\X] - g(A))(£[Y|X] - E[Y\X}) 

= 0 ( 6 . 2 ) 

Portanto, das Equagoes (6.1) e (6.2), obtemos 

E[{Y-g{X)f\X\ > E[(Y-E[Y\X\f\X] 


e o resultado desejado e obtido calculando-se as esperangas de ambos os 
lados da expressao anterior. □ 
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Observagao: Um segundo argumento, mais intuitivo porem menos rigo- 
roso, que pode ser usado para se verificar a Proposigao 6.1 e dado a seguir. E 
simples verificar que E[(Y - c ) 2 ] 6 minimizado em c = E[Y] (veja o Exercfcio 
Teorico 7.1). Assim, se queremos predizer o valor de Y quando nao dispomos 
de dados para isso, a melhor predigao possivel, no sentido de se minimizar o 
erro medio quadratico, e dizer que Y sera igual a sua media. Entretanto, se o 
valor da variavel aleatoria X e observado como sendo x, entao o problema da 
predigao permanece exatamente igual ao caso anterior (nao ha dados), com a 
excegao de que todas as probabilidades e esperangas estao agora condiciona- 
das ao evento X = x. Com isso, a melhor predigao nesta situagao e dizer que Y 
sera igual ao seu valor esperado condicional dado que X = x, o que estabelece 
a Proposigao 6.1. □ 

Exemplo 6a 

Suponha que o filho de um homem com altura x (em cm) atinge uma altura 
que e normalmente distribufda com media x + 2,54 e variancia 10,16. Qual e 
a melhor predigao da altura que o filho ira atingir se o seu pai tern 1,83 m de 
altura? 

Solugao Formalmente, este modelo pode ser escrito como 

Y = X + 2,54 + e 

onde e e uma variavel aleatoria normal, independente de X , com media 0 e 
variancia 10,16. As variaveis aleatorias X e Y representam, naturalmente, as 
alturas do pai e do filho, respectivamente. A melhor predigao E[Y\X = 183] e 
portanto igual a 

E[Y\X = 183] = E[X + 1 + e\X = 183] 

= 185,4 + E[e\X = 183] 

= 185,4 + E(e) pela independence 
= 185,4 □ 


Exemplo 6b 

Suponha que, se um sinal com valor s e enviado do ponto A, o valor recebido no 
ponto B seja normalmente distribufdo com parametros ( s , 1). Se 5, o valor do 
sinal enviado em A, e normalmente distribufdo com parametros (/x, cr 2 ), qual e a 
melhor estimativa para o sinal enviado se i?, o valor recebido em B , e igual a r? 


Solugao 


Comecemos calculando a densidade condicional de S dado R. Temos 


fs\R(s\r) = 


fs,R(s,r) 

fR(r) 

fs(s)fR\s(r\s) 

fRif) 

K e -(s-ii) 2 /2o 2 e -(r-s) 2 /2 
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onde K nao depende de s. Agora, 

=52 (i + 0"(^ + r ) s + Cl 


(s - fi) 2 (r - s ) 2 

/-i 


2 cr 2 


i + CT 2 

2 cr 2 

1 +a 2 

2 cr 2 


s 2 - 2 


V + *x 2 \ 

, 1 + - 2 / 


+ Cl 


s - 


(fi + ra 2 ) 
1 + cr 2 


+ Ci 


onde C x e C 2 nao dependem de 5 . Portanto, 


fs\R(s\r) = C exp 


S’ — 


(fj, + m 2 ) 

1 + <r 2 


-|2 


1 + cr 2 


onde C nao depende de s. Logo, podemos concluir que a distribuigao condicio- 
nal de 5 , o sinal enviado dado que r tenha sido recebido, e normal com media e 
variancia dadas agora por 


E[S\R = r\ = 


Var(S\R = r) — 


jJL + ra 2 
1 -ha 2 
a 2 

1 -ha 2 


Consequentemente, da Proposigao 6.1, dado que o valor recebido e r, a melhor 
estimativa para o valor enviado (no sentido de se minimizar o erro medio qua- 
dratico) e 


E[S\R = r] = 


1 + a 


rM + 


1 -j- cr 2 


Escrever a media condicional como acabamos de fazer e informativo, pois isso 
mostra que ela e igual a uma media ponderada de pt, o valor esperado do sinal 
a priori, e r, o valor recebido. Os pesos relativos dados a ^ e r tern entre si a 
mesma proporgao que 1 (a variancia condicional do sinal recebido quando s e 
enviado) tern para cr 2 (a variancia do sinal enviado). ■ 


Exemplo 6c 

No processamento digital de sinais, e necessario discretizar dados analogi¬ 
es X para se obter uma representagao digital. Para que isso seja feito, um 
conjunto crescente de numeros a 0 i = 0 , ± 1 , ± 2 ,..., tal que lim ^ = oo e 

i—> +oo 

lim at — — oo, e fixado, e os dados analogies sao entao discretizados de 

i—> —oo 
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acordo com o intervalo (a p a i+l ] no qual X esta contido. Vamos chamar de 
o valor discretizado de X E (a { , a i+1 ] e fazer com que Y represente o valor 
discretizado observado - isto e, 

y = y, se a,<X< a i+l 

A distribuigao de Y e dada por 

P\Y = y,} = F£a M ) = F x (a t ) 

Suponha agora que queiramos escolher os valores y if i = 0, ±1, ±2,... que 
minimizem E[(X - Y) 2 ], o valor esperado do erro medio quadratico entre os 
dados originais e sua versao discretizada. 

(a) Determine os valores otimos y i9 i = 0, ±1,.... 

Para a discretizagao otima Y, mostre que 

(b) E[Y] = E[X\, de forma que a discretizagao que minimiza o erro medio 
quadratico tambem preserve a media do sinal de entrada; 

(c) Var(Y) = Var(X) - E[(X~ Y) 2 ]. 

Solugao (a) Para qualquer discretizagao Y, obtemos, condicionando no valor 
de Y, 

E[(X - Y) 2 ] = J2 E i( X - yi) 2 \“i <X^ a i+i\P{ a i < x < a i+1 } 


Agora, se fizermos 

I — i, se a t < X < a i+1 

entao 

E[(X-y,) 2 \a t <X<a i+1 ] = E[(X-yf\I = i] 
e, pela proposigao 6.1, essa grandeza e minimizada quando 
Vi = E[X\I = i] 

= E[X\ai < X s a i+ x\ 

_ f a ‘ +1 xfx(x ) dx 
Jdi Fx(a i+ 1) - Fy(a,) 

Agora, como a discretizagao otima e dada por Y = \E\I\, obtemos 

(b) E[Y] = E[X\ 

(c) 

Var(X) = £[Var(A|/)] + Var(£[A|/]) 

= E[E[(X - y) 2 |/]] + Var(y) 

= E[(X - Y) 2 ) + Var(y) m 
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As vezes, acontece da distribuigao de probabilidade conjunta deZeY nao 
ser completamente conhecida; ou, se for conhecida, ela ser tal que o calculo de 
E[Y\X = x ] seja matematicamente intratavel. Se, no entanto, a media, a varian- 
cia e a correlagao de X e Y sao conhecidos, entao podemos pelo menos deter- 
minar o melhor preditor linear de Y com respeito a X. 

Para obter o melhor preditor linear de Y com respeito a X , precisamos es- 
colher atb que minimizem E[(Y- (a + bX)) 2 ]. Agora, 

E[(Y-(a + bX )) 2 ] = E[Y 2 - 2aY-2bXY + a 2 + 2abX + b 2 X 2 ] 

= E[Y 2 } -2aE[Y] -2bE[XY] + a 2 + 2abE[X] + b 2 E[X 2 ] 


Calculando as derivadas parciais, obtemos 

|-£[(Y - a- bX) 2 ] = -2 E[Y\ + 2a + 2bE[X] 
da 

4-£[(Y - a - bX ) 2 ] = —2 E[XY] + 2aE[X] + 2bE[X 2 ] 


(6.3) 


Igualando a zero as Equates (6.3) e resolvendo para a e b. obtemos 


b = 


E[XY] - E[X]E[Y] Cov(X,Y) 
E[X 2] - (£[Y])2 " 


= P— 


a = E[Y] - bE[X ] = E[Y] - 


pa y E[X] 


Ox 


(6.4) 


onde p = Correlaqao(A",Y), a 2 = Var(Y) e a 2 = Var(Z)- E facil verificar que 
os valores a e b da Equaqao (6.4) minimizam E[{Y -a- bX) 2 \, assim, o melhor 
preditor linear de Y com respeito a X (em termos do erro medio quadratico) e 

+ ^{X - Hx) 

Ox 


onde ix y = E[Y\ e fi x = E[X\. 

O erro medio quadratico desse preditor e dado por 



= e[(Y - My) 2 ] + P 2 ^z E [( X - Ex) 2 ] - 2 P^E[(Y - /Ay)(X - m*)] 
= a 2 + p 2 o 2 - 2p 2 o 2 

= Oy(l ~ P 2 ) 


Observamos da Equagao (6.5) que, se a correlagao p esta proxima de +1 ou 
-1, entao o erro medio quadratico do melhor preditor linear e aproximada- 
mente nulo. ■ 
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Exemplo 6d 

Um exemplo no qual a esperanga condicional de Y dado X e linear em X , e 
portanto no qual o melhor preditor linear de Y com respeito aleo melhor 
preditor possivel, e aquele em que XeY tern uma distribuigao normal bivaria- 
da. Pois, conforme mostrado no Exemplo 5c do Capitulo 6, nesse caso, 

E[Y\X = x] = n y + p —(x - /a x ) 

°x m 


7.7 FUNgOES GERATRIZES DE MOMENTOS 

As fungao geratriz de momentos M(t) da variavel aleatoria X e definida, para 
todos os valores reais de t , como 

M{t) = E[e tX ] 

T, e tx p(x) sele discreta com fun?ao de probabilidade p(x) 

X 

POO 

I e tx f(x) dx se X e contmua com fungao de densidade f(x) 


Chamamos M(t) de fungao geratriz de momentos porque todos os momentos 
de X podem ser obtidos com o calculo sucessivo da derivada de M(t) e entao 
com sua avaliagao em t = 0. Por exemplo, 


M'(t) = -E[e ,x ] 


= E [j,y 

= E[Xe tX ] 


(7.1) 


onde adotamos como legitima a hipotese da troca de ordem do calculo da deri¬ 
vada e da esperanga. Isto e, consideramos que 


d 

dt 


ye tx p(x) 




no caso discreto e 


no caso contfnuo. Essa hipotese pode ser quase sempre justificada e, de fato, e 
valida para todas as distribuigoes consideradas neste livro. Portanto, da Equa- 
gao (7.1), avaliada em t = 0, obtemos 

M'( 0) = E[X] 
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Similarmente, 


M "(t) = jM'(t) 

= W etX] 


= E 


(. Xe tx ) 


_dt 

= E[X 2 e tX \ 

Assim, 

M"( 0) = E[X 2 ] 

Em geral, a n-esima derivada de M(t) e dada por 

M n (t ) = Eire*] n > 1 

implicando que 

M n ( 0) = E[T] n > 1 

Agora computamos M(t) para algumas distributes comuns. 


Exemplo 7a Distribuigao binomial com parametros n e p 

Sele uma variavel aleatoria binomial com parametros n e p, entao 

M(0 = £[e rf ] 

=ii etk { n k) P k(x -p )n ~ k 

k= 0 ' ' 

=£ (£) 
k =0 ' ' 

= (pe ? + 1 - p)" 


onde a ultima igualdade resulta do teorema binomial. Calculando a derivada, 
obtemos 

M '(t) = n(pe + 1 - p) n l pe 

Assim, 


£[A] - Af '(0) = up 

Calculando a derivada segunda, obtemos 

M"(0 = «(rc- l)(pe + 1 - p) n2 (pe) 2 + n(/?e 4* 1 - p) n ~ l pe 


entao 


E[X 2 ] = M "(0) = n(n -1 )p 2 + np 
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A variancia de X e dada por 

Var(Z) = E[X 2 ] - (E[X]) 2 

= n(n — 1 )p 2 + np — n 2 p 2 
= np( 1 - p) 

o que verifica o resultado obtido anteriormente. ■ 


Exemplo 7b Distribuigao de Poisson com media A 

Se X e uma varidvel aleatoria de Poisson com parametro A, entao 

M(t) = E[e tX ) 

~ e tn e -\ k n 


°° (\pt\n 

- V - ^ 

“ An! 

n=0 

= e-V e< 

= exp{A(e r — 1)} 

Calculando a derivada, obtemos 

M'(t ) = Ae'exp{A(e'-1)} 

M"(0 = (Ae') 2 exp{A(e'-1)} + Ae'exp{A(e'- 1)} 


Assim, 

E[X] = M'(0) = A 
E[X 2 ] = M"( 0) = A 2 + A 
Var(Z) = £[A 2 ] - ( E[X]) 2 
= A 

Portanto, a media e a variancia de uma variavel aleatoria de Poisson sao 
iguaisaA. ■ 


Exemplo 7c Distribuigao exponential com parametro A 


M(t) = E[e tX ] 


r 

Jo 


e tx \e~ Xx dx 


roo 

= A / e - (K - ,)x dx 

Jo 


para t < A 
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Observamos dessa dedugao que, para a distribuigao exponencial, M(t) e definida 
apenas para valores de t menores que A. Calculando a derivada de M{t ), obtemos 


M\t) = 


(A - 0 2 


M"{i) = 


2A 


(A - 0 3 


Portanto. 


1 


E[X] - M'( 0) = - E[X 2 ] - M"( 0) = 


A2 


A variancia de X e dada por 

Var(A) = £[X 2 ] - (£[A]) 2 
1 

" A2 


Exemplo 7d Distribuigao normal 

Primeiro calculamos a fungao geratriz de momentos de uma variavel aleatoria 
normal padrao com parametros 0 e 1. Fazendo com que Z represente essa va¬ 
riavel aleatoria, temos 

M z (t) = E[e ,z ] 



Portanto, a fungao geratriz de momentos da variavel aleatoria normal padrao Z e 
dada por Mz(t) — e* 2 / 2 . Para obter a fungao geratriz de momentos de uma varia¬ 
vel aleatoria normal arbitraria, relembramos (veja a Segao 5.4) que X = p + crZ 
tera distribuigao normal com parametros p e <r 2 sempre que Z for uma variavel 
aleatoria normal padrao. Portanto, a fungao geratriz de momentos dessa variavel 
aleatoria e dada por 

M x it) = E[e tx ] 

= E[e t(fl+<rZ) ] 

= E[e tfl e larZ ] 

= e ttl E[e taZ ] 
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= e^Mzita) 


= exp 

Calculando a derivada, obtemos 
M' x (t ) = {fji + to 2 ) exp 


a 2 t 2 


+ /xr 


ah 2 


+ \it 


M x (t) = O + fa 2 ) 2 exp 


a 2 t 2 


+ lit > + <r exp 




+ /x* 


Assim 

£[*] = Af'(O) = /x 
E[X 2 ] = M\ 0) = fi 2 + a 2 

o que implica que 

Var(X) = E[X 2 ] - E([X]) 2 

= cx 2 m 

As Tabelas 71 e 72 fornecem as fungoes geratrizes de momentos de algu- 
mas distribuigdes discretas e contmuas comuns. 

Uma importante propriedade das fungoes geratrizes de momentos e a de 
que a fungao geratriz da soma de variaveis aleatorias independentes 6 igual ao 
produto das fungoes geratrizes individuais. Para provarmos isso, suponha que X 


Tabela 7.1 Distribuigao de probabilidade discreta 

Fungao de Fungao geratriz de 

probabilidade, p(x) momentos, M(t) Media Variancia 


Binomial com para- 
metros n,p; 

0 < 1 

- py~ 

x = 0 , 1,... ,n 

( pe l + 1 - p) n 

np 

np(l - p) 

Poisson com para- 
metro A > 0 

e A — 
x\ 

x = 0,1,2,... 

exp{A(e f — 1)} 

A 

A 

Geometrica com 
parametro 

0 < 1 

p( 1 - pY~ x 

pe l 

1 

1 - P 

ri 

II 

* 

1 - (1 - p)e‘ 

P 

p 2 

Binomial negativa 
com parametros r,p\ 

0 < p < 1 

0 - O' 1 ' 0 - pr ~ r 

pe l 1 

r 

r 

r(l - p) 

n = r, r + 1 ,... 

1 - (1 - p)e> 

P 

P 2 



Tabela 7.2 Distribuigao de probabilidade contfnua 



Fungao densidade de probabilidade, f(x) 

Fungao geratriz de 
momentos, M(t) Media 

Variancia 

Uniforme ao longo de 


1 


e tb _ e ta 

a 4- b 

ib - a) 2 

(a,b) 

fix) = ' 

-- a < x < b 

b — a 


t(b — a) 

2 

12 



0 caso contrario 





Exponencial com para- 

fix) = 

[ Ke~ Xx x > 0 


A 

1 

1 

metro A > 0 

o 

* 

A 

o 


A - t 

A 

A 2 

Gama com parametros 


Ae _A *(Ajt:) s_1 

/ 

A A y 

5 

s 

( 5 , A), A >0 

fix) = 

^ } X > 0 

r(s) 

( 

A - t) 

A 

A 2 



O 

X 

A 

o 





Normal com parametros 

(v,<r 2 ) 

fix) = J_ e -(*-rt 2 / 2 * 2 - OO < JC < oo 

V27TCT 

exp 

oh 2 1 

r + “l 


a 2 
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e Y sejam independentes e possuam fungoes geratrizes M x (t) e M Y (t ), respecti- 
vamente. Entao M x+Y (t), a fungao geratriz de X 4- Y, e dada por 

M x+ y(t) = E[e tiX+Y) ] 

= E[e tX e lY ] 

= E[e ,x ]E[e‘ Y ] 

= M x (t)M Y (t) 

onde a penultima igualdade resulta da Proposigao 4.1, ja que X eY sao inde¬ 
pendentes. 

Outro importante resultado e o de que a fungao geratriz de momentos de- 
termina unicamente a distribuigao. Isto e, se a fungao M x (t) existe e e finita em 
alguma regiao na vizinhanga de t = 0, entao a distribuigao de X e unicamente 
determinada. Por exemplo, se 

/1\ 10 

Mx(t) = M («* + 

entao resulta da Tabela 7.1 que X e uma variavel aleatoria binomial com para- 
metros 10 e i. 

Exemplo 7e 

Suponha que a fungao geratriz de uma variavel aleatoria X seja dada por 
M(t) = e 3 ^Qual e P{X = 0}? 

Solugao Vemos da Tabela 71 que M(t) = e 3(g * _1) e a fungao geratriz de uma 
variavel aleatoria de Poisson com media 3. Portanto, pela correspondence que 
existe entre as fungoes geratriz e distribuigao, X deve ser uma variavel aleatoria 
de Poisson com media 3. Assim, P{X = 0} = e~ 3 . □ 

Exemplo 7f Somas de variaveis aleatorias binomials independentes 

Se X e Y sao variaveis aleatorias binomiais independentes com parametros (h, 
p ) e ( m,p ), respectivamente, qual e a distribuigao de X + Y? 

Solugao A fungao geratriz de X + Y e dada por 

Mx+vit) = M x (t)M Y (t) = (pe 1 + 1 - p) n (pe f + 1 - p) m 
= (pe‘ + 1 - 

Entretanto, (pe + 1 - p) m+n 6 a fungao geratriz de momentos de uma variavel 
aleatoria binomial com parametros m + n e p. Assim, esta deve ser a distribui¬ 
gao de X + Y. □ 

Exemplo 7g Somas de variaveis aleatorias de Poisson independentes 

Calcule a distribuigao de X + Y quando X e Y sao variaveis aleatorias de Pois¬ 
son independentes com medias e A 2 , respectivamente. 
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Solugao 

Mx+yU) = ) 

= exp{Ai(e' - l)}exp{A 2 (e' - 1)} 

= exp{(Ai + A 2 )(e' - 1)} 

Portanto, X + Y tem uma distribuigao de Poisson com media A 1 + A 2> o que 
verifica o resultado dado no Exemplo 3e do Capftulo 6. ■ 


Exemplo 7h Somas de variaveis aleatorias normals independentes 

Mostre que, s eleF sao variaveis aleatorias normais independentes com res- 
pectivos parametros (/zi, a 2 ) e (/z 2 , a|), entao X 4- Y e normal com media /x 1 + 
fx 2 e variancia cr 2 + cr 2 . 


Solugao 


Mx+Y(t) = M x (t)My(t) 


— exp 


a 2 * 2 


1 


ah 2 1 

+ 

exp • 

2 + mt \ 


= exp 


(of + <r|)r 2 
2 


+ (Ml + 


que e a fungao geratriz de momentos de uma variavel aleatoria normal com 
media /z T + ju 2 e variancia a 2 + cr 2 . O resultado desejado e obtido porque a 
fungao geratriz determina unicamente a fungao de distribuigao. ■ 

Exemplo 7i 

Compute a fungao geratriz de momentos de uma variavel aleatoria qui-quadra- 
do com n graus de liberdade. 

Solugao Podemos representar essa variavel aleatoria como 

l\ + • • • + Z 2 

onde Z,,..., Z n sao variaveis aleatorias normais padrao independentes. Seja M(t) 
sua fungao geratriz de momentos. Entao, pelo desenvolvimento anterior, 

M(t) = (E[e ,z2 ]f 

onde Z e uma variavel aleatoria normal padrao. Agora, 

E[e tz2 ] = -L f°° e tx2 e~ x2/2 dx 
v 2 tt J —oo 

= \ _ f e - * 2 / 2 " 2 dx onde a 2 = (1 — 2 t) _i 

y/2^ J-oo 

= a 

= (1 - 2 f )“ 1/2 
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onde a penultima igualdade usa o fato de que a integral de uma fungao densi- 
dade normal com media 0 e variancia cr 2 e igual a 1. Portanto, 

M(t) = (1-2 t)~ nl2 m 


Exemplo 7j Fun^ao geratriz de momentos da soma de um numero 
aleatorio de variaveis aleatorias 

Seja X v X 2i ... uma sequencia de variaveis aleatorias independentes e identi- 
camente distribuidas, e suponha que N seja uma variavel aleatoria de valor 
inteiro nao negativo independente da sequencia X,i> 1. Queremos calcular a 
fungao geratriz de momentos de 

N 

i= 1 


(No Exemplo 5d, a variavel Y foi interpretada como a quantidade de dinheiro 
gasta em uma loja em um dado dia quando tanto a quantia gasta por um cliente 
quanto o numero de clientes eram variaveis aleatorias.) 

Para calcular a fungao geratriz de momentos de Y , primeiro condicionamos 
em N da seguinte maneira: 


E 


exp 


t 


N 


E* 


N = n 

= E 

exp 

‘Ex 

1 


= E 

exp < 

[ n 

H 


= [M x (t)] n 


onde 

M x (t) = E[e tX ‘] 

Portanto, 

E[e‘ Y \N] = (M x (t)) N 

Assim, 

M Y (t) = E[(M x (t)) N ] 

Os momentos de Y podem agora ser obtidos com o calculo das derivadas: 
M' Y (t) = E[N(M x (t)f- l M' x ( t )} 
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Assim, 

E[Y] - My(0) 

= £[iV(M Ar (0)) A/ " 1 M^(0)] 

= E[NEX] 

= E[N]E[X] (7.2) 

o que verifica o resultado do Exemplo 5d (nesse ultimo conjunto de igualdades, 
usamos o fato que M x ( 0) = E[e ox ] = 1). 

Tambem, 

M" y (t) = E[N(N- l)(M x (t)) N ~\M' x (t )) 2 + N(M x (t)) N ~'M" x (t)] 

entao 

E[Y 2 ] = My(0) 

= E[N(N - 1)(£[X]) 2 + NE[X 2 ]] 

= (E[X]) 2 (E[N 2 } - E[N]) + E[N]E[X 2 ] 

= £[iV](£[* 2 ] - (E[X]f) + (E[X]) 2 E[N 2 ] 

= £[7V]Var(^f) + (E[X]) 2 E[N 2 ] ( 73 ) 

Portanto, das Equates (7.2) e (7.3), temos 

Var(7) = £[Af]Var(X) + (E[X}) 2 (E[N 2 } - (£[7V]) 2 ) 

= £[AqVar(AT) + (£[X]) 2 Var(iV) H 


Exemplo 7k 

Suponha que Y represente uma variavel aleatoria uniforme no intervalo (0,1) 
e que, dado que Y = p, a variavel aleatoria X tenha uma distribuigao binomial 
com parametros ntp. No Exemplo 5k, mostramos que X tern a mesma proba- 
bilidade de assumir qualquer um dos valores 0,1,..., n. Demonstre esse resulta¬ 
do usando fungoes geratrizes de momentos. 

Soluqao Para calcular a fungao geratriz de X , comece condicionando no valor 
de y. Usando a formula para a fungao geratriz de momentos binomial, obtemos 

E[e‘ x \Y = p] = (pe + 1 -pf 

Agora, Y e uniforme em (0,1). Caleulando as esperangas, obtemos 

E[e tX ] = f (pe 1f + 1 - p) n dp 
Jo 

1 f e ‘ 

=- / y n dy (pela substituigao y = pe 1 + 1 — p) 

e l - 1 Ji 

1 e t(n+ 1) _ i 

n + 1 e* — 1 

= —(1 + e l + e 2 ' + ■ • • + e nt ) 
n -hi 
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Como esta e a fungao geratriz de momentos de uma variavel aleatoria que tem 
a mesma probabilidade de assumir qualquer um dos valores 0,1,..., n , o resulta- 
do desejado e obtido do fato de que a fungao geratriz de uma variavel aleatoria 
determina unicamente a sua distribuigao. □ 

7.7.1 Fungoes geratrizes de momentos conjuntas 

Tambem e possfvel definir a fungao geratriz de momentos conjunta de duas 
ou mais variaveis aleatorias. Isso e feito da seguinte maneira: para quaisquer n 
variaveis aleatorias X v ..., X n , a fungao geratriz conjunta, M(q,..., t n ) e definida, 
para todos os valores reais de q,..., t n , como 

M(ty n ) = E[e hX1 + • • ■ +t " x " ] 

As fungoes geratrizes de momentos individuals podem ser obtidas de 
t n ) fazendo com que todos os V s exceto um sejam iguais a zero. Isto e, 

M Xi (t) = E[e tx ‘] = M( 0,.... 0, r, 0,.... 0) 
onde t esta na r-esima posigao. 

Pode-se demonstrar (embora a demonstragao seja muito avangada para este 
texto) que a fungao geratriz conjunta M(t v ...,t n ) determina unicamente a distri- 
buigao conjunta de X ]v .., X n . Esse resultado pode entao ser usado para provar 
que as n variaveis aleatorias X v ...,X n sao independentes se e somente se 

M(fi ,.. ., tn) = MXi (h) * * * Mx n (tn) (74) 

Para a demonstragao em uma diregao, se as n variaveis aleatorias sao indepen¬ 
dentes, entao 

M(t\ = £[e (<lXl+ ' ■ ■ +< " A '' l) ] 

= E[e hXl ■ ■ ■ e‘ nXn ] 

= E[e txXl ~\ ■ ■ ■ E[e‘ nXn ] pela independence 
= M Xl (h) ■ ■■M Xn (t „) 

Para a demonstragao na outra diregao, se a Equagao (7.4) e satisfeita, entao a 
fungao geratriz de momentos conjunta M(/ lv .., t n ) e igual a fungao geratriz con¬ 
junta de n variaveis aleatorias independentes, com a z-esima dessas variaveis 
possuindo a mesma distribuigao de X t . Como a fungao geratriz de momentos 
conjunta determina unicamente a distribuigao conjunta, esta e a fungao que 
procuramos; portanto, as variaveis aleatorias sao independentes. 

Exemplo 71 

Sejam X eY variaveis aleatorias normais independentes, cada uma com media 
\x e variancia a 2 . No Exemplo 7a do Capitulo 6, mostramos que X + Y c X-Y 
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sao independentes. Vamos agora obter esse resultado calculando sua fungao 
geratriz de momentos conjunta: 

gy e t{X+Y)+s(X-Y)^ _ j?^ e (t+s)X+{t-s)Y^ 

= E[e (t+s)X ]E[e (t ~ s)Y ] 

— e IJ.(t+s)+a 2 (t+s) 2 /2 e n(t-s)+a 2 (l-s) 2 /2 

Mas reconhecemos a expressao anterior como a fungao geratriz de momentos 
conjunta da soma de uma variavel aleatoria normal com media 2/x e variancia 
2cr 2 e uma variavel aleatoria normal independente com media 0 e variancia 2<x 2 . 
Como a fungao geratriz conjunta determina unicamente a fungao distribuigao 
conjunta, temos como resultado que X 4- Y e X - Y sao variaveis aleatorias 
normais independentes. ■ 

No proximo exemplo, usamos a fungao geratriz de momentos conjunta para 
verificar um resultado que foi obtido no Exemplo 2b do Capitulo 6. 

Exemplo 7m 

Suponha que o numero de eventos ocorridos seja uma variavel aleatoria de 
Poisson com media A, e que cada evento seja contado independentemente com 
probabilidade p. Mostre que o numero de eventos contados e o numero de 
eventos nao contados sao variaveis aleatorias de Poisson com respectivas me- 
dias A p e A(1 -p). 

Soluqao Suponha que X represente o numero total de eventos e que X c de¬ 
note o numero de eventos contados. Para calcular a fungao geratriz conjunta 
de X c , o numero de eventos contados, edeZ- X c , o numero de eventos nao 
contados, comece condicionando em X para obter 

E ^x c +t (X-Xc)\ X = n ] _ e m E[e (s - t)X ‘\X = n] 

= e ln (pe s ~ t + 1 - p) n 
= ( pe? + (1 - p)e‘) n 

que procede porque, dado que X = n,X c 6 uma variavel aleatoria binomial com 
parametros nep. Portanto, 

E ^X c +t(X-X c )\x] _ (pgS + (1 _ p)e t)X 

Calculando as esperangas de ambos os lados dessa equagao, obtemos 
E pXc+t(X-Xc )] = E[(pe s + (1 _ 

Agora, como X e Poisson com media A, tem-se que E[e tX ] = Portanto, 

para qualquer valor a positivo, vemos (fazendo a — e) que E[a x ] — Logo, 

£^X c +t(X-X c )-\ _ e A(pe ! +(l-p)e'-l) 

_ e Ap(e 5 -l) e A(l-p)(e'-l) 
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Como a expressao anterior e a fungao geratriz conjunta de variaveis aleatorias 
de Poisson com respectivas medias Xp e A(1 -/?), o resultado esta provado. ■ 


7.8 PROPRIEDADES ADICIONAIS DAS 
VARIAVEIS ALEATORIAS NORMAIS 

7.8.1 A distribui^ao normal multivariada 

Sejam Z lv .., Z n um conjunto de n variaveis aleatorias normais padrao indepen- 
dentes. Se, para algumas constantes a ijy 1 < i < m, 1 < j < n, e jx., 1 < i < ra, 

X\ = a\\Z\ + * * * + d\ n Z n + Mi 
^2 = ^21^1 + • ’ ’ + d2 n Z n + M2 


Xi — Z\ + • • • + ai n Z n -f- Mi 


X m — ^ml^l + • * * + ClmnZtn H" Mm 

diz-se que as variaveis aleatorias X v ...,X m possuem uma distribuigao normal 
multivariada. 

Como a soma de variaveis aleatorias independentes tambem e uma varia- 
vel aleatoria normal, tem-se que cada X i e uma variavel aleatoria normal com 
media e variancia dadas, respectivamente, por 

E[Xt\ = Mi 

n 

Var (Xi) = 

/=l 


Vamos agora considerar 

= £[exp{^, +... + t m X m )] 

que e a fungao geratriz de momentos conjunta de X v ..., X m . A primeira coisa 

m 

a ser notada e que, como £ kXi e ela propria uma combinagao linear das va- 

i=i 

riaveis aleatorias normais independentes Z lv .., Z n , ela tambem e normalmente 
distribuida. Sua media e variancia sao 



m 

X/'W 

i =1 


£ 
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e 


( m 

Var ( E^< 


= Cov 


^ m m ^ 

E^E^j 

\ i= i /=1 / 


m m 

= EE ^' Cov(Z '’^ ) 

<=1 ;=i 


Agora, se Y e uma variavel aleatoria normal com media /x e variancia cr 2 , entao 


£[^ y ] = My{t)\t=\ 


O li+o 2 jl 


Assim, 


= exp 


m i m m 

£>w + ,EE^ Cov ^^/) 


i=l 


f=i ;=i 


o que mostra que a distribuigao conjunta de X v ...,X m 6 completamente determi- 
nada a partir do conhecimento dos valores de E[X] e Cov(^,, X y ), ij = 1,..., m. 

Pode-se mostrar que, quando m = 2, a distribuigao normal multivariada se 
reduz ao caso particular de uma distribui^ao normal bivariada. 


Exemplo 8a 

Determine P(X < Y) para as variaveis aleatorias normais bivariadas IeY com 
parametros 

,x x = E[X], Iiy = E[Y], ol = Var(Z), a) = Var(Y), p = Corr(Z, Y) 

Soluqao Como X-Y 6 normal com media 

E[X- Y] = p x - /x, 

e variancia 

Var(Z - Y) = Var(Z) + Var(-Y) + 2Cov(Z,-Y) 

= cr x + Oy - 2 pa x Oy 


obtemos 

P{X < Y) = P[X - Y < 0} 


= P 


= <!>/ 


X - Y - (At, - #*y) 


(px Py) 




o* + a y 


IpOxOy ^ 


+ a y 


2 _ 


2pCF x Cfy 


jXy 


Px 


i a x + °y 


2po x Oy 
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Exemplo 8b 

Suponha que a distribuigao condicional de X dado que © = 6 seja normal com 
media 0 e variancia 1. Suponha tambem que © seja uma variavel aleatoria nor¬ 
mal com media /x e variancia a 2 . Determine a distribuigao condicional de © 
dado que X — x. 

Soluqao Em vez de usar e simplificar a formula de Bayes, vamos solucionar 
este problema primeiro mostrando que X, © possui uma distribuigao normal 
bivariada. Para fazer isso, note que a fungao densidade conjunta de X, 0 pode 
ser escrita como 


onde fx\e(x\0) e uma fungao densidade normal com media 6 e variancia 1. 
Entretanto, se Z for uma variavel aleatoria normal padrao independente de 
0, entao a distribuigao condicional de Z 4- © dado que 0 = 0 tambem sera 
normal com media 6 e variancia 1. Consequentemente, a densidade conjunta 
de Z + 0, © e igual aquela de X, 0. Como a primeira densidade conjunta e 
claramente normal bivariada (ja que Z + © e © sao combinagoes lineares das 
variaveis aleatorias normais independentes Z e ©), resulta que X, 0 possui 
distribuigao normal bivariada. Agora, 

E[X] = E[Z + @] = p 
Var(X) = Var(Z + 0) = 1 + a 2 


p — Corr(X, 0) 

= Corr(Z + 0,0) 
Cov(Z + 0,0) 

“ VVar(Z + 0)Var(0) 
o 

Vl -f cr 2 


Como X, 0 possui distribuigao normal bivariada, a distribuigao condicional de 
0, dado que X = x, e normal com media 


E[e\X = x] = E[&] + p 1 


= M + 


1 + o 


/ Var(0) 
Var(X) 

(x - fl) 


(x - E[X]) 


Yar(0|X =x)= Var(0)(l - p 2 ) 


1 + a 2 


e variancia 
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7.8.2 A distribuigao conjunta da media amostral e da variancia amostral 

Sejam X v ...,X n variaveis aleatorias normais independentes, cada uma com me- 

2 _ n 

dia /x e variancia a\ Suponha que X = £ Xi/n represente a sua media amos- 

i—l 

tral. Como a soma de variaveis aleatorias normais independentes tambem e 
uma variavel aleatoria normal, resulta que X e uma variavel aleatoria normal 
com valor esperado fi e variancia cr 2 In (veja os Exemplos 2c e 4a). 

Agora, lembre do Exemplo 4e que 

Co v(X,Xi -X)=Q, i = 1,... ,n (8.1) 

Alem disso,note que,como X,X x — X,X 2 — X,.„,X n - X sao todas combinagoes 
lineares das variaveis aleatorias normais padrao (X i - /x)/cr, i = 1,..., n, resulta que 
X , X t - XJ = 1,..., n possui uma distribuigao conjunta que e normal multivariada. 
Se Y e uma variavel aleatoria normal com media ijl e variancia a 2 In independente 
de X t , i - 1,..., n, entao y, X- — X,i = 1,..., tambem possui distribuigao multi¬ 
variada normal e, de fato, por causa da Equagao (8.1), possui os mesmos valores 
esperados e covariancias das variaveis aleatorias X, X t - X , i = l,...,/i. Mas, como 
uma distribuigao normal multivariada e completamente determinada por seus va¬ 
lores esperados e covariancias, resulta que 7, X { - XJ= 1,..., n e Jf, - XJ = 
1,...,« possuem a mesma distribuigao conjunta. Isso mostra que X e independente 
da sequencia de desvios X i - XJ = 1,..., n. 

Como X e independente da sequencia de desvios X { — X, i = 1,..., n, ela 

n _ 

tambem e independente da variancia amostral S 2 = J](X; — X) 2 /(n — 1). 

— i=l 2 

Como ja sabemos que X e normal com media /ut e variancia a In , resta so- 

mente determinar a distribuigao de S 2 . Para fazer isso, lembre-se, do Exemplo 4a, 
da identidade algebrica 

n 

0 n - 1)S 2 = - X) 2 

i =1 
n 

= - M) 2 - n(X - m) 2 

i= 1 


Dividindo a equagao anterior por a 2 , obtemos 


(n - 1 )S 2 



( 8 . 2 ) 


Agora, 


1=1 V 


2 


e a soma dos quadrados de n variaveis aleatorias normais padrao, e com isso 
e uma variavel aleatoria qui-quadrado com n graus de liberdade. Portanto, 
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do Exemplo 7i, sua fungao geratriz de momentos e (1 - 2t) ni2 , Alem disso, 
como 



e o quadrado de uma variavel aleatoria normal, ela e uma variavel aleatoria 
qui-quadrado com 1 grau de liberdade, e portanto possui fungao geratriz de 
momentos (1 - 2t ) _1/2 . Vale notar que vimos anteriormente que as duas varia- 
veis aleatorias no lado esquerdo da Equagao (8.2) sao independentes. Portanto, 
como a fungao geratriz da soma de variaveis aleatorias independentes e igual 
ao produto de suas fungoes geratrizes individuais, temos 

E[e ,(n ~ 1)s2/a2 ]a - 21)~ 1/2 = (1 - 2t)~ n/2 


ou 

£ [ e r(«-l)S 2 /tr 2 ] = (1 _ 2 f )-(«-D / 2 

Mas como (1 - 2?)" ( " _1)/2 e a fungao geratriz de momentos de uma variavel alea- 
toria qui-quadrado com n - 1 graus de liberdade, podemos concluir, como a 
fungao geratriz determina unicamente a distribuigao da variavel aleatoria, que 
tal expressao e a distribuigao de (n - 1 )S 2 /cr 2 . 

Em resumo, mostramos o seguinte. 

Proposigao 8.1 Se X v ..., X n sao variaveis aleatorias normais independentes 
e identicamente distribuidas com media fi e variancia cr 2 , entao a media amos- 
tral X e a variancia amostral S 2 sao independentes. X e uma variavel aleatoria 
normal com media /x e variancia cr 2 ln\ ( n - l)S 2 /cr 2 e uma variavel aleatoria qui- 
quadrado com n- 1 graus de liberdade. 


7.9 DEFINigAO GERAL DE ESPERAN^A 

Ate agora, definimos esperangas apenas para variaveis aleatorias discretas e 
contmuas. Entretanto, existem variaveis aleatorias que nao sao nem discretas, 
nem contmuas, mas que, ainda assim, podem possuir esperanga. Como exem¬ 
plo de variavel aleatoria com essas caracteristicas, vamos supor que X seja 
uma variavel aleatoria de Bernoulli com parametro p = 1, e que Y seja uma 
variavel aleatoria uniformemente distribuida no intervalo [0,1]. Alem disso, 
suponhamos que X e Y sejam independentes e definamos a nova variavel 
aleatoria W como 


W = 


X s& X ~1 
Y se X ± 1 


Claramente, W nao e nem discreta (ja que seu conjunto de valores possiveis, 
[0,1], e incontavel),nem continua (ja que P{W = 1} = 1). 
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Para definir a esperanga de uma variavel aleatoria arbitraria, e necessdrio co- 
nhecer a integral de Stieltjes. Antes de defini-la, vamos lembrar que, para qual- 
quer fungao g, a integral g(x) dx e definida como 

rb n 

/ g(x) dx = lim £g(xi)(xi - x,-_i) 

Ja i=l 


onde o limite e assumido em todo a = x 0 < x,... < x n = b com n->oo, e onde 
max (x; x/_i)-^0. 

Para qualquer fungao distribuigao F, definimos a integral de Stieltjes da 
fungao g nao negativa no intervalo [ a , 6] como 

/ g(x)dF(x) = lim^g(x/)[F(x/) - F(*,_i)] 

Ja i=i 


onde, como antes, o limite e assumido em todo a = x 0 < x t ... <x n = b com >oo 
e onde max (x* — x,-_i)-»0. Alem disso, definimos a integral de Stieltjes ao 

longo de toda a reta real como 


/ oo 

g(x) dF(x) = 

-oo 


lim f g(x) dF{x) 
a—> — oo Ja 
+ oo 


Finalmente, se g nao e uma fungao nao negativa, definimos g + e g como 


g + (*) = 


g(x) 

0 


g (x) = 



seg(x) ^ 0 
seg(x) < 0 

seg(x) > 0 
seg(x) < 0 


Comog(x) = g + (x) -g (x)eg + eg sao ambas fungoes nao negativas,e natural 
definir 



dF(x) = 



g + (x)dF(x) - 



g (x)dF(x) 


edizemosque fY g(x) dF(x)existc desde que f^° 00 g + (x) dF(x)e JY g~ (x) dF{x) 
nao sejam ambas iguais a +<». 

SeZe uma variavel aleatoria arbitraria com fungao distribuigao cumulati- 
va F, definimos o valor esperado de X como 


'W-JC 


x dF(x) 


(9.1) 


Pode-semostrar que,seZe uma variavel aleatoria discreta com fungao de pro- 
babilidade p(x), entao 


/ oo 

xdF(x) 

-oo 


= y x pw 

x:p(x)>0 
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Por outro lado, se X e uma variavel aleatoria contmua com fungao densidade 
/(*), entao 

/ oo noo 

xdF(x) = / xf(x ) dx 
-oo J— 00 

O leitor deve observar que a Equaga° (9.1) leva a uma definigao intuitiva 
de E[X\; considere a soma aproximada 

n 

- F(x,_i)] 

!=1 

de £[J£]. Como F(x i ) - e justamente a probabilidade de que X esteja 

no intervalo (x ( _ v x], a soma aproximada multiplica o valor aproximado de X 
quando ele esta no intervalo (x M ,jq] pela probabilidade de que ele esteja nesse 
intervalo e entao soma esse valores ao longo de todos os intervalos. Claramen- 
te, como os intervalos se tornam cada vez menores em tamanho, obtemos o 
“valor esperado” de X. 

As integrals de Stieltjes sao principalmente de interesse teorico porque re- 
sultam em uma maneira compacta de se definir e de se trabalhar com as proprie- 
dades da esperan^a. Por exemplo, o uso das integrals de Stieltjes evita a necessi- 
dade de se fornecerem enunciados e demonstrates de teoremas separados para 
os casos continuos e discretos. Entretanto, suas propriedades sao basicamente 
iguais as das integrals ordinarias, e todas as provas apresentadas neste capitulo 
podem ser facilmente traduzidas em demonstrates no caso geral. 


RESUMO 

Se Je Y tern funto de probabilidade conjunta p(x,y ), entao 

E[g(X, Y)] = 'jTg(x,y)p(x,y) 
y x 

Por outro lado, se elas tern funto densidade conjunta f(x,y), entao 

/ oo noO 

/ g(x,y)f(x,y)dxdy 
-oo J —oo 

Uma consequencia das equates anteriores e que 

E[X + Y] - E[X] + E[Y] 

que e generalizada para 


e =E^-] 

_i =1 _ i=l 


A covaridncia entre as variaveis aleatorias X e Y e dada por 

Cov(X, Y) = E[(X-E[X])(Y-E[Y])] = E[XY] - E[X\E[Y\ 
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Uma identidade util e 


n m 


Cov E*’E y / = EE Cov(X[, Yj) 


i =1 7=1 


i =1 7=1 


Quando « = = 7 = 1,..., rc, a formula anterior resulta em 

Var (l>i = E v "«> + 2EE c ° v ®> 3 '/> 


J =1 


i=l 




A correlagao entre IeY, escrita como p(X, Y), e definida como 

Cow(X, Y ) 

p(X, Y) = , = 

VVar(A)VarfY) 

Se X e Y sao variaveis aleatorias conjuntamente discretas, entao o valor espera- 
do condicional de X , dado que Y = y, e definido como 

E[X\Y = y] = Y^x p \ x = X \ Y =y\ 

X 

Se X e Y sao variaveis aleatorias conjuntamente contmuas, entao 

/ oo 

xfx\y(x\y) 

-oo 


onde 

f , . . f(x,y ) 

/w< * w = frw 

e a fungao densidade de probabilidade condicional de X dado que Y = y. Espe- 
rangas conditional, que sao similares a esperangas comuns exceto pelo fato de 
agora todas as probabilidades serem calculadas tendo como condigao a ocorren- 
cia do evento Y = y, satisfazem todas a propriedades das esperangas comuns. 

Seja E[X\Y] a fungao de Y cujo valor em Y = y e E[X\Y = y]. Uma identi¬ 
dade muito util e 


E[X] = E[E[X\Y\\ 

No caso de variaveis aleatorias discretas, essa equagao reduz-se a identidade 

E[X] = J2 E [x\Y = y]P{Y = y) 

y 


/ oo 

E[X\Y = y]f Y (y) 

-OO 


e, no caso contmuo, a 
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As equagoes anteriores podem ser muitas vezes aplicadas para se obter E[X] co- 
locando-se algum tipo de “condigao” no valor de alguma outra variavel aleatoria 
Y. Alem disso, ja que, para qualquer evento A, P(A) = E[I A ], onde I A e igual a 1 
se A ocorrer e 0 caso contrario, podemos usar as mesmas equates para calcular 
probabilidades. 

A variancia condicional de X , dado que Y = y, e definida como 

Var (X\Y = y) = E[(X-E[X\Y = y]) 2 | Y = y] 

Seja Var(A| Y) a fungao de Y cujo valor em Y = y 6 Var(A| Y = y ). A formula a 
seguir e conhecida como a variancia condicional : 


Var(JT) = £[Var(Z|Y)] + Var(£[Z|Y]) 

Suponha que a variavel aleatoria X seja observada e, com base em seu valor, o 
valor da variavel aleatoria Y deva ser predito. Ocorre que, em tal situa^ao, entre 
todos os preditores possfveis, £[T|X| possui a menor esperanga do quadrado da 
diferenga com Y. 

Afunqao geratriz de momentos da variavel aleatoria X e definida como 

M(t) = E[e tx ] 


Os momentos de X podem ser obtidos sucessivamente pelo calculo das deri- 
vadas de M(t) e em seguida com a avaliagao das expressoes obtidas em / = 0. 
Especificamente, temos 


d n 

^ = dfn m) 


n = 1,2,. 


t =o 


Dois resultados uteis a respeito de fungoes geratrizes de momentos sao, pri- 
meiro, que a fungao geratriz determina unicamente a fungao distribuigao da 
variavel aleatoria, e, segundo, que a fungao geratriz da soma de duas variaveis 
aleatorias independentes e igual ao produto de suas fungoes geratrizes indi¬ 
vidual. Esses resultados levam as demonstragoes simples de que a soma de 
variaveis aleatorias normais (ou de Poisson, gama) independentes tambem e 
uma variavel aleatoria normal (ou de Poisson, gama). 

Se X v .., X m sao combinagoes lineares de um conjunto finito de variaveis 
aleatorias normais independentes padrao, diz-se que elas possuem distribuigao 
normal multivariada. Sua distribuigao conjunta e especificada pelos valores de 
E[X l ]Xov(X,X J )jJ=l^m. 

Se X v .„,X n sao variaveis aleatorias normais independentes e identicamen- 
te distribuidas, entao sua media amostral 


i =1 


Xi 


e sua variancia amostral 


n 

52 = E 


{Xi - X) 2 


i =1 


n — 1 
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sao independentes. A media amostral X e uma variavel aleatoria normal com 
media /x e variancia <x 2 /n; a variavel aleatoria (n - 1)S 2 I<j 2 e qui-quadrado com 
n -1 graus de liberdade. 


PROBLEMAS 


7.1 Uma apostadora joga simultaneamente 
uma moeda e um dado honestos. Se a 
moeda der cara, ela entao ganha o dobro 
do valor que aparecer no dado; se der co- 
roa, ela ganha a metade. Determine seus 
ganhos esperados. 

7.2 O jogo de Detetive envolve 6 suspeitos, 
6 armas e 9 salas. Um item de cada con- 
junto e sorteado e o objetivo do jogo e 
descobrir quais sao esses itens. 

(a) Quantas solutes sao possiveis? 

Em uma versao do jogo, faz-se o sorteio 
e entao cada um dos jogadores recebe 
aleatoriamente tres das cartas restan- 
tes. Sejam S, W e R, respectivamente, os 
numeros de suspeitos, armas e salas no 
conjunto de tres cartas distribmdas a 
um jogador especifico. Alem disso, su- 
ponha que X represente o numero de 
solu^oes possiveis apos o jogador ob- 
servar as tres cartas que recebeu. 

(b) Escreva X em termos de S, W e R. 

(c) Determine E[X\. 

7.3 Tem-se apostas independentes, cada uma 
delas resultando em uma igual probabili- 
dade de que o apostador ganhe ou perca 
1 unidade. Suponha que W represente o 
ganho liquido de um apostador cuja es- 
trategia consiste em parar de apostar logo 
apos a sua primeira vitoria. Determine 

(a) P{W>0} 

(b) / 5 {W<0) 

(c) E[W] 

7.4 Se X e Y tern fumjao densidade conjunta 

XY ( X y) = \ 1/y ’ se 0 < y ?}’ 0 < x < y 

caso contrano 

determine: 

(a) E[XY] 

(b) E[X\ 

(c) E[Y\ 

7.5 O hospital municipal esta localizado no 
centro de um quadrado cujos lados tern 


3 km de extensao. Se um acidente ocorrer 
no interior desse quadrado, entao o hos¬ 
pital envia uma ambulancia. A disposigao 
das ruas e retangular, entao a distancia de 
viagem do hospital, que esta nas coorde- 
nadas (0,0), ao ponto (x,y) e |x| + \y\. Se 
um acidente ocorre em um ponto unifor- 
memente distribuido no interior do qua¬ 
drado, determine a distancia de viagem 
esperada da ambulancia. 

7.6 Um dado honesto e rolado 10 vezes. Cal- 
cule a soma esperada das 10 jogadas. 

7.7 Suponha que A e B escolham aleatoria 
e independentemente 3 objetos em um 
conjunto de 10. Determine o numero es- 
perado de objetos; 

(a) escolhidos simultaneamente por A e B\ 

(b) nao escolhidos nem por A , nem por B\ 

(c) escolhidos por exatamente um de A 
eB. 

7.8 N pessoas chegam separadamente em 
um jantar de negocios. Ao chegar, cada 
pessoa olha para ver se tern amigos entre 
aqueles presentes. Aquela pessoa entao 
se senta ou na mesa de um amigo, ou em 
uma mesa desocupada caso nenhuma das 
pessoas presentes seja seu amigo. Supon- 

do que cada um dos ^ ^ ^ pares de pes¬ 
soas seja, independentemente, um par de 
amigos com probabilidade p, determine o 
numero esperado de mesas ocupadas. 
Dica : Considere X t igual a 1 ou 0, depen- 
dendo da j-esima pessoa sentar-se ou nao 
em uma mesa desocupada. 

7.9 Um total de n bolas numeradas delane 
colocado em n urnas (tambem numeradas 
de 1 a n) de forma tal que a bola / tenha 
igual probabilidade de ir para qualquer 
urna 1,2,..., i. Determine: 

(a) o numero esperado de urnas vazias; 

(b) a probabilidade de que nenhuma das 
urnas esteja vazia. 
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7.10 Considere 3 tentativas com mesma pro¬ 
babilidade de sucesso. Suponha que X 
represente o numero total de sucessos 
nessas tentativas. Se E[X | = 1,8, qual e 

(a) o maior valor possfvel de P{X = 3}? 

(b) o menor valor possfvel de P\X = 3}? 
Em ambos os casos, construa um cenario 
de probabilidades que resulte em P{X - 3} 
possuir o valor declarado. 

Dica : Para a letra (b), voce deve comegar 
fazendo com que U seja uma variavel alea- 
toria uniforme em (0,1) e depois definindo 
as tentativas em termos do valor de U . 

7.11 Considere n jogadas independentes de 
uma moeda com probabilidade p de dar 
cara. Digamos que uma inversao ocorra 
sempre que um resultado difira daquele 
que o precede. Por exemplo, se n = 5 e 
o resultado e HHTHT{ sendo H cara e T 
coroa), entao ha 3 inversoes. Determine o 
valor esperado de inversoes. 

Dica : Expresse o numero de inversoes 
como a soma de n - 1 variaveis aleatorias 
de Bernoulli. 

7.12 Alinha-se aleatoriamente um grupo de n 
homens e n mulheres. 

(a) Determine o numero esperado de ho- 
mens que tern uma mulher ao seu lado. 

(b) Repita a letra (a), mas agora supondo 
que o grupo esteja sentado aleatoria¬ 
mente em uma mesa redonda. 

7.13 Um conjunto de 1000 cartas numeradas 
de 1 a 1000 e distribufdo aleatoriamente 
entre 1000 pessoas, com cada uma delas 
recebendo uma carta. Calcule o numero 
esperado de pessoas cuja idade e igual ao 
numero marcado na carta que recebeu. 

7.14 Uma urna tern m bolas pretas. Em cada 
rodada, uma bola preta e retirada e uma 
nova bola e colocada em seu lugar. A 
bola colocada na urna tern probabilida¬ 
de p de ser preta e 1 - p de ser branca. 
Determine o numero de rodadas neces- 
sarias ate que nao existam mais bolas 
pretas na urna. 

Nota: Este experimento tern muitas aplica- 
goes possfveis na pesquisa da AIDS. Parte 
do sistema imunologico de nosso organis- 
mo consiste em certa classe de celulas co- 
nhecidas como celulas T. Ha 2 tipos de ce¬ 
lulas T, chamadas de CD4 e CD8. Embora 


o numero total de celulas T em portadores 
do virus da AIDS seja igual (pelo menos 
nos estagios iniciais da doenga) ao numero 
presente em indivfduos sadios, descobriu-se 
recentemente que a proporgao de celulas T 
CD4 e CD 8 e diferente nas pessoas sadias 
e naquelas portadoras do virus: aproxima- 
damente 60% das celulas T de uma pessoa 
sadia sao do tipo CD4, enquanto o percen- 
tual de celulas T do tipo CD4 parece de- 
crescer continuamente em portadores do 
virus da AIDS. Um modelo recente propoe 
que o virus HIV (que causa a AIDS) ata- 
ca as celulas CD4, e que o mecanismo do 
organismo para repor as celulas T mortas 
nao consegue identificar se a celula morta 
era CD4 ou CD 8 . Em vez disso, ela produz 
uma nova celula T cujas probabilidades de 
ser dos tipos CD4 e CD 8 sao de 0,6 e 0,4, 
respectivamente. Entretanto, embora isso 
parega ser uma maneira muito eficiente de 
se repor as celulas T quando cada celula 
morta tern a mesma probabilidade de ser 
de qualquer tipo (e, portanto, tern proba¬ 
bilidade de 0,6 de ser CD4), as consequen- 
cias sao perigosas ao se tratar de um virus 
que ataca somente as celulas CD4. 

7.15 No Exemplo 2h, considere que i e i 
formem um pareamento se i escolher 
o chapeu que pertence a j e vice-versa. 
Determine o numero esperado de parea- 
mentos. 

7.16 Seja Z uma variavel aleatoria normal e, 
para um jc fixo, considere 


X = 


Z 

0 


seZ > x 
caso contrario 


Mostre que E[X] = - 7=2 * 2/2 . 

y/2n 

1A1 Um baralho com n cartas numeradas de 1 
a n e embaralhado de forma que todas as 
n\ ordena^oes de cartas possfveis sejam 
igualmente provaveis. Suponha que voce 
fa$a n palpites sucessivos, onde o /-esimo 
palpite diz que a carta desejada esta na 
posi^ao i. Chame de N o numero de palpi¬ 
tes corretos. 

(a) Se voce nao recebe informagoes sobre 
seus palpites anteriores, mostre que, 
para qualquer estrategia, E[N] = 1. 

(b) Suponha que, apos cada palpite, a 
carta na posigao em questao seja mos- 
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trada para voce. Qual estrategia voce 
considera a melhor? Mostre que, com 
essa estrategia, 

£[AT] = - + — L- + • • • + 1 
n n - 1 

[ n 1 

~ / - dx — log n 

h x 

(c) Suponha que lhe digam apos cada 
palpite se voce estava certo ou errado. 
Neste caso, pode-se mostrar que a es¬ 
trategia que maximiza £[/V] e aquela 
em que voce continua a fazer sempre 
o mesmo palpite, escolhendo a mesma 
carta ate acerta-la e mudando depois 
para uma nova carta. Para essa estra¬ 
tegia, mostre que 

£[yv] = 1 + h + h + "■ + h 

~ e - 1 

Dica: Em tod as as letras, expresse N como 
a soma das variaveis aleatorias indicado- 
ras (isto e, de Bernoulli). 

7.19 Certa regiao e habitada por r tipos distin- 
tos de certa especie de inseto. Cada inseto 
capturado sera, independentemente dos 
tipos capturados anteriormente, do tipo i 
com probabilidade 

r 

PiJ = h...,r £> = 1 

1 

(a) Calcule o numero medio de insetos 
capturados antes da captura de um 
inseto do tipo 1. 

(b) Calcule o numero medio de tipos de 
insetos que sao capturados antes da 
captura de um inseto do tipo i. 

7.20 Em uma urna contendo n bolas, a i-6 sima 
bola tern peso W(i), i = 1,..., n . As bolas 
sao removidas sem substitu^ao, uma de 
cada vez, de acordo com a regra a seguir: 
em cada sele^ao, a probabilidade de que 
uma bola seja escolhida e igual ao seu 
peso dividido pela soma dos demais pesos 
na urna. Por exemplo, se em algum instan- 
te i r for o conjunto de bolas remanes- 
centes na urna, entao a proxima selegao 
sera i } com probabilidade W(ij) j J2 W(i k ), 

• k =1 

; = 1,..., r. Calcule o numero esperado de 
bolas retiradas antes da bola 1. 


7.21 Para um grupo de 100 pessoas, compute 

(a) o numero esperado de dias do ano 
que sao aniversarios de pelo menos 3 
pessoas; 

(b) o numero esperado de datas de ani- 
versario distintas. 

7.22 Quantas vezes voce espera rolar um dado 
honesto ate que todos os 6 lados tenham 
aparecido pelo menos uma vez? 

7.23 A urna 1 contem 5 bolas brancas e 6 bolas 
pretas, enquanto a urna 2 contem 8 bolas 
brancas e 10 bolas pretas. Duas bolas sao 
selecionadas aleatoriamente da urna 1 e 
colocadas na urna 2. Se 3 bolas sao entao 
sorteadas da urna 2, calcule o numero de 
bolas brancas no trio. 

Dica: Faga = 1 se a i-6 sima bola branca 
inicialmente na urna 1 for uma das tres 
bolas selecionadas, e X { , = 0 caso contra- 
rio. Similarmente, fa$a Y t - = 1 se a i-esima 
bola branca da urna 2 for uma das tres se¬ 
lecionadas, e Y, = 0 caso contrario. O nu¬ 
mero de bolas brancas no trio pode agora 

5 8 

ser escrito como HXi + J2 
l i 

7.24 Uma garrafa contem inicialmente m pi- 
lulas grandes e n pflulas pequenas. Cada 
dia, um paciente escolhe uma das pflulas 
aleatoriamente. Se uma pflula pequena 
e escolhida, ela e entao partida ao meio; 
um dos peda^os e devolvido a garrafa, 
passando a ser considerado uma pflula 
pequena, e o outro e consumido. 

(a) Seja X o numero de pflulas pequenas na 
garrafa apos a escolha da ultima pflula 
grande e da devolu^ao de uma parte 
dela para a garrafa. Determine E[X\. 

Dica : Defina n + m variaveis indicadoras, 
uma para cada uma das pflulas pequenas 
inicialmente presentes e uma para cada 
uma das m pflulas pequenas criadas com 
a divisao das pflulas grandes. Use agora o 
argumento do Exemplo 2m. 

(b) Seja Y o dia em que a ultima pflula 
grande e escolhida. Determine E[Y\. 

Dica: Qual e a relaQao entre X e Y? 

7.25 Seja X v X 2 ,... uma sequencia de variaveis 
aleatorias contfnuas independentes e 
identicamente distribufdas. Considere N 
> 2 tal que 

X,>X 2 >..>X N _,<X N 
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Isto e,iVeo ponto no qual a sequencia 
para de decrescer. Mostre que E[N] = e. 
7.26 Se X l9 X 2i ..., X n sao variaveis aleatorias 
independentes e identicamente distri- 
buidas com distribuigoes uniformes em 
(0,1), determine 

(a) £[max(X„. 

(b) E[mm{X v ...,X n % 

*7.27 Se 101 itens sao distribuidos entre 10 cai- 
xas, entao pelo menos uma das caixas deve 
conter mais de 10 itens. Use o metodo pro¬ 
babilistic) para provar esse resultado. 
*7.28 O sistema circular de confiabilidade k- 
de-r-em-rt, com k < r < n, consiste em 
n componentes que sao arranjados em 
disposigao circular. Cada componente ou 
funciona, ou falha, e o sistema funciona se 
nao houver blocos de r componentes con- 
secutivos dos quais pelo menos k sejam 
defeituosos. Mostre que nao ha maneira 
de arranjar 47 componentes, 8 dos quais 
defeituosos, para criar um sistema circu¬ 
lar 3-de-12-em-47 que funcione. 

*7.29 Existem 4 tipos diferentes de cupons de 
desconto. Destes, 2 compoem um grupo e 
os outros 2 compoem outro grupo. Cada 
novo cupom obtido e do tipo i com proba¬ 
bilidade p n onde p 1 =p 2 =l/8,p 3 =p 4 =3/8. 
Determine o numero esperado de cupons 
necessarios para que se obtenham pelo 
menos 

(a) todos os 4 tipos; 

(b) todos os tipos do primeiro grupo; 

(c) todos os tipos do segundo grupo; 

(d) todos os tipos de cada grupo. 

7.30 Se X e Y sao independentes e identica¬ 
mente distribuidos com media /x e varian- 
cia cr 2 , determine 

E[(X-Y) 2 ] 

7.31 No Problema 7.6, calcule a variancia da 
soma das jogadas. 

7.32 No Problema 7.9, calcule a variancia do 
numero de urnas vazias. 

7.32 Se E[X] = 1 e Varpf) = 5, determine 

(a) E[(2 + Xfl 

(b) Var(4 + 3X). 

7.34 Se 10 casais se sentam em uma mesa redon- 
da, compute (a) o numero esperado e (b) 
a variancia do numero de esposas que se 
sentam ao lado de seus maridos. 


7.35 Cartas de um baralho comum sao viradas 
uma de cada vez. Compute o numero es¬ 
perado de cartas que precisam ser viradas 
ate que se obtenham 

(a) 2ases; 

(b) 5 espadas; 

(c) todos as treze cartas de copas. 

7.36 Seja X o numero de l’s e Y o numero de 
2’s que ocorrem em n jogadas de um dado 
honesto. Compute Cov(2f, Y). 

7.37 Um dado e rolado duas vezes. Suponha 
que X seja igual a soma dos resultados 
e que Y seja igual ao primeiro resultado 
menos o segundo. Compute Cov(X, Y). 

7.38 As variaveis aleatorias X e Y tern uma 
fungao densidade conjunta dada por 

f( x \ _ 12e -2 */x 0 < x < oo, 0 _y 2 = x 
JK — I q caso con t r ario 

Compute Cov(A, Y). 

7.39 Sejam as variaveis aleatorias X l9 ... inde¬ 
pendentes com mesma media p e varian- 
cia cr 2 , e fa?a Y n = X n + X n+l + X„ +2 . Para 
j 0, determine Cov( Y„, Y n+j ). 

7.40 A fungao densidade conjunta de X e Y e 
dada por 

f(x,y) = -e~^ x ^ y \ x > 0,y > 0 

J 

Determine E[X\, E[Y] e mostre que 
Co\(X,Y) = l. 

7.41 Um lago contem 100 peixes, dos quais 
30 sao carpas. Se 20 peixes sao pescados, 
qual e a media e a variancia no numero 
de carpas entre esses 20? Que hipoteses 
voce esta adotando? 

7.42 Um grupo de 20 pessoas formado por 
10 homens e 10 mulheres e arranjado 
aleatoriamente em 10 pares. Calcule a 
esperanga e a variancia do numero de 
pares form ados por um homem e uma 
mulher. Suponha agora que as 20 pes¬ 
soas consistam em 10 casais. Calcule a 
media e a variancia do numero de casais 
que formam pares. 

7.43 Sejam X l9 X 2 ,... y X n variaveis aleatorias 
independentes com fungao distribuigao 
contfnua desconhecida F y e Y v Y 2 ,..., Y m 
variaveis aleatorias independentes com 
fungao distribuigao contfnua desconheci- 
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da G. Agora ordene essas n + m variaveis 
e consider e 

1 se a z-esima menor das n + m 
li = variaveis pertence a amostra X 
0 caso contrario 

n+m 

A variavel aleatoria R — £ il e a soma 

i= 1 

das ordens da amostra leea base de um 
procedimento estatistico (chamado de 
teste da soma das ordens de Wilcoxon) 
empregado para testar seFeG sao distri¬ 
butes identicas. Esse teste aceita a hipo- 
tese de F — G quando R nao e nem muito 
grande, nem muito pequeno. Supondo que 
a hipotese de igualdade seja de fato corre- 
ta, calcule a media e a variancia de R. 
Dica: Use os resultados do Exemplo 3e. 

7.44 Entre dois metodos distintos de fabrica- 
gao de certos produtos, a qualidade dos 
produtos fabricados pelo metodo i 6 uma 
variavel aleatoria com distribuigao F /f i = 

1.2. Suponha que n produtos sejam pro- 
duzidos pelo metodo 1, e m, pelo metodo 
2. Ordene os n + m produtos de acordo 
com a sua qualidade e considere 

1 se o /-esimo melhor produto 
Xj = • foi fabricado com o metodo 1 

2 caso contrario 

Para o vetor X v X 2 ,..., X n+m , que consiste 
em/il’sem 2’s, suponha que R represente 
o numero de series de l’s. Por exemplo, se 
n = 5,m = 2 tX = 1,2,1,1,1,1,2, entao F 
= 2. Se F 1 = F 2 (isto e, se os dois metodos 
fabricam produtos identicamente distribui- 
dos), qual e a media e a variancia de R1 

7.45 Se X V X 2 , X 3 e X 4 sao variaveis aleatorias 
nao correlacionadas (por pares), cada 
uma com media 0 e variancia 1, calcule as 
correlagoes de 

(a) X J +X 2 eX 2 + X 3 ; 

(b) X { + X 2 zX 3 + X 4 . 

7.46 Considere o seguinte jogo de dados: os 
jogadores 1 e 2 rolam um par de dados 
alternadamente. A banca entao rola os 
dados para determinar o resultado de 
acordo com a seguinte regra: o jogador i, 
i = 1,2, vence se a sua jogada for estrita- 
mente maior do que a da banca. Para i = 

1.2, considere 


j _ 1 se i veneer 
1 ~ 0 caso contrario 

e mostre que I x e 1 2 sao positivamente 
correlacionadas. Explique por que esse 
resultado j a era esperado. 

7.47 Considere um grafo com n vertices nume- 
rados de 1 a n e suponha que, entre cada 

um dos pares de vertices distintos, uma 

borda esteja presente com probabilidade 
p. O grau do vertice z, designado como 
corresponde ao numero de bordas que tern 
o vertice i como um de seus vertices. 

(a) Qual e a distribuigao de Dp. 

(b) Determine p(D,, D y ), a correlagao en¬ 
tre D t e D } . 

7.48 Um dado honesto e jogado sucessiva- 
mente. Suponha que XqY representem, 
respectivamente, o numero de jogadas 
necessarias para se obter um 6 e um 5. 
Determine 

(a) E[X\- 

(b) E{X\Y = 1]; 

(c) E[X\Y = 5]; 

7.49 Ha duas moedas deformadas em uma 
caixa; suas probabilidades de dar cara 
quando jogadas sao, respectivamente, de 
0,4 e 0,7 Uma das moedas e escolhida ale- 
atoriamente e jogada 10 vezes. Dado que 
duas das primeiras tres jogadas tenham 
dado cara, qual e o numero esperado con- 
dicional de caras nas 10 jogadas? 

7.50 A fungao densidade conjunta de X e Y e 
dada por 

e~ x iy e -y 

f(x,y) =-, 0<x<oo, 0<y<oo 

Calcule £[X 2 |Y = y], 

7.51 A fungao densidade de X e Y e dada por 

e~y 

f(x,y) = ——, 0<x<y, 0<y<oo 

Calcule E[X Z \Y = y). 

7.52 Uma populagao e formada por r subgru- 
pos disjuntos. Suponha que p. represente 
a proporgao da populagao que esta no 
subgrupo i, i = 1,..., r. Se o peso medio dos 
membros do subgrupo i e w if i = 1 ,..., r, 
qual e o peso medio dos membros da po¬ 
pulagao? 
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7.53 Um prisioneiro esta em uma cela com 3 
portas. A primeira porta leva a um tunel 
que faz com que ele volte a sua cela apos 
dois dias de viagem. A segunda leva a um 
tunel que faz com que ele volte a sua cela 
apos 4 dias de viagem. A terceira porta o 
leva a liberdade apos um dia de viagem. 
Se se supoe que o prisioneiro sempre sele- 
cione as portas 1,2 e 3 com probabilidades 
0,5,0,3 e 0,2, qual e o numero esperado de 
dias ate que ele alcance a liberdade? 

7.54 Considere o seguinte jogo de dados: um 
par de dados e rolado. Se a soma da 7, entao 
o jogo termina e voce nao ganha nada. Se a 
soma nao da 7, entao voce tern a opgao de 
parar o jogo e receber uma quantia igual 
aquela soma ou de comegar novamente. 
Para cada valor de /, i = 2,..., 12, determine 
o lucro esperado se voce empregar a estra- 
tegia de parar na primeira vez que aparecer 
um valor pelo menos igual a i. Que valor de 
i leva ao maior retorno esperado? 

Dica: Suponha que represente o lucro 
quando voce usa o valor crftico i. Para cal- 
cular E[X], condicione na soma inicial. 

7.55 Dez cagadores esperam uma revoada de 
patos. Quando um bando de patos passa 
voando, os cagadores atiram ao mesmo 
tempo, com cada um escolhendo o seu 
alvo aleatoriamente, independentemente 
dos demais. Se cada cagador atinge seu 
alvo independentemente com probabili¬ 
dade de 0,6, calcule o numero esperado 
de patos atingidos. Suponha que o nume¬ 
ro de patos em um bando seja uma varia- 
vel aleatoria de Poisson com media 6. 

7.56 O numero de pessoas que entra em um 
elevador no andar terreo e uma variavel 
de Poisson com media 10. Se existem N 
andares acima do terreo e se cada pessoa 
tern a mesma probabilidade de descer em 
cada um dos andares, independentemen¬ 
te de onde descem as demais, compute o 
numero esperado de paradas que o ele¬ 
vador fara antes de descarregar todos os 
seus passageiros. 

7.57 Suponha que o numero esperado de 
acidentes por semana em uma fabrica 
seja igual a 5. Suponha tambem que os 
numeros de trabalhadores feridos em 
cada acidente sejam variaveis aleatorias 


independentes com media 2,5. Se o nu¬ 
mero de trabalhadores feridos em cada 
acidente e independente do numero de 
acidentes ocorridos, compute o numero 
esperado de trabalhadores feridos em 
uma semana. 

7.58 Uma moeda com probabilidade p de dar 
cara e jogada continuamente ate que de 
cara e coroa. Determine 

(a) o numero esperado de jogadas; 

(b) a probabilidade de que a ultima joga¬ 
da de cara. 

7.59 Um jogo tern n + 1 participantes. Cada 
um deles tern probabilidade p de ser a 
vencedor. Os vencedores dividem um 
premio total de 1 unidade (por exemplo, 
se 4 pessoas vencerem o jogo, entao cada 
uma delas recebera por outro lado, se 
nao houver vencedores, ninguem leva 
nada). Suponha que A represente um dos 
jogadores e faga com que X represente a 
quantia por ele recebida. 

(a) Compute o premio total esperado 
compartilhado pelos participantes. 

(b) Mostre que E[X] = -^-. 

(c) Calcule E[X] condicionando em A ser 
ou nao um dos vencedores, e conclua 
que 


e[(x + b r 1 ] = 


1 - (1 - pY^_ 
(n + 1 )p 


quando B e uma variavel aleatoria bi¬ 
nomial com parametros n e p. 

7.60 Cada um de m + 2 jogadores deposita 1 
unidade em uma caixinha com o intuito 
de jogar o seguinte jogo: uma moeda ho- 
nesta e jogada sucessivamente n vezes, 
onde n e um numero impar, e os resulta- 
dos obtidos sao anotados. Antes das n jo¬ 
gadas, cada jogador escreve o seu palpite. 
Por exemplo, se n = 3, entao um jogador 
pode escrever ( H , H , T), o que quer dizer 
que ele acha que as duas primeiras joga¬ 
das vao dar cara ( H ) e a terceira jogada 
vai dar coroa (7). Apos as jogadas, o jo¬ 
gador conta o numero total de palpites 
corretos. Assim, se safrem 3 caras, o joga¬ 
dor que escreveu (//, H , T) tera 2 palpites 
corretos. A caixinha com os depositos de 
todos os m + 2 jogadores e entao dividi- 
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da igualmente entre os jogadores com o 
maior numero de palpites certos. 

Como cada uma das jogadas tern 
a mesma probabilidade de dar cara ou 
coroa, m dos jogadores decidiram fazer 
seus palpites de maneira completamente 
aleatoria. Especificamente, eles vao jogar 
uma de suas proprias moedas honestas 
n vezes e entao usar o resultado obtido 
como palpite. Entretanto, os 2 ultimos jo¬ 
gadores formaram uma sociedade e utili- 
zarao a seguinte estrategia: um deles fara 
seus palpites da mesma maneira aleatoria 
que os demais jogadores, mas o outro fara 
uma aposta exatamente oposta a do pri- 
meiro. Isto e, se um deles apostar cara, o 
outro apostara coroa. Por exemplo, se o 
palpite de um for ( H , H , T), o palpite do 
outro sera (T, T,H). 

(a) Mostre que exatamente um dos mem- 
bros da sociedade tera mais de nil pal¬ 
pites corretos (lembre que n e fmpar). 

(b) Suponha que X represente quantos 
dos m jogadores nao participantes da 
sociedade terao mais de nil palpites 
corretos. Qual e a distribuigao de XI 

(c) Com X definido como na letra (b), 
mostre que 

£[lucro da sociedade] = (m + 2) 



(d) Use a letra (c) do Problema 59 para 
concluir que 

£[lucro da sociedade] = ^ 


—1 

1 

\ m+l~ 

2 ) 

L N 



e calcule explicitamente este numero 
quando m = 1,2, e 3. Como e possfvel 
mostrar que 

tem-se que a estrategia da sociedade 
sempre leva a um lucro esperado po- 
sitivo. 

7.61 Sejam X lv .. variaveis aleatorias indepen- 
dentes com mesma fungao distribuigao F, e 


suponha que elas sejam independentes de 
N, uma variavel aleatoria geometrica com 
parametro p. Seja M = max(X v ...,X N )> 

(a) Determine P{M < x) condicionando 
em N. 

(b) Determine P{M < x\N = 1} 

(c) Determine P{M < x\N > 1} 

(d) Use (b) e (c) para deduzir novamente 
a probabilidade que voce obteve na 
letra (a). 

7.62 Seja U v £/ 2 ,... uma sequencia de variaveis 
aleatorias uniformes no intervalo (0,1). 
No Exemplo 5i, mostramos que, para 0 < 
x <1, E[N(x)] = e\ onde 


N(x) = mm 


n 

n:J2 u i > x 

i=l 


O presente problema fornece um outra 
abordagem para se obter esse resultado. 
(a) Mostre por indugao em n que, para 0 
< x < 1 e todo n > 0, 

P[N(x) > n + 1) = 

n\ 

Dica : Primeiro condicione em £/, e 
depois use a hipotese de indugao. 

Use a letra (a) para concluir que 

woi = e* 

7.63 Uma urna contem 30 bolas, das quais 10 
sao vermelhas e 8 sao azuis. Doze bolas 
sao sorteadas dessa urna. Suponha que X 
represente o numero de bolas vermelhas, 
e Y, o numero de bolas azuis sorteadas. 
Determine Cov(X, Y) 

(a) definindo variaveis indicadoras (isto 
e,de Bernoulli) apropriadas 

10 8 

X u Yj tais que X = Y = £ Yj 

i=l 7=1 

(b) condicionando (em X ou Y) para de- 
terminar E[XY}. 

7.64 Lampadas do tipo i funcionam uma quan- 
tidade de tempo aleatoria com media e 
desvio padrao a i7 i = 1,2. Uma lampada 
aleatoriamente escolhida de uma cesta e 
do tipo 1 com probabilidade p e do tipo 2 
com probabilidade 1 -p. Suponha que X 
represente o tempo de vida desta lampa¬ 
da. Determine 
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(a) E[X\- 

(b) Var(Z). 

7.65 O numero de tempestades de inverno em 
um ano bom e uma variavel aleatoria de 
Poisson com media 3, enquanto o numero 
em um ano ruim e uma variavel de Pois¬ 
son com media 5. Se o proximo ano tern 
probabilidades 0,4 de ser um ano bom e 
0,6 de ser um ano ruim, determine o valor 
esperado e a variancia do numero de tem¬ 
pestades no proximo ano. 

7.66 No Exemplo 5c, calcule a variancia do tem¬ 
po gasto ate que um minerador se salve. 

7.67 Considere um jogador que, em cada apos- 
ta, ganhe ou perca com respectivas proba¬ 
bilidades p e 1 - p. Um popular sistema 
de apostas e conhecido como estrategia 
de Kelley. Esta consiste no jogador sern- 
pre apostar a fragao 2p - 1 de sua riqueza 
quando p >2- Calcule a riqueza esperada 
apos n apostas de um jogador que come- 
ga com x unidades e emprega a estrategia 
de Kelley. 

7.68 O numero de acidentes que uma pessoa 
sofre em um ano e uma variavel aleato¬ 
ria de Poisson com media A. Entretanto, 
suponha que o valor de A mude de pes¬ 
soa para pessoa, sendo igual a 2 em 60% 
da populagao e 3 nos 40% restantes. Se 
uma pessoa e escolhida aleatoriamente, 
qual e a probabilidade de que ela sofra 

(a) 0 acidentes e (b) exatamente 3 aciden¬ 
tes em um ano? Qual e a probabilidade 
condicional de que ela sofra 3 acidentes 
em certo ano, dado que nao tenha sofrido 
acidentes no ano anterior? 

7.69 Repita o Problema 7.68 quando a propor- 
gao da populagao com valor de A menor 
que x e igual a 1 - e~ x . 

7.70 Considere uma urna contendo um grande 
numero de moedas e suponha que cada 
uma das moedas tenha alguma probabi¬ 
lidade p de dar cara quando jogada. En¬ 
tretanto, o valor de p varia de moeda para 
moeda. Suponha que a composigao da 
urna seja tal que, se uma moeda for sele- 
cionada aleatoriamente a partir dela,entao 
o valor de p correspondente aquela moeda 
possa ser tratado como sendo uma variavel 
aleatoria uniformemente distribufda no in¬ 
terval [0,1]. Se uma moeda e selecionada 


aleatoriamente da urna e jogada duas ve- 
zes, calcule a probabilidade de que 

(a) a primeira jogada resulte em cara. 

■(b) as duas jogadas resultem em cara. 

7.71 No Problema 7.70, suponha que a moeda 
seja jogada n vezes e que X represente o 
numero de caras que aparecem. Mostre 
que 

P{X = i) = —— i = 0,1,... ,n 

n 4-1 


Dica : Utilize o fato que 


r 

JO 


‘(1 - 


(a ~ l)!(b ~ D! 
(a + b - 1)! 


onde a e b sao inteiros positivos. 

7.22 Suponha que, no Problema 770, conti- 
nuemos a jogar a moeda ate que de cara. 
Seja N o numero necessario de jogadas. 
Determine 

(a) P|Af>Z},/>0; 

(b) P[N = i); 

(c) E[N], 

7.73 No Exemplo 6 b, suponha que S represen¬ 
te o sinal enviado ei?,o sinal recebido. 

(a) Calcule E[R]; 

(b) Calcule Var(R); 

(c) R e normalmente distribufda? 

(d) Calcule Co \(R, S ). 

7.74 No Exemplo 6 c, suponha que X seja uma 
variavel aleatoria uniformemente distri¬ 
bufda no intervalo (0, 1). Se as regioes 
discretizadas sao determinadas por a 0 = 
0 , a } = j e a 2 = 1 , calcule o quantizador 
otimo Y e determine E[(X~ Y ) 2 ]. 

7.75 A fungao geratriz de momentos dele 
dada por M x (t) = &xp[2e - 2], e a de Y 
por M Y (t) ~ (|e r + 5 ) 10 . Se X e Y sao in- 
dependentes, determine 

(a) P[X + Y - 2}? 

(b) P{XY = 0}? 

(c) E[XY]2 

1J6 Seja X o valor do primeiro dado e Y a 
soma dos valores quando dois dados sao 
jogados. Calcule a fungao geratriz de mo¬ 
mentos conjunta de X e Y. 

7.77 A densidade conjunta delePe dada por 

f(x,y ) = \— e ~ y / 2 0 < y < 00 , 
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(a) Calcule a fungao geratriz de momen- 
tos conjunta d eXeY. 

(b) Calcule as fungdes geratrizes de mo- 
mentos individuals. 

7.78 Dois envelopes, cada um contendo urn 
cheque, sao colocados a sua frente. Voce 
deve escolher um dos envelopes, abri-lo 
e ver o valor do cheque. Neste momento, 
voce pode hear com esse cheque ou troca- 
lo pelo outro no envelope fechado. O que 
voce faria? E possivel tragar uma estrate- 
gia que seja melhor do que simplesmente 
aceitar o primeiro cheque? 

Suponha que A e B, A < B, sejam as 
quantias (desconhecidas) dos cheques, 
e observe que a estrategia de selecionar 
aleatoriamente um dos envelopes e sem- 
pre hear com o primeiro cheque tern um 
retorno esperado de (A + B)f 2. Consi¬ 
der a seguinte estrategia: suponha que 
F(*) seja qualquer fungao distribuigao 
continua estritamente crescente. Escolha 
um envelope aleatoriamente e abra-o. Se 
o cheque em seu interior tiver o valor x, 
entao aceite-o com probabilidade F(x) ou 
troque-o com probabilidade 1 - F(x). 

(a) Mostre que se voce empregar esta 
estrategia, seu retorno esperado sera 
superior a (A A B)i2 . 


Dica: Condicione na possibilidade do 
primeiro envelope ter o valor A ou B. 
Considere agora uma estrategia em 
que se fixe um valor x e se aceite o 
primeiro cheque caso o seu valor seja 
maior que x. 

(b) Mostre que, para qualquer x, o re¬ 
torno esperado de acordo com essa 
estrategia e no minimo igual a (A + 
B)l2 e estritamente maior que (A + 
B)12 se x estiver entre A e B. 

(c) Suponha que X seja uma variavel 
aleatoria continua em todo o eixo 
real, e considere a seguinte estrategia: 
gere o valor de X e, se X = x, empre- 
gue a estrategia da letra (b). Mostre 
que o retorno esperado com essa es¬ 
trategia e maior que (A + B)/ 2. 

7.79 Vendas semanais sucessivas, em unidades 
de milhares de reais, possuem uma distri¬ 
buigao normal bivariada com media 40, 
desvio padrao 6 e correlagao 0,6. 

(a) Determine a probabilidade de que o 
total de vendas das proximas duas se- 
manas seja superior a 90. 

(b) Se a correlagao fosse de 0,2 em vez 
de 0,6, isso aumentara ou diminuiria 
a resposta da letra (a)? 

(c) Repita a letra (a) para uma correlagao 
de 0,2. 


exerciciosteOricos 


7.1 Mostre que a esperanga E[(X - a) 2 ] e ma- 
ximizada quando a ~ E[X |. 

7.2 Suponha que X seja uma variavel alea¬ 
toria continua com fungao densidade /. 
Mostre que E[\X - a\] e minimizada quan¬ 
do a e igual a mediana de F. 

Dica: Escreva 

E[\X — a\] = J \x — a\f(x)dx 

Agora divida a integral nas regioes em 
que x < acx > a e calcule as derivadas. 

7.3 Demonstre a Proposigao 2.1 quando 

(a) X e Y possuem fungao de probabili¬ 
dade conjunta; 

(b) X e Y possuem fungao densidade de 
probabilidade conjunta e g(x, y) > 0 
para todo x,y. 


7.4 Suponha que X seja uma variavel alea¬ 
toria com esperanga finita /x e variancia 
cr 2 , e que g(-) seja uma fungao que possui 
derivada segunda. Mostre que 

£fe(X)] » 80*) + ~-a 2 

Dica : Expanda g(-) em uma serie de 
Taylor em torno de /x. Use os tres primei- 
ros termos e ignore o residuo. 

7.5 Sejam A v A 2 ,...,A n eventos arbitrarios e 
defina C k = {ocorrem pelo menos k de 
AJ. Mostre que 

n n 

k=l k= 1 

Dica : Suponha que X represente o nu- 
mero de A/s ocorridos. Mostre que am- 
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bos os lados da equagao anterior sao 
iguais a E[X\. 

7.6 No texto, notamos que 


E 




onde X i sao variaveis aleatorias nao nega- 
tivas. Como uma integral e um limite de 
somas, pode-se esperar que 


E 



"| roo 

X(t)dt = / 

J JO 


E[X(t)]dt 


sempre que as variaveis aleatorias X(t), 
0 < t < <», forem nao negativas; e este re- 
sultado e realmente verdadeiro. Utilize-o 
para dar outra demonstragao para o re- 
sultado que mostra que, para uma varia- 
vel aleatoria nao negativa X , 



P[X > t}dt 


Dica\ Defina, para cada t nao negativo, a 
variavel aleatoria X(t) como 


X(t) = 


1 

0 


se t < X 
se t ^ X 


Agora relacione f£° X(t)dt a X. 

7.7 Dizemos que X e estocasticamente maior 
que Y, o que se escreve X > sl Y , se, para 
todo t, 

P{X>t}>P{Y>t] 

Mostre que, se X > st Y , entao E[X] > 
E[Y] quando 

(a) X e F forem variaveis aleatorias nao 
negativas; 

(b) X e y forem variaveis aleatorias arbi- 
trarias. 

Die a: Escreva X como 

X = X + -X- 

onde 

+ _ \X se X > 0 _ { 0 se X > 0 

“ (0 seZ<0’ X "" \ ~X se X < 0 

Similarmente, represente Y como Y + — 
Y~. Entao utilize a letra (a). 


7.8 Mostre que X e estocasticamente maior 
que y se e somente se 

E\f{X)] - £[/(Y)] 

para todas as fungoes crescentes /. 

Dica : Mostre que X > st Y, depois E\f(X)] 
>: E[f(Y)] mostrando que f(X) > st f(Y), 
e entao usando o Exercicio Teorico 7.7 
Para mostrar que P[X > t] > P[Y > t] se 
E[f(X)] > £[/(y)] para todas as fungoes 
crescentes /, defina uma fungao crescente 
/apropriada. 

7.9 Uma moeda com probabilidade p de dar 
cara e jogada n vezes. Calcule o numero 
esperado de series de caras com tamanho 
1,2 e /c, 1 ^ k < n. 

7.10 Sejam X u X 2 variaveis aleatorias 
positivas independentes e identicamente 
distribufdas. Para n, determine 

k 

E Ed — 

n 

E* 

i=l 

7.11 Considere ^ tentativas independentes, 
cada uma levando a um dos r resultados 
possiveis com probabilidades P v P 2 P r . 
Suponha que X represente o numero de 
resultados que nunca ocorrem em qual- 
quer uma da tentativas. Determine E[X\ 
e mostre que, entre todos os vetores pro¬ 
babilidade P lv .., P n E[X] e minimizada 
quando P ( — 11 r, i = 1,..., r. 

7.12 Seja X v X v ... uma sequencia de variaveis 
aleatorias independentes com fungao de 
probabilidade 

P[X n = 0) = P\X„ = 2} = 1/2, «>1 

Diz-se que a variavel aleatoria X = 
Y%LiX n /3 n distribuigao de Cantor. 
Determine E[X\ e Var(Z). 

7.13 Sejam X v ..., X n variaveis aleatorias inde¬ 
pendentes e identicamente distribuidas. 
Dizemos que um valor recorde ocorre no 
instante jj ^ n, se X. >: X { para todo 1 < i 
< j. Mostre que 
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(a) £[numero de valores recordes] = 

n 

Ev/; 

7=1 

(b) Var(numero de valores recordes) = 

X > -1 )// 2 

7=1 

7.14 No Exemplo 2i, mostre que a variancia do 
numero de cupons necessarios para que se 
acumule um conjunto completo e igual a 


TV—1 


E 


iN 

(N - i ) 2 


Quando N e grande, pode-se mostrar que 
a expressao acima e aproximadamente 
igual (no sentido de que a razao tende a 1 
quando A— a N 2 it 2 /6. 

7.15 Considere n tentativas independentes, 
das quais a i-esima resulta em um sucesso 
com probabilidade p. 

(a) Calcule o numero esperado de suces- 
sos nas n tentativas e chame-o de fx. 

(b) Para um valor fixo de /a, que escolha 
de P lv .., P n maximiza a variancia do 
numero de sucessos? 

(c) Que escolha minimiza a variancia? 
*7.16 Suponha que cada um dos elementos de 

S = {1,2,.., w} deva ser colorido de verme- 
lho ou azul. Mostre que, se A r sao 
subconjuntos de 5, ha uma maneira de 

colorir em que no maximo ^(1/2)^* I -1 

7=1 

desses subconjuntos tern todos os ele¬ 
mentos da mesma cor (onde \A\ repre- 
senta o numero de elementos no conjun¬ 
to A). 

7.17 Suponha que X x e X 2 sejam variaveis alea¬ 
torias independentes com media /a. Supo¬ 
nha tambem que Var(Xj) = o\ e Var(X 2 ) 
= O valor de p e desconhecido, e se 
propoe que fx seja estimado por uma me¬ 
dia ponderada de X 1 e X 2 . Isto e, \X l + (1 
- X)X 2 sera usado como uma estimativa 
para /a para algum valor apropriado de A. 
Que valor de A resulta em uma estimativa 
com menor variancia possivel? Explique 
por que e desejavel usar esse valor de A. 

7.18 No Exemplo 4f, mostramos que a cova¬ 
riancia das variaveis aleatorias multino- 


miais N i e N j e igual a -mP i P } ao expres- 
sarmos N t e N } . como a soma de variaveis 
indicadoras. Tambem poderiamos ter ob- 
tido este resultado usando a formula 
Var (Ni + Nj) = Var (N t ) + Var (Nj) + 2 Cov(ty, Nj) 

(a) Qual e a distribui^ao de N { + Np 

(b) Use a identidade anterior para mos¬ 
trar que Cov(iV / , Nj) = -mP l P j . 

7.19 Mostre que, se X e Y sao identicamente 
distribuidas e nao necessariamente inde¬ 
pendentes, entao 

Cov(X+ Y i X-Y) = 0 

7.20 A Formula da Covariancia Condicional. 
A variancia condicional de X e 7, dado Z, 
e definida como 

Cov(Af, Y|Z) - E[(X - E[X\Z])(Y - E[Y|Z])|Z] 
(a) Mostre que 

Cov(X, Y\Z) = E[XY\Z] - E[X\Z]E[Y\Z] 


(b) Demonstre a formula da covariancia 
condicional 

Cov(X, Y) = E[Cov(X, Y\Z)] 

+ Cow(E[X\Z\,E[Y\Z]) 

(c) Fa?a X = Y na letra (b) e obtenha a 
formula da variancia condicional. 

7.21 Suponha que X^,i = l,...,n, represente as 
estatisticas de ordem de um conjunto de 
n variaveis aleatorias uniformes no inter¬ 
val (0,1), e observe que a fun^ao densi- 
dade de x <» e dada por 

f{x) =--1--—jc^l - x) n ~‘ 0 < x < 1 

J (« - !)!(« - 0 ! 


(a) Calcule Var(X (i) ),/ - 1 

(b) Que valores de i minimizam e maxi- 
mizam Var(X (() ), respectivamente? 

7.22 Mostre que, se Y = a + bX , entao 


P {X,Y)= +} 


seb > 0 
seb < 0 


7.23 Mostre que, se Z e uma variavel aleatoria 
normal padrao e Y e definida como Y — a 
+ bZ + cZ ' 2 , entao 


P(Y,Z) = 


b 

Vi 2 + 2c 2 
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7.24 Demonstre a desigualdade de Cauchy- 
Schwartz: 

(E[XY\f < E[X 2 ]E[Y 2 ] 

Dica : A menos que Y — -tX para alguma 
constante, caso no qual a desigualdade 
se torna uma igualdade, tem-se que, para 
todo t , 

0 < E[(tX + Y) 2 ] = Eyx 2 ]? + 2 E[XY}t + £[Y 2 ] 

Portanto, as raizes da equagao quadratica 

E[X 2 ]t 2 + 2£[AT]r + E[Y 2 ] = 0 

devem ser imaginarias, o que implica o 
discriminante desta equagao ser negativo. 

7.25 Mostre que, se X e Y sao independentes, 
entao 

E[X\Y - y] = E[X\ para todo y 

(a) no caso discreto; 

(b) no caso contfnuo. 

7.26 Demonstre que E[g(X)Y\X] = g(X) 
E[Y\X\. 

7.27 Demonstre que, se E[Y\X = x] = E[Y] 
para todo x, entao X e Y sao nao correla- 
cionados;fornega um contraexemplo para 
mostrar que o inverso nao e verdade. 
Dica : Demonstre e use o fato de que 
E[XY\ = E[XE[Y\X\], 

7.28 Mostre que Cov(Z, E[Y\X\) = Cov(X , Y). 

7.29 Suponha que X v ... 9 X n sejam variaveis 
aleatorias independentes e identicamente 
distribuidas. Determine 

E[X i|Z, +... + X„ = x] 

7.30 Considere o Exemplo 4f, que trata da dis- 

tribuigao multinomial. Use a esperanga 
condicional para calcular e depois 

use esse resultado para verificar a formu¬ 
la para Cov(A / , A^) dada no Exemplo 4f. 

7.31 Uma urna contem inicialmente b bolas 
pretas e w bolas brancas. Em cada rodada, 
adicionamos r bolas pretas e depois reti- 
ramos, aleatoriamente, r bolas do conjun- 
to de b + w + r bolas no interior da urna. 
Mostre que 

EfNumero de bolas brancas apos a /-esima 

rodada] = ( t-— ——— V w 
J \b + w + r J 


7.32 Para um evento A, considere I A = 1 se A 
ocorrer e I A = 0 caso contrario. Para uma 
variavel aleatoria X, mostre que 


E[X\A\ = 


E[XI A ] 

P(A) 


7.33 Uma moeda que da cara com probabili¬ 
dade p e jogada continuamente. Calcule 
o numero esperado de jogadas que preci- 
sam ser feitas ate que uma serie de r caras 
seguidas seja obtida. 

Dica: Condicione no instante da primei- 
ra ocorrencia de uma coroa para obter a 
equagao 

r 

E[X] = (1 - p) + E[X\) 

i—\ 

00 

+d - p) J2 p‘~ lr 

i=r- f-1 

Simplifique e resolva para E[X\. 

7.34 Para uma outra abordagem de solugao 
para o Exercicio Teorico 7.33, suponha 
que T r represente o numero de jogadas 
necessarias para se obter uma serie de r 
caras consecutivas. 

(a) Determine E[T r \T r _^]. 

(b) Determine E[T r ] em termos de E[T rA ] 

(c) O que e E[r,]? 

(d) O que e E[T r ]l 

7.35 A fungao geratriz de probabilidade da va¬ 
riavel aleatoria discreta X de valor inteiro 
nao negativo com fungao de probabilida¬ 
de PjJ ^ 0, e definida por 

oo 

<P(s) = £[**] = 

i =o 

Seja Y uma variavel aleatoria geometrica 
com parametro p = 1 - s, onde 0 < s < 1. 
Suponha que Y seja independente de X , 
e mostre que 

Hs) = P{X < Y} 

7.36 Sorteia-se uma bola de cada vez de uma 
urna contendo a bolas brancas e b bolas 
pretas ate que todas as bolas restantes 
sejam da mesma cor. Suponha que M ab 
represente o numero esperado de bolas 
deixadas na urna no final do experimento. 
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Obtenha uma formula recursiva para M ab 
e a resolva quando a = 3 e b = 5. 

7.37 Uma urna contem a bolas brancas e b 
bolas pretas. Quando retirada, uma bola 
e devolvida para a urna se for branca; se 
for preta, ela e substitufda por uma bola 
branca de outra urna. Suponha que M n 
represente o numero esperado de bolas 
brancas na urna apos a repeti^ao dessa 
opera^ao por n vezes. 

(a) Deduza a equa^ao recursiva 

m„+]=( i - m -+ 1 


7.42 Resulta da Proposi^ao 6.1 e do fa to do 
melhor preditor linear de Y com respeito 
a X ser p y + p ^ (X - p x ) que, se 

E[Y\X] = a + bX 

entao 

Gy Gy 

a = {i y - p— p x b = p — 

O x Ox 

(Por que?) Verifique isto diretamente. 

7.43 Mostre que, para variaveis aleatorias X e 
Z, 

E[(X-Y) 2 ] = E[X 2 ]-E[Y 2 ] 


(b) Use a letra (a) para provar que 

(c) Qual e a probabilidade de que a (n + 
l)-esima bola retirada seja branca? 

7.38 O melhor preditor linear de Y com respei¬ 
to a X v el 2 e igual a a + bX x + cX 2 , onde 
a,b ec sao escolhidos para minimizar 

E[(Y-(a + bX 1 + cX 2 )f] 

Determine a,b e c. 

7.39 O melhor preditor quadratico de Y com 
respeito ale igual a a + bX + cX 2 , onde 
a, /> e c sao escolhidos para minimizar £[(y 
- (a + bX 4- cA 2 )) 2 ]. Determine a,bcc. 

7.40 Use a formula da variancia condicional 
para determinar a variancia de uma va- 
riavel aleatoria geometrica X com para- 
metro p. 

7.41 Suponha que X seja uma variavel alea¬ 
toria normal com parametros p = 0 e <x 2 
= 1, e considere /, independente de X , tal 
que P{I = I j = | = P{I = 0). Agora defina 
Y como 

A se / = 1 
-A se / = 0 


onde 

y = jE[AT|Z] 

7.44 Considere uma populagao formada por 
individuos capazes de gerar crias do mes- 
mo tipo. Suponha que, no final de sua vida, 
cada individuo tenha gerado j novas crias 
com probabilidade P } , j > 0, independen- 
temente do numero gerado por qualquer 
outro individuo. O numero de individuos 
inicialmente presente, representado por 
X 0 , e chamado de tamanho da zeresima 
gera^ao. Todas as crias da zeresima gera- 
$ao constituem a primeira gera^ao, e seu 
numero e representado por X v Em geral, 
suponha que X n represente o tamanho da 

°o 

n-esima gera^ao. Considere que p ~ }Pj 
oo /=o 

e g 2 = J2(j ~ fY) 2 Pj representem, respecti- 

7=0 

vamente, a media e a variancia do numero 
de crias gerado por um unico individuo. 
Suponha que X 0 = 1 - isto e, que exista ini¬ 
cialmente um unico individuo. 

(a) Mostre que 

E[X„] = nElX^] 

(b) Use a letra (a) para concluir que 


Colocando em palavras, Y tern a mesma 
probabilidade de ser igual a X ou ~X. 

(a) X e y sao independentes? 

(b) / e y sao independentes? 

(c) Mostre que Y e normal com media 0 e 
variancia 1. 

(d) Mostre que Cov(A, Y) = 0. 


E[X„] = /a" 

(c) Mostre que Var(^f /J ) = a 2 p n ~ } + 
M 2 Var(^_ 3 ) 

(d) Use a letra (c) para concluir que 


Var(*„) = 



se p ^ 1 


se/x = 1 
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O modelo descrito acima e conhecido 
como processo de ramiflcagdo , e uma im- 
portante questao para uma populagao 
que evolui sobre tais premissas e a pro¬ 
babilidade de que a populagao acabe se 
extinguindo. Suponha que tt represente 
esta probabilidade quando a populagao 
comega com um unico individuo. Isto e, 

Pjpopula^ao acabe se extinguindo|X 0 = 1} 

(e) Mostre que rr satisfaz 

oo 

w = EV 
/=0 


7.48 Se Y = aX + b , onde a tb sao constantes, 
expresse a fungao geratriz de momentos 
y em termos da fungao geratriz de mo¬ 
mentos X. 

7.49 A variavel aleatoria positiva X e chamada 
de log-normal com parametros p e a 2 se 
log(Z) e uma variavel aleatoria normal 
com parametros p e variancia cr 2 . Use a 
fungao geratriz de momentos normal 
para determinar a media e a variancia de 
uma variavel aleatoria log-normal. 

7.50 Suponha que X possua fungao geratriz de 
momentos M(t ), e defina \j/(r) = log M(t). 
Mostre que 


Dica: Condicione no mimero de crias do 
membro inicial da populagao. 

7.45 Verifique a formula para a fungao gera¬ 
triz de momentos de uma variavel alea¬ 
toria uniforme dada na Tabela 77. Alem 
disso, calcule a sua derivada para verificar 
as formulas de media e variancia. 

7.46 Para uma variavel aleatoria normal pa- 
drao X, seja p n = E[Z n \ Mostre que 

quando n e fmpar 

quando n = 2/ 

Dica: Comece expandindo a fungao gera¬ 
triz de momentos de Z em uma serie de 
Taylor em torno de 0 para obter 

E[e ,z ] = / /2 

(W 

i\ 


Pn — 


0 

( 2 /)! 
2 ifl 


7.47 Suponha que X seja uma variavel alea¬ 
toria normal com media p e variancia a 2 . 
Use os resultados do Exercfcio Tedrico 
746 para mostrar que 


E[X n 


[»/2] 

= E 

;=0 


(*)■ 


-9ct9(2 j )\ 


2Jj\ 


Na equagao anterior, [nil] e o maior in- 
teiro menor ou igual a nil. Verifique a sua 
resposta fazendo n = 1 e n = 2. 


i|/"(0U = Var(A) 

7.51 Use a Tabela 72 para determinar a disto¬ 

rt 

buigao de £ X t quando X v ..., X n sao va- 
i=i 

riaveis aleatorias exponenciais indepen- 
dentes e identicamente distribuidas, cada 
uma com media 1/A. 

7.52 Mostre como calcular Cov(X, Y) a partir 
da fungao geratriz de momentos conjunta 
deXeY. 

7.53 Suponha que X v ...,X n possuam uma dis¬ 
tribuigao normal multivariada. Mostre 
que X 7 ,..., X n sao variaveis independentes 
se e somente se 

Cov^., X f ) = 0 quando i ^ j 

7.54 Se Z e uma variavel aleatoria normal pa- 
drao, calcule Cov(Z, Z 2 )? 

7.55 Suponha que Y seja uma variavel aleato¬ 
ria normal com media p e variancia cr 2 , e 
tambem que a distribuigao condicional de 
X dado Y = y seja normal com media y e 
variancia 1. 

(a) Mostre que a distribuigao conjunta de 
X, Y e igual aquela de Y + Z, Y quan¬ 
do Z e uma variavel aleatoria normal 
padrao independente de Y. 

(b) Use o resultado da letra (a) para mos¬ 
trar que X e Y possuem uma distribui¬ 
gao normal bivariada. 

(c) Determine E[X\,Var(X) e Corr(X, Y). 

(d) Determine E[Y\X = x], 

(e) Qual e a distribuigao condicional de Y 
dado que X = xl 
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PROBLEMAS DE AUTOTESTE E EXERCICIOS 


7.1 Considere uma lista de m nomes na qual 
o mesmo nome pode aparecer mais de 
uma vez. Suponha que n(i), i = 1,..., m, re¬ 
presente o numero de vezes que o nome 
na posigao i aparece na lista, e faga com 
que d represente o numero de nomes dis- 
tintos na lista. 

(a) Expresse d em termos das variaveis m, 
n(i), i = 1,..., ra. Suponha que U seja 
uma variavel aleatoria uniforme no 
intervalo (0,1) e que X = [mU] + 1. 

(b) Qual e a fungao de probabilidade de 

XI 

(c) Mostre que E[m/n(X)] = d . 

7.2 Uma urna contem n bolas brancas e m 
bolas pretas que sao retiradas uma de 
cada vez de forma aleatoria. Determine 
o numero esperado de vezes em que uma 
bola branca e imediatamente seguida por 
uma bola preta. 

7.3 Vinte individuos consistindo em 10 casais 
devem se sentar em 5 mesas diferentes, 
com 4 pessoas em cada mesa. 

(a) Se as pessoas se sentam “aleatoria- 
menteV qual e o numero esperado de 
casais em uma mesma mesa? 

(b) Se 2 homens e 2 mulheres sao escolhi- 
dos aleatoriamente para se sentarem 
em cada mesa, qual e o numero es¬ 
perado de casais sentados na mesma 
mesa? 

7.4 Se um dado e jogado ate que todos as 
suas faces tenham aparecido pelo menos 
uma vez, determine o numero esperado 
de vezes que o resultado 1 aparece. 

7.5 Um baralho de 2 n cartas e formado por 
n cartas vermelhas e n cartas vermelhas. 
As cartas sao embaralhadas e em segui¬ 
da viradas uma de cada vez. Suponha 
que, cada vez que uma carta vermelha 
seja virada, ganhemos 1 unidade caso 
mais cartas vermelhas do que pretas te¬ 
nham sido viradas ate aquele momen- 
to (por exemplo, se n = 2 e o resultado 
fosse v p v p, ganharfamos um total de 2 
unidades). Determine a quantia que es- 
peramos ganhar. 

7.6 Considere os eventos A v A 2 ,..., A n , e su¬ 
ponha que N represente o numero de 
eventos que ocorrem. Alem disso, consi¬ 


dere / — 1 se todos esses eventos ocorre- 
rem e / = 0 caso contrario. Prove a desi- 
gualdade de Bonferroni, isto e, 

n 

P(A\ • ■ A„) > £>G4i) - (n - 1) 
i—1 

Dica : Mostre primeiro que N < n - 1 + I. 

7.7 Suponha que X seja o menor valor obtido 
quando k numeros sao escolhidos aleato¬ 
riamente do conjunto 1,..., n. Determine 
E[X | ao interpretar X como uma variavel 
aleatoria hipergeometrica negativa. 

7.8 Um aviao prestes a pousar carrega r fa- 
mflias. Um total de dessas famflias des- 
pachou j malas, J2 n j = r * Suponha que, 

i 

quando o aviao aterrissa, as N = J2J n j 

i 

malas saiam do aviao em ordem aleatoria. 
Assim que uma familia recolhe toda sua 
bagagem, ela sai imediatamente do aero- 
porto. Se a familia Sanchez despachou j 
malas, determine o numero esperado de 
famflias que saem logo apos essa familia. 

*7.9 Dezenove itens na borda de um cfrculo 
de raio 1 sao escolhidos. Mostre que, para 
qualquer escolha de itens, havera um arco 
do comprimento 1 que contem pelo me¬ 
nos 4 deles. 

7.10 Suponha que X seja uma variavel aleato¬ 
ria de Poisson com media A. Mostre que, 
se A nao e muito pequena, entao 

Var(Vx) = 0,25 

Dica : Use o resultado do Exercfcio Teo- 
rico 74 para aproximar E[Vx]. 

7.11 Suponha no Problema de Autoteste 7.3 
que as 20 pessoas devam se sentar em sete 
mesas, tres das quais possuem 4 cadeiras 
e quatro das quais possuem 2 cadeiras. Se 
as pessoas se sentam aleatoriamente, de¬ 
termine o valor esperado do numero de 
casais sentados na mesma mesa. 

7.12 Individuos 1 a n, n > 1, sao recrutados 
por uma firma da seguinte maneira: o 
individuo 1 comega a firma e recruta o 
individuo 2. Os individuos 1 e 2 entao 
competem para recrutar o individuo 3. 
Assim que este e recrutado, os indivf- 
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duos 1,2, e 3 competirao para recrutar o 
indivfduo 4, e assim por diante. Suponha 
que quando os individuos 1, 2 ,..., i com- 
pitam para recrutar o indivfduo i + 1, 
cada um deles tenha igual probabilidade 
de ser bem-sucedido. 

(a) Obtenha o numero esperado de indivf- 
duos 1 ,..., n que nao recrutam ninguem. 

(b) Deduza uma expressao para a va- 
riancia do numero de individuos que 
nao recrutam ninguem, e a avalie 
para n = 5. 

7.13 Os nove jogadores em um time de bas- 
quete consistem em 2 centrais, 3 pivos e 
4 defensores. Se os jogadores formam 3 
grupos com 3 jogadores cada, obtenha (a) 
o valor esperado e (b) a variancia do nu¬ 
mero de trincas formadas por um jogador 
de cada tipo. 

7.14 Um baralho de 52 cartas e embaralhado e 
uma mao de bridge com 13 cartas e distri- 
bufda. Suponha que X c Y representem, 
respectivamente, o numero de ases e de 
espadas na mao. 

(a) Mostre que X e Y sao nao correlacio- 
nados. 

(b) XeY sao independentes? 

7.15 Cada moeda em uma cesta tern um valor. 
Cada vez que uma moeda com valor p e 
jogada, ela da cara com probabilidade p. 
Quando uma moeda e retirada aleato- 
riamente da cesta, seu valor e uniforme- 
mente distribufdo em (0,1). Suponha que, 
apos a moeda ter sido retirada, mas antes 
de ser jogada, voce deva dar um palpite e 
dizer se saira cara ou coroa. Voce ganhara 
1 se acertar e perdera 1 se errar. 

(a) Qual e o seu ganho esperado se voce 
nao souber o valor da moeda? 

(b) Suponha que agora voce saiba o valor 
da moeda. Em fungao de /?, o valor da 
moeda, que palpite voce deveria dar? 

(c) Nas condigoes da letra (b), qual e o 
seu ganho esperado? 

7.16 No Problema de Autoteste 7.1, mostra- 
mos como usar o valor de uma variavel 
aleatoria uniforme em (0,1) (comumente 
chamada de numero aleatorio) para obter 
o valor de uma variavel aleatoria cuja me¬ 
dia e igual ao numero esperado de nomes 
distintos em uma lista. Entretanto, seu uso 
necessitava que se escolhesse uma posi¬ 


gao aleatoria e depois se determinasse o 
numero de vezes que o nome naquela po- 
sigao aparecia na lista. Outra abordagem 
que pode ser rnais eficiente quando ha um 
grande numero de nomes repetidos e a 
seguinte: como antes, comece escolhendo 
a variavel aleatoria X como no Problema 
7.1. Depois, identifique o nome na posigao 
X e siga a lista, comegando do infcio, ate 
que esse nome aparega. Considere / = 0 
se voce encontrar o nome antes da posi¬ 
gao X, e 7 = 1 se voce encontra-lo na posi¬ 
gao X . Mostre que E[ml\ = d. 

Dica : Calcule E[I\ usando a esperanga 
conditional. 

7.17 Um total de m itens devem ser distribuf- 
dos sequencialmente entre n prateleiras, 
com cada item sendo independentemente 
colocado em cada prateleira ; com proba¬ 
bilidade pjj = 1Obtenha o numero 
esperado de colisoes, onde uma colisao 
ocorre sempre que um item e colocado 
em uma prateleira nao vazia. 

7.18 Suponha que X seja a extensao da serie 
inicial em uma sequ£ncia aleatoria de n 
l’se m 0’s. Isto e, se os primeiros k valo- 
res sao os mesmos (ou todos iguais a 1, 
ou todos iguais a 0), entao X^k. Deter¬ 
mine E[X\. 

7.19 Ha n itens em uma caixa identificada com 
a letra H , e m em uma caixa identificada 
com a letra T. Uma moeda que da cara 
com probabilidade p> e coroa com pro- 
babilidade 1 - p e jogada. Cada vez que 
da cara, um item e removido da caixa H, 
e cada vez que da coroa, um item e remo¬ 
vido da caixa T (se uma caixa ja tiver sido 
esvaziada, entao nenhum item e removido 
dessa caixa). Obtenha o numero esperado 
de vezes que a moeda precisara ser jogada 
para que ambas as caixas fiquem vazias. 
Dica: Condicione no numero de caras nas 
primeiras n + m jogadas. 

7.20 Suponha que X seja uma variavel alea¬ 
toria nao negativa com fungao distribui- 
gao F. Mostre que, se F(x) = 1 - F(x), 
entao 



x n ' l F{x) dx 


Dica: Comece com a identidade 
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n = n f x n 1 dx 

Jo 

roo 

= n I x n ~ l Ix{x) dx 

Jo 


onde 

, _ (l, sex < X 

|o, caso contrario 

*7.21 Sejam a n , nao todos iguais a 0, tais que 
a i = 0. Mostre que existe uma per- 
mutagao i n tal que Y!j=\ a ij a i l+l < 0. 
Dica: Use o metodo probabilistic (e in- 
teressante notar que nao e necessario que 
exista uma permutagao cuja soma de pro- 
dutos de pares sucessivos e positiva. Por 
exemplo ,sen = 3 ,a x = a 2 = -1 , ea 3 ~ 2, 
nao existe tal permutagao). 

7.22 Suponha que X,,/ = 1,2,3, sejam variaveis 
aleatorias de Poisson independentes com 
respectivas medias i = 1,2,3. Conside- 
re X = X 1 + X 2 e Y = X 2 + X 3 . Diz-se que 
o vetor aleatorio X , Y possui distribuigao 
de Poisson bivariada. 

(a) Determine E[X | e E[Y\. 

(b) Determine Cov(X, 7). 

(c) Determine a fungao de probabilidade 
conjunta P{X = /, Y 

7.23 Seja (X i9 Y ( ), i = 1,..., uma sequencia de 
vetores independentes e identicamente 
distribuidos. Isto e, X v Y } 6 independen- 
te de e possui a mesma distribuigao que 
X 2 , 7 2 , e assim por diante. Embora X t e 
Y { possam ser dependentes, X i e Y } sao 
independentes quando i j. Suponha 
que 

U-x=E[Xi], n y = E[Y,l a x 2 = Var(X,), 
a 2 = Var(y ( ), p = Corr(X„ Y.) 

Determine Corr(X]" = i Xu £” = i Yj). 

7.24 Tres cartas sao selecionadas aleatoria- 
mente de um baralho comum de 52 car¬ 
tas. Suponha que X represente o numero 
de ases selecionados. 

(a) Determine E[X |o as de espadas e es- 
colhido]. 

(b) Determine E[X |pelo menos um as 
seja eseolhido]. 

7.25 Seja uma variavel aleatoria normal pa- 
drao e X uma variavel aleatoria normal 


padrao com media p, e variancia 1. Quere- 
mos determinar Para fazer isso, 

suponha que Z seja uma variavel aleato¬ 
ria normal padrao independente de X e 
considere 


{ 1, seZ < X 
\ 0, se Z > X 


(a) Mostre que E[I\X = x] = 4>(x). 

(b) Mostre que E[<t>(X)] = P\Z < X\. 

(c) Mostre que E[<l>(20] = ^(^)* 

Dica : Qual e a distribuigao de X - Z1 
Este problema aparece em estatfstica. Su¬ 
ponha que voce deva observar o valor de 
uma variavel X que e normalmente distri- 
bufda com media desconhecida fx e varian¬ 
cia 1, e que voce queira testar a hipotese 
de que a media fx seja maior ou igual a 
0. Claramente voce negara essa hipotese 
caso X seja muito pequeno. Se voce obser- 
va que X — x, entao o valor p da hipotese 
de que a media e maior ou igual a zero e 
definido como a probabilidade de que X 
seja tao pequeno quanto x se p for igual a 
0 (seu menor valor possfvel se a hipotese 
fosse verdadeira). (Supoe-se que um valor 
de p pequeno seja uma indicagao de que a 
hipotese e provavelmente falsa.) Como X 
possui distribuigao normal padrao quando 
PL = 0, o valor de p que resulta quando X 
= x e igual a ^(x). Portanto, o argumento 
anterior mostra que o valor esperado de p 
obtido quando a media verdadeira e p e 
igual a $(^). 

7.26 Uma moeda que da cara com probabi¬ 
lidade p e jogada ate que um total de n 
caras ou m coroas seja acumulado. Deter¬ 
mine o numero esperado de jogadas. 

Dica : Imagine que a pessoa continue a 
jogar a moeda mesmo apos atingir o seu 
objetivo. Suponha que X represente o nu¬ 
mero de jogadas necessarias para que se 
obtenham n caras, e que Y represente o 
numero de jogadas necessarias para que se 
obtenham m coroas. Note que max(2f, Y) 
+ mm(2f, Y) = X + Y. Compute £[max(X, 
Y)] condicionando no numero de caras que 
aparecem nas primeiras n + m -1 jogadas. 

7.27 Um baralho de n cartas numeradas de 1 a 
n e embaralhado da seguinte maneira: em 
cada etapa, escolhemos aleatoriamente 
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uma das cartas e a movemos para a frente 
do baralho, deixando inalteradas as posi- 
goes relativas das demais cartas. Esse pro- 
cedimento continua ate que todas exceto 
uma carta tenham sido escolhidas. Neste 
momento, resulta por simetria que todas 
as n\ possiveis sequencias de cartas sao 
igualmente provaveis. Determine o nu- 
mero esperado de etapas necessarias. 

7.28 Suponha que uma sequencia de tentati- 
vas independentes na qual cada tentati- 
va com probabilidade de sucesso p seja 
realizada ate que um sucesso ocorra ou 
que um total de n tentativas seja atingido. 
Determine o numero medio de tentativas 
realizadas. 

Dica: Os calculos sao simplificados se 
voce usar a identidade que diz que, para 


uma variavel aleatoria X com valor intei- 
ro nao negativo, 

oo 

E[X] = J2 p ( X ~ ') 

1=1 

7.29 Suponha que X e Y sejam variaveis 
aleatorias de Bernoulli. Mostre que X 
e Y sao independentes se e somente se 
Cov(X, Y) = 0. 

7.30 No problema do pareamento generali- 
zado, ha n indivfduos dos quais n i usam 
um chapeu de tamanho i, n i = n - Ha 
tambem n chapeus, dos quais h i sao de ta¬ 
manho i, l hi = n ■ Se cada indivtduo 
escolhe aleatoriamente um chapeu (sem 
reposi^ao), determine o numero esperado 
de individuos que escolhem um chapeu 
que se ajusta ao seu tamanho. 
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8.1 INTRODUgAO 

Os mais importantes resultados teoricos na teoria da probabilidade sao os teore¬ 
mas limites. Destes, os mais importantes sao as lets dos grandes numeros e os teo¬ 
remas do limite central. Usualmente, teoremas sao considerados leis de grandes 
numeros se estiverem interessados em enunciar condigoes nas quais a media de 
uma sequencia de variaveis aleatorias converge (de alguma forma) para a media 
esperada. Por outro lado, teoremas do limite central estao interessados em deter- 
minar condigoes nas quais a soma de um grande numero de variaveis aleatorias 
possui uma distribuigao de probabilidade que e aproximadamente normal. 

8.2 DESIGUALDADEDECHEBYSHEVE 

A LEI FRACA DOS GRANDES NUMEROS 

Comegamos esta segao provando um resultado conhecido como a desigualdade 
de Markov. 

Proposigao 2.1 A desigualdade de Markov 

Se X e uma variavel aleatoria que apresenta apenas valores nao negativos en- 
tao, para qualquer a > 0, 

E[X] 


P{X > a} 


a 
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Demonstragao Para a > 0, suponha 


Jl sqX > a 
|0 caso contrario 


e note que, como X > 0, 


I < 


X 

a 


Calculando as esperangas da ultima desigualdade, obtemos 


E[I] 


E[X] 

a 


o que, como E[I\ = P{X > a], demonstra o resultado. □ 

Como um corolario, obtemos a Proposigao 2.2. 

Proposigao 2.2 A desigualdade de Chebyshev 

SeZe uma variavel aleatoria com media finita /x e variancia cr 2 , entao, para 
qualquer valor k > 0, 

P\\x - n\ >I)<^ 


Demonstragao Como (X — ju) 2 e uma variavel aleatoria nao negativa, 
podemos aplicar a desigualdade de Markov (com a - k 2 ) para obter 


P{{X 

Mas como (X - fi) 2 > 
equivalente a 


k 2 


n) 2 S k 2 } < ~ m)2] 

se e somente se \X — /x| > 


( 2 . 1 ) 

k, a Equagao (2.1) e 


P{\X - v\>k} 


E[(X - fX ) 2 1 Or 
k 2 


2 

k 2 


e a demonstragao esta completa. □ 

A importancia das desigualdades de Markov e Chebyshev esta no fato de 
elas nos permitirem deduzir limites para as probabilidades quando conhecemos 
somente a media, ou a media e a variancia, da distribuigao de probabilidade. 
Naturalmente, se a distribuigao verdadeira fosse conhecida, as probabilidades 
desejadas poderiam ser calculadas de forma exata e com isso nao precisaria- 
mos recorrer a limites. 


Exemplo 2a 

Suponha que se saiba que o numero de itens produzidos por uma fabrica du¬ 
rante uma semana seja uma variavel aleatoria com media 50. 

(a) O que se pode dizer sobre a probabilidade de que a produgao desta sema¬ 
na seja superior a 75 itens? 
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(b) Se e sabido que a variancia da produgao de uma semana e igual a 25, 
entao o que se pode dizer sobre a probabilidade de que a produgao desta 
semana esteja entre 40 e 60? 


Solugao Seja X o numero de itens produzidos em uma semana. 

(a) Pela desigualdade de Markov, 

Ptr > 75) « 50 2 

(b) Pela desigualdade de Chebyshev, 


75 75 3 


PHX - 50| 2 10) s £ = 1 


Portanto, 


P{\X - 50| < 10} > 1 - i | 


Assim, a probabilidade de que a produgao desta semana esteja entre 40 e 60 e 
de pelo menos 0,75. ■ 

Como a desigualdade de Chebyshev e valida para todas as distributes da 
variavel aleatoria X , nao podemos esperar que o limite da probabilidade esteja 
muito proximo da probabilidade real em muitos casos. Por exemplo, considere 
o Exemplo 2b. 


Exemplo 2b 

St X € uniformemente distribuida ao longo do intervalo (0,10), entao, como 
E[X\ = 5 e Var(X) = y, resulta da desigualdade de Chebyshev que 

PUX - 5| > 4) S » 0,52 

enquanto o resultado exato e 

P{|X-5|>4} = 0,20 

Assim, embora a desigualdade de Chebyshev esteja correta, o limite superior 
que ela fornece nao esta particularmente proximo da probabilidade real. 

Similarmente,sele uma variavel aleatoria normal com media /x e varian¬ 
cia a 2 , a desigualdade de Chebyshev diz que 

P{\x - Ml > 2<t} < i 

enquanto a probabilidade real 6 dada por 

> 2 ) =2[1 - <D(2)] w 0,0456 ■ 



P{\X - /x| >2 a} = P 
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A desigualdade de Chebyshev e frequentemente utilizada como uma fer- 
ramenta teorica para demonstrar resultados. Este uso e ilustrado primeiro pela 
Proposigao 2.3 e depois, de maneira mais importante, pela lei fraca dos grandes 
numeros. 


Proposigao 2,3 Se Var(X) = 0, entao 

P\X=E[X\) = 1 

Em outras palavras, as unicas variaveis aleatorias com variancias iguais a 0 sao 
aquelas que sao constantes com probabilidade 1. 

Demonstragao Pela desigualdade de Chebyshev, temos, para qualquer n 

>1, 

p\\X - n I > 1} =0 


Fazendo n— >oo e usando a propriedade da continuidade das probabilidades, 
obtemos 


0 = lim P 

n —>oo 


\X - n\ > - \=P 

n 1 


lim \\X — ti\ > 

n—>oo 


=)| 


= P{X * fi] 


e o resultado esta demonstrado. 


□ 


Teorema 2.1 A lei fraca dos grandes numeros 

Seja X p X v ... uma sequencia de variaveis aleatorias independentes e iden- 
ticamente distribuidas, cada uma com media finita E[X] = p. Entao, para 
qualquer s > 0, 


P 


X! + .--+X n 

n 


- M 


s £ 


—>0 quando oo 


Demonstragao Vamos demonstrar o teorema com a unica hipotese adi- 
cional de que as variaveis possuam uma variancia finita a 2 . Agora, como 


+ 


X n 


= 1* 


Var 


f X x + 




resulta da desigualdade de Chebyshev que 


P 


X\ -f- • • ■ + X n 
n 



> e 



e o resultado esta demonstrado. 


□ 


A lei fraca dos grandes numeros foi demonstrada originalmente por James 
Bernoulli para o caso especial de variaveis aleatorias com valores 0 ou 1 (isto 
e, de Bernoulli). Seu enunciado e sua demonstragao para este teorema foram 
apresentados no livro Ars Conjectandi , que foi publicado em 1713, oito anos 
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apos a sua morte, por seu sobrinho Nicholas Bernoulli. Note que, como a desi- 
gualdade de Chebyshev nao era conhecida naquela epoca, Bernoulli teve que 
empregar uma demonstragao bastante engenhosa para estabelecer o seu resul- 
tado. A forma geral da lei fraca dos grandes numeros apresentada no Teorema 
2.1 foi demonstrada pelo matematico russo Khintchine. 


8.3 O TEOREMA DO LIMITE CENTRAL 

O teorema do limite central e um dos resultados mais extraordinarios na teoria 
da probabilidade. Em linhas gerais, ele diz que a soma de um grande numero 
de variaveis aleatorias independentes tern uma distribuigao que e aproxima- 
damente normal. Com isso, ele nao somente fornece um metodo simples para 
o calculo de probabilidades aproximadas para somas de variaveis aleatorias 
independentes, mas tambem ajuda a explicar o extraordinario fato de que fre¬ 
quences empiricas de muitas populates naturais exibem curvas na forma de 
um sino (isto e, normais). 

Em sua forma mais simples, o teorema do limite central e enunciado da 
seguinte maneira. 


Teorema 3.1 O teorema do limite central 

Seja X v X 2 ,... uma sequencia de variaveis aleatorias independentes e identi- 
camente distribuidas, cada uma com media jjl e variancia o 2 . Entao , a distri- 
buigao de 

X\ + • • • + X n — nfi 
o*Jn 


tende a distribuigao normal padrdo quando n —» °o. Isto e> para — oo < a < °° 
[ X\ + * • • + X n — np I 


Oyfn 


l r a 

J —oc 


e x dx quando n ->oo 


A chave para a demonstrate do teorema do limite central e o lema a se- 
guir, que enunciamos sem apresentar uma demonstragao. 

Lema 3.1 

Seja Zj, Z 2 ,... uma sequencia de variaveis aleatorias com fungoes distribui¬ 
gao F Zn e fungoes geratrizes de momentos M Zn , n > 1; seja tambem Z uma 
variavel aleatoria com fungao distribuigao F z e fungao geratriz de momen¬ 
tos M z . Se M Zn (t) M z (t) para todo t , entao F Zn {t) F z (t) para todo t no 
qual F z (t ) e contmua. 

Se Z e uma variavel aleatoria normal padrao, entao, como M z (t) = ob- 
temos do Lema 3.1 que, se M Zn ( t) -¥ e* 2 / 2 quando n — > oo, entao F Zn (t) — > 
quando n —> oo. 

Estamos agora prontos para demonstrar o teorema do limite central. 

Demonstragao do Teorema do Limite Central: Vamos supor primeiro que p 
= 0 e a 2 = 1. Vamos demonstrar o teorema sob a hipotese de que a fungao ge- 
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ratriz de momentos de X n M(t ), exista e seja finita. Agora,.a fungao geratriz de 
momentos de Xi/y/n e dada por 


Logo, a fungao 
Considere 


exp |l|l =M fe) 


geratriz de momentos de Xi/yfn e dada por 

i=l 



e note que 


L(0 = logM(f) 


L(0) = 
L'( 0) = 


0 

M'(0) 


M( 0) 
= M 
= 0 


L"{ 0) = 


M(0)M"(0) - [M'(0)] 2 


[M(0)] 2 


= E[X 2 ] 
= 1 


Agora, para demonstrar o teorema, devemos mostrar que \M(t/y/n)] n -> e^^ 2 
quando n —> ou, equivalentemente, que nL(t/y/n) —> t 2 /2 quando n — » oo. Para 
mostrarmos isso, observe que 


r L(t/y/n) 

lim - z — 

n—> oo n~ L 


— L!{t/Jn)n 2 f 2 t 

lim --—^- pela regra de L’Hopital 


lim 

n—> oo 


lim 

n —>oo 


lim 

n —>oo 


—2n~ 2 
L f (t/y/n)t 
2 / 2 - 1/2 

-L"(t/yfti)n-y 2 t 2 
—2 n ~ 3 / 2 


novamente pela regra 
de L’Hopital 


Assim, o teorema do limite central esta demonstrado quando ijl — 0 e a 2 = 1. 
O resultado e agora estendido para o caso geral considerando-se as variaveis 
aleatorias padronizadas X* — (Xi — fi)/a e aplicando-se o resultado anterior, 

ja que E[Xf] = 0 e Var(JT*) = 1. 
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Observagao: Embora o Teorema 3.1 afirme apenas que, para cada a , 


P 


X\ + • * • + X n — n(i 
o^fn 



-►<D(a) 


pode-se, na verdade, mostrar que a convergencia e uniforme em a [dizemos que 
f n (a ) ->f(a) uniformemente em a se, para cada e > 0, existir um N tal que \f n {a) 
-f(a) | < s para todo a sempre que n > N\. O 

A primeira versao do teorema do limite central foi demonstrada por De- 
Moivre em 1733 para o caso especial de variaveis aleatorias de Bernoulli com p 
= O teorema foi em seguida estendido por Laplace para o caso de p arbitrario 
(como uma variavel aleatoria binomial pode ser tratada como sendo a soma de 
n variaveis aleatorias de Bernoulli independentes e identicamente distribuidas, 
isso justifica a aproximagao normal para a distribuigao binomial que apresenta- 
mos na Segao 5.4.1). Laplace tambem descobriu a forma mais geral do teorema 
do limite central dada no Teorema 3.1. Sua demonstracao, contudo, nao era com- 
pletamente rigorosa e, de fato, nao poderia ter sido feita rigorosamente. Uma de- 
monstragao verdadeiramente rigorosa para o teorema do limite central foi apre- 
sentada primeiramente pelo matematico russo Liapounoff entre 1901 e 1902. 

Este importante teorema e ilustrado em um modulo dedicado ao teorema 
do limite central na pagina deste livro na internet. La, e possivel obter graficos 
da fungao densidade da soma de n variaveis aleatorias independentes e identi¬ 
camente distribuidas identificadas com os mimeros 0,1,2,3,4. Quando utilizar 
esse modulo, entre com a fungao de probabilidade e o valor de n desejado. A 
Figura 8.1 mostra os graficos obtidos para uma fungao de probabilidade especi- 
fica quando (a) n = 5, (b) n = 10, (c) n = 25 e (d) n = 100. 


Exemplo 3a 

Um astronomo esta interessado em medir a distancia, em anos-luz, entre o seu 
observatorio e uma estrela. Embora o astronomo disponha de uma tecnica de 
medigao, ele sabe que, em fungao da variagao das condigoes climaticas e de 
erros normais, cada vez que faz uma medigao ele nao obtem a distancia exata, 
mas sim uma estimativa deste parametro. Como resultado, o astronomo planeja 
fazer uma serie de medigoes e entao usar o valor medio dessas medigoes como 
seu valor estimado da distancia real. Se o astronomo acredita que os valores das 
medigoes sao variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas 
com media comum d (a distancia real) e variancia comum 4 (em anos-luz), 
quantas medigoes precisam ser feitas para que se garanta que a distancia esti- 
mada tenha uma precisao de ±0,5 anos-luz? 

Soluqao Suponha que o astronomo decida fazer n observagoes. Se X v X 2 ,..., 
X n sao as n medigoes, entao, do teorema do limite central, tem-se que 

n 


- nd 
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Figura 8.1(a) 


possui aproximadamente uma distribuigao normal padrao. Com isso, 



Portanto, se o astronomo quiser, por exemplo, estar 95% certo de que seu valor 
estimado tenha uma precisao de ±0,5 anos-luz, ele devera fazer n* medi^oes, 
onde n* e tal que 


2<P 



Vn* \ 


4 


— 1 = 0,95 ou O 


4 


= 0,975 
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Assim, da Tabela 5.1 do Capitulo 5, 

^ = 1,96 ou n* -- (7,84) 2 » 61,47 

Como nao e um valor inteiro, ele devera fazer 62 observa$oes. 

Note, no entanto, que a analise anterior foi feita sob a hipotese de que a 
aproximagao normal e uma boa aproximagao quando n = 62. Embora este seja 
usualmente o caso, em geral a questao de quao grande precisa ser n para que a 
aproximagao seja “boa” depende da distribuigao de X t . Se o astronomo estiver 
interessado neste aspecto e nao desejar correr riscos, ele podera recorrer a de- 
sigualdade de Chebyshev. Ja que 




4 

n 


E 


n 


= d Var 


n 
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Figura 8.1 (c) 


a desigualdade de Chebyshev fornece 




4 _ 16 

n(0,5) 2 “ ~n 


Com isso, se ele fizer n = 16/0,05 = 320 observa^oes, ele tera 95% de certeza de 
que sua estimativa tera uma precisao de 0,5 anos-luz. ■ 


Exemplo 3b 

O numero de estudantes que se matriculam em um curso de psicologia e 
uma variavel aleatoria de Poisson com media 100. O professor encarregado 
do curso decidiu que, se o numero de matriculas for maior ou igual a 120, ele 
dara aulas para duas turmas separadas. Por outro lado, se esse numero for 
menor que 120, ele dara as aulas para todos os estudantes juntos em uma 
unica turma. Qual e a probabilidade de que o professor tenha que dar aulas 
para duas turmas? 
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Figura 8.1(d) 


Solugao A solugao exata 

e -ioo g qoQ)‘ 

£=120 l ' 

nao fornece diretamente uma resposta numerica. Entretanto, lembrando que 
uma variavel aleatoria de Poisson com media 100 e a soma de 100 variaveis 
aleatorias independentes, cada uma com media 1, podemos usar o teorema do 
limite central para obter uma solucao aproximada. Se X representa o numero 
de estudantes que se matriculam no curso, temos 

P{X > 120 } — P{X s 119,5} (a corre?ao de continuidade) 

[ X - 100 > 119,5 - 100 1 
{ v^ioo “ v'Too } 

« 1 - 0(1,95) 

« 0,0256 
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onde usamos o fato de que a variancia de uma variavel aleatoria de Poisson e 
igual a sua media. ■ 


Exemplo 3c 

Se 10 dados honestos sao rolados, determine a probabilidade aproximada de 
que a soma obtida esteja entre 30 e 40, inclusive. 


Solugao Suponha que X t represente o valor do /-esimo dado, i = 1,2,. 
Ja que 


E{Xi) = l, Var (X t ) = E[Xf] - (£[X/]) 2 = 
o teorema do limite central resulta em 


£{29,5 < X < 40,5} = P 


29,5 - 35 


350 

12 

20(1,0184) - 1 
0,692 




10 . 


Exemplo 3d 

Suponha que X it i = 1,..., 10, sejam variaveis aleatorias independentes, cada 
uma uniformemente distribufda ao longo do intervalo (0, 1). Calcule uma 

i 10 1 

aproxima?ao para P < ^ Xi > 6 

l'=l J 

Solugao Como E\Xi\ = j e Var (Xi) = X, temos, pelo teorema do limite cen¬ 
tral, 

to 

I> - 5 

= p.A _> JjlL. 

« 1 - 0(VC2) 

W 0,1367 

10 

Portanto, Xi sera maior que 6 apenas 14% do tempo. ■ 

;=l 

Exemplo 3e 

Um professor tern 50 provas para corrigir. O tempo necessario para corrigir 
cada uma das 50 provas e uma variavel aleatoria independente com distribui- 
gao que possui media de 20 minutos e desvio padrao de 4 minutos. Aproxime 


10 


I> > 6 
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a probabilidade de que o professor corrija pelo menos 25 provas nos primeiros 
450 minutos de trabalho. 

Solugao Se X i e o tempo necessario para corrigir a Z-esima prova, 

25 

i =1 

e o tempo necessario para corrigir as primeiras 25 provas. Como o professor 
corrigira as primeiras 25 provas nos primeiros 450 minutos de trabalho se o 
tempo necessario para corrigi-las for menor ou igual a 450, vemos que a proba¬ 
bilidade desejada e P{X < 450}. Para aproximar esta probabilidade, usamos o 
teorema do limite central. Agora, 

25 

E[X) = E[Xi] = 25(20) = 500 

i=l 


e 


25 

Var(X) - Var(X/) = 25(16) - 400 

;=i 

Consequentemente, sendo Z uma variavel aleatoria normal padrao, temos 


P{X < 450} = P{ 


X - 500 450 - 500, 


V400 
P{Z < -2,5} 


V400 


= P{Z > 2,5} 

= 1 - <t>(2,5) = 0,006 


Teoremas do limite central tambem existem quando as variaveis aleato- 
rias X t sao independentes mas nao necessariamente identicamente distribmdas. 
Uma versao, que nao e de forma alguma a mais geral, e a seguinte. 

Teorema 3.2 Teorema do limite central para variaveis aleatorias inde¬ 
pendentes 

Suponha que X p X^... seja uma sequencia de variaveis aleatorias indepen¬ 
dentes com respectivas medias e varidncias = E[X^\ e of — Var(X]). Se (a) 
as variaveis aleatorias XJorem limitadas uniformemente, isto e, para algum 

M, P{|Xj < M) — 1 para todo i, e (b) Yf erf =oo — entao 

=1 

n 

Ys x i - ^ 

i=l 


P 


< a 


<t> (a) quando n oo 
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Nota Historica 


Pierre-Simon, Marques de Laplace 

O teorema do limite central foi originalmente proposto e demonstrado 
pelo matematico frances Pierre-Simon, Marques de Laplace, que chegou 
ao teorema a partir de suas observagoes de que erros de medigao (que 
podem usualmente ser considerados como sendo a soma de um grande 
numero de pequenas forgas) tendem a ser normalmente distribuidos. 
Laplace, que tambem era um famoso astronomo (e de fato chamado de 
“Newton frances”) trouxe grandes contributes a teoria da probabilida¬ 
de e a estatistica. Laplace tambem popularizou o uso da probabilidade na 
vida cotidiana. Ele acreditava fortemente na importancia disso, conforme 
indicado nas seguintes citagoes retiradas de seu libro Teoria Analitica da 
Probabilidade : “Vemos que a teoria da probabilidade e no fundo somente 
o senso comum reduzido ao calculo; ela nos faz apreciar com exatidao o 
que mentes pensantes percebem como que por instinto, muitas vezes sem 
se dar conta disso. (...) E extraordinario que esta ciencia, que surgiu da 
analise dos jogos de azar, tenha se tornado o mais importante objeto do 
conhecimento humano. (...) As mais importantes questoes da vida sao, em 
sua grande maioria, apenas problemas de probabilidade? 

A aplicagao do teorema do limite central para mostrar que os erros de 
medigao possuem praticamente uma distribuigao normal e vista como uma 
importante contribuigao para a ciencia. De fato, nos seculos dezessete e dezoi- 
to, o teorema do limite central era frequentemente chamado de lei da frequen- 
cia de erros.Wt ja as palavras de Francis Galton (retiradas de seu livro Heranga 
Natural, publicado em 1889): “Nao conhego nada tao capaz de impressionar a 
imaginagao quanto a maravilhosa forma de ordem cosmica descrita pela ‘Lei 
da Frequencia do Erro’ A Lei poderia ter sido personificada e deificada pelos 
gregos, se eles a tivessem conhecido. Ela reina com serenidade e discrigao no 
meio da mais selvagem confusao. Quanto maior forem a multidao e a aparen- 
te anarquia, mais perfeito e o seu poder. E a lei suprema da irracionalidade? 


8.4 A LEI FORTE DOS GRANDES NUMEROS 

A lei forte dos grandes numeros e provavelmente o resultado mais famoso na 
teoria da probabilidade. Ela diz que a media de uma sequencia de variaveis 
aleatorias independentes com mesma distribuigao converge, com probabilida¬ 
de 1, para a media daquela distribuigao. 

Teorema 4.1. A lei forte dos grandes numeros 

Seja X v X 2 ,... uma sequencia de variaveis aleatorias independentes e iden- 
ticamente distribuidas, cada uma com media finita p = E[X]. Entao, com 
probabilidade 1, 
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X\ + X 2 + • * • + X n 


(jl quando n —» ( 


Como uma aplicagao da lei forte dos grandes numeros, suponha que seja 
realizada uma sequencia de tentativas independentes de um experimento. Su¬ 
ponha que E seja um evento fixo do experimento e que P(E ) represente a pro- 
babilidade de que E ocorra em qualquer tentativa particular. Fazendo 


Xi = 


1 se E ocorrer na z-esima tentativa 
0 se E nao ocorrer na z-esima tentativa 


temos, pela lei forte dos grandes numeros, que, com probabilidade 1 , 


Xi + 


Xn 


E[X\ = P(E) 


(4.1) 


Como + ••• + X n representa o numero de vezes em que o evento E ocorre 
nas primeiras n tentativas, podemos interpretar a Equagao (4.1) como se ela 
dissesse que, com probabilidade 1, a proporgao limite do tempo de ocorrencia 
do evento E e justamente P(E). 

Embora o teorema possa ser demonstrado sem essa hipotese, nossa de¬ 
monstrate da lei forte dos grandes numeros supoe que as variaveis aleatorias 
X- possuem um quarto momento finito. Isto e, supomos que E[Xf] = K < 00 . 

Demonstraga° da Lei Forte dos Grandes Numeros: Para comegar, suponha 

n 

que /x, a media de X i9 seja igual a 0. Faga S n = Xi e considere 

E[{X 1 + ... + X n )(Xi + + X n ) 

X (Xi + ■ • • + X n )(X\ + X n )\ 


E[S 4 n ] 


A expansao do lado direito da equagao anterior resulta em termos da forma 

xf, XfXj, xfxf, XfXjXk e XiXjXkXt 

onde ij , k e l sao todos diferentes. Como todas as variaveis aleatorias X, tern 
media 0 , resulta da independence dessas variaveis que 

E[XfXj] = E[Xf]E[Xj) = 0 
E[XfXjX k ] = E[Xf]E[Xj]E[X k ] = 0 
E[XiXjX k Xi} = 0 


Agora, para um dado par i e 7 , havera ^ 2 J = 6 termos na expansao que serao 

iguais a Xfxj. Com isso, expandindo o produto anterior e calculando as espe- 
rangas termo a termo, obtemos 


* Isto e, a lei forte dos grandes numeros diz que 

P{ lim (*! + ••. + X n )/n = fi } = 1 
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E[S 4 n \ = nE[Xf] + 6 ^E[Xfxf] 

= nK + 3 n(n - 1 )E[Xf]E[Xf] 

onde uma vez mais utilizamos a hipotese de independence. Agora, como 
0 ^ 'Var(Xf) = E[Xf] - ( E[Xf]) 2 


temos 

(E[Xf}) 2 < E[Xf] = K 

Portanto, do desenvolvimento anterior, obtemos 

£[S*] < nK + 3 n(n - 1 )K 

o que implica que 

3 K 

n 3 n 2 



Portanto, 


E 


1_ 

00 

= E £ 

_l 

L«=i J 

n =1 

L J 


< oo 


Mas isso implica que, com probabilidade 1, J2 $n/ nA < 00 (p°i s se houver uma 

n =1 

probabilidade positiva de que a soma seja infinita, entao o seu valor esperado e 
infinito). Mas a convergence da serie implica que seu n-esimo termo tenda a 0; 
portanto, podemos concluir que, com probabilidade 1, 


S 4 


lim 

n—>00 n 


= 0 


Mas se S 4 /n 4 = ( S n /n) 4 tende a zero, entao SJn tambem tende a zero; portanto, 
provamos que, com probabilidade 1, 

5 

— 0 a medida que n —> 00 

n 


Ouando fx , a media de X i9 for diferente de 0, podemos aplicar o argumento 
anterior as variaveis aleatorias X t - [x para obter que, com probabilidade 1, 

n^oo*-^ 
i~\ 


n 
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ou, equivalentemente, 



1=1 

o que demonstra o resultado. □ 


A lei forte e ilustrada em dois modulos presentes na pagina deste livro na 
internet. Os modulos consideram variaveis aleatorias independentes e identi- 
camente distribuidas identificadas com os numeros 0,1,2,3 e 4. Eles simulam 
os valores de n dessas variaveis aleatorias; as proposes de tempo em que cada 

n 

resultado ocorre, bem como a media amostral resultante Xi/n, sao indica- 

i=l 

das e apresentadas em formato grafico. Ao utilizar esses modulos, que diferem 
somente no tipo de grafico apresentado, voce deve fornecer as probabilidades 



Figura 8.2(a) 
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e o valor desejado de n. A Figura 8.2 ilustra os resultados de uma simulagao 
utilizando uma fungao de probabilidade especffica e (a) n = 100, (b) N = 1000 
e (c) n =10.000. 

Muitos estudantes ficam inicialmente confusos com a diferenga entre as 
leis fraca e forte dos grandes numeros. A lei fraca dos grandes numeros diz que, 
para qualquer valor n* grande especifico, e provavel que (X :1 + ... + 
esteja proximo de /x. Entretanto, ela nao diz que (X v +... + X n )ln permanece- 
ra proximo de ji para todos os valores de n maiores que n*. Assim, ela deixa 
aberta a possibilidade de que grandes valores de \(X 1 +... + X n )/n — fi\ possam 
ocorrer de forma infinitamente frequente (embora em intervalos infrequentes). 
A lei forte mostra que isso nao pode ocorrer. Em particular, ela implica, com 
probabilidade 1, para qualquer valor positivo s , que 

Xi I 


sera maior que s apenas um numero finito de vezes. 




Figura 8.2(b) 
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A lei forte dos grandes numeros foi demonstrada originalmente, no caso 
especial de variaveis aleatorias de Bernoulli, pelo matematico frances Borel. 
A forma geral da lei forte apresentada no Teorema 4.1 foi demonstrada pelo 
matematico russo A. N. Kolmogorov. 

8.5 OUTRAS DESIGUALDADES 

As vezes enfrentamos situates em que estamos interessados em obter um 
limite superior para uma probabilidade da forma P{X — n > a] quando co- 
nhecemos a media p, = E[X] e a variancia a 2 — Var(A) da distribuigao de X e 
quando a e algum valor positivo. Naturalmente, como X - (jl > a > 0 implica 
que \X - /x| > a, resulta de desigualdade de Chebyshev que 

2 

P{X - fji > a] < P{\X - ii\ > a} < — quando a > 0 

a L 

Entretanto, como mostra a proposigao a seguir, podemos fazer melhor. 



Figura 8.2(c) 
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Proposigao 5.1 Desigualdade de Chebyshev unilateral 

Se X e uma variavel aleatoria com media 0 e variancia <r 2 , entao, para qualquer 
a > 0, 


P{X > a) < 


O' 


2 


o 2 4- a 2 


Demonstragao Considere ft > 0 e observe que 

X > a e equivalente a X + b > a + b 


Portanto, 

P{X > a] = P{X -f b> a + b} 

^ P{(X + b ) 2 > (a + b) 2 } 


onde se obtem a desigualdade observando-se que, como a 4- b > 0,X + b 
> a + b implica que (X + b) 2 >: (a + fr) 2 . Aplicando-se a desigualdade de 
Markov, a equagao anterior resulta em 


P{X > «} 


+ b ) 2 ] _ o 2 + b 2 
(a -{- />) 2 {a + ft) 2 


Fazendo ft = a 1 1 a [o que e facilmente visto como o valor de ft que minimiza 
(a 2 + b 2 )/(a + ft) 2 ], obtemos o resultado desejado. □ 


Exemplo 5a 

Se o numero de itens produzidos em uma fabrica durante uma semana e 
uma variavel aleatoria com media 100 e variancia 400, calcule um limite 
superior para a probabilidade de que a produgao desta semana seja de pelo 
menos 120 itens. 


Solugao 


Resulta da desigualdade unilateral de Chebyshev que 


P{X 


120} = P{X - 100 > 20} < 


400 

400 +"(20) 2 


1 

2 


Com isso, a probabilidade de que a produgao desta semana seja de 120 ou mais 
itens e de 

Se tivessemos tentado obter um limite aplicando a desigualdade de Mar¬ 
kov, entao obteriamos 


P{X > 120} < 


E(X) _ 5 
120 ” 6 


que e um limite muito mais fraco do que o anterior. 
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Suponha que X possua media /x e variancia <r 2 . Como X - (i e fx - X pos- 
suem ambos media 0 e variancia cr 2 , resulta da desigualdade de Chebyshev uni¬ 
lateral que, para a > 0, 


P{X - /x > a) 



e 


P{fji — X > a] 



Assim, temos o seguinte corolario. 
Corolario 5.1 Se E[X] = /x e Var(X) 

P{X > /x + 
P{X < /x - 


2 

= <T 




a} 


, entao, para a > 0, 


cr 2 + a 2 


a 2 + a 2 


Exemplo 5b 

Um conjunto de 200 pessoas formado por 100 homens e 100 mulheres e dividido 
aleatoriamente em 100 pares. Fornega um limite superior para a possibilidade de 
que no maximo 30 desses pares sejam formados por um homem e uma mulher. 

Solugao Numere os homens arbitrariamente de 1 a 100 e, para i = 1,2,...100, 
suponha 

_ 11 se o homem i forma um par com uma mulher 
1 ~ [0 caso contrario 

Entao X , o numero de pares homem-mulher, pode ser escrito como 

100 

i—l 

Como o i-esimo homem tern a mesma probabilidade de formar um par com as 
demais 199 pessoas, das quais 100 sao mulheres, temos 

£[*,]=/>(*, = 1 |= — 


Similarmente, para i j , 

E[XiXj] = P{Xi = 1 ,Xj = 1} 


= P{Xi = 1 }P{Xj = l\Xi = l) 


100 99 
199197 
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onde P\X j = l\X i = 1} = 99/197, ja que, dado que o homem i forma um par com 
uma mulher, o homem j tern a mesma probabilidade de formar um par com qual- 
quer uma das 197 pessoas restantes, das quais 99 sao mulheres. Com isso, obtemos 


100 

E[X] = £ £[*,■] 

i =1 

100 

= ( 100 ): 


199 


50,25 


100 

Var(Z) = ^Var(Z0 + 2 EE Co \{Xi, Xj) 

i =1 i<j 

= 100—— 4- 2 / 100 ^ T—— - (—\ 2 ' 

199199 + V 2 / [199197 \199/ 

« 25,126 


A desigualdade de Chebyshev fornece entao 

P{X < 30} ^P{\x - 50,251 > 20,25} s « 0,061 

(20,25) z 

Assim, ha menos de 6 chances em cem de que menos de 30 homens formem 
pares com mulheres. Entretanto, podemos melhorar esse limite usando a desi¬ 
gualdade de Chebyshev unilateral, que fornece 

P{X < 30} = P{X < 50,25 - 20,25} 

25,126 

“ 25,126 + (20,25) 2 

~ 0,058 ■ 


Quando a fungao geratriz de momentos da variavel aleatoria X e conheci- 
da, podemos obter limites ainda melhores para P[X > a}. Suponha que 

M(t) = E[e tX ] 

seja a fungao geratriz de momentos da variavel aleatoria X. Entao, para t > 0, 

P{X>a) = P{e tX > e ta ) 

< E[e tX ]e~ ta pela desigualdade de Markov 


Similarmente, para t < 0, 

P{X<a) = P{e ,x >e ta } 

< E[e x ]e' ,a 

Temos portanto as seguintes desigualdades, que sao conhecidas como limites 
de Chernoff. 
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Proposigao 5,2 Limites de Chernoff 

P[X > a] < e~ ta M(t ) para todo r > 0 
P\X < aj < e~ ta M(t) para todo t < 0 

Como os limites de Chernoff sao validos em todo t, seja no quadrante positivo 
ou negativo, obtemos o melhor limite em P{X > aj usando o t que minimiza 
e~ ta M{t). 

Exemplo 5c Limites de Chernoff para a variavel aleatoria normal 
padrao 

S eZe uma variavel aleatoria normal padrao, entao sua fungao geratriz de mo- 
mentos e M(t) = d ^. Assim, o limite de Chernoff em P{Z > a] e dado por 

P{Z > a] < e~ ta e t2 f 2 para todo t > 0 

Agora o valor de t, t > 0, que minimiza ex p t2 l 2 ~ ta e o valor que minimiza t 2 /2 - ta, 
que 6t = a. Assim, para a > 0, temos 

P{Z > a] < e“ fl2/2 

Similarmente, podemos mostrar que, para a < 0, 

P{Z < a} < e~ a2/2 ■ 


Exemplo 5d Limites de Chernoff para a variavel aleatoria de Poisson 

Se X e uma variavel aleatoria de Poisson com parametro A, entao sua fungao gera¬ 
triz de momentos e M(t) = Portanto, o limite de Chernoff em P{X > /} e 

P{X > i} < t > 0 

Minimizar o lado direito da ultima equagao e o mesmo que minimizar X(e - 1) 
- it , e e possivel mostrar que o valor minimo ocorre quando e = ilX. Se ilk > 1, o 
valor de t sera positivo. Portanto, supondo que i > A e fazendo e = ilk no limite 
de Chernoff, obtemos 

P{X > i) < 0^ 


ou, equivalentemente, 


P{X > i) 


e A (eA)* 


Exemplo 5e 

Considere um jogador que tenha a mesma probabilidade de ganhar ou perder 
1 unidade em cada aposta, independentemente de seus resultados anteriores. 
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Isto e, se X i representa o ganho do jogador na /-esima aposta, entao os X’s sao 
independentes e 


P{Xi = 1} = P{Xi = -1} = \ 

n 

Suponha que S n — represente o ganho acumulado pelo jogador apos n 

i —1 

jogadas. Vamos usar o limite de Chernoff em P{5 n > a\. Para comegar, observe 
que a fungao geratriz de momentos de X t e 


E[e tx ] = 


e l + e 1 
2 


Agora, usando as expansoes de e e e * em series de McLaurin, vemos que 


t L t 3 / t L 

e' + e - , = l + r+ - + - + ---+|l-f+^*- 


Portanto, 


= 2 
= 2 V — 

n 


2! 3! 

, t 1 / 4 
1 + 2! + 4! + " 


2! 3! 


+ ... 


00 f 2n 




(2n)! 
it 2 /2) n 


n =0 
00 n\n 


n —0 


n\ 


= 2// 2 


ja que (2n)! > n!2" 


E[e tX ] > e 1 


,r/2 


Como a fungao geratriz de momentos da soma de variaveis aleatorias indepen¬ 
dentes e o produto de suas fungoes geratrizes de momentos, temos 


E[e tS "] = (E[e tX ]) n 
< e ntl ! 2 


Usando o resultado anterior juntamente com o limite de Chernoff, obtemos 
P{S n > a) < e~ ,a e nt2/2 t > 0 


O valor de t que minimiza o lado direito da ultima expressao e o valor que minimi- 
za nt 2 /2 - ta , e esse valor = atn. Supondo que a > 0 (de forma que t que minimi¬ 
za a expressao seja positivo) e fazendo t = a/n na ultima desigualdade, obtemos 

P{S n > a] < e~ a2/2n a > 0 

A ultima desigualdade resulta, por exemplo, em 

P{S W > 6} < <r 36/2 ° = 0,1653 
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enquanto a probabilidade exata e 


P{S 10 > 6} = Pjjogador ganha pelo menos 8 das 10 primeiras apostas} 



2 10 1024 


0,0547 


A proxima desigualdade tem a ver com esperangas e nao com probabilida- 
des. Antes de enuncia-la, precisamos da definigao a seguir. 


Definigao 

Uma fungao fix) real duplamente diferenciavel e chamada de convexa se 
/'( x) > 0 para todo jc; similarmente, ela e chamada de concava se f'(x ) < 0. 


Alguns exemplos de fungoes convexas sao fix) = x 2 ,fix) = e* e/(x) = -x lln 
para x > 0. Sefix) e convexa, entao g(x) = —fix) e concava, e vice-versa. 

Proposigao 5.3 Desigualdade de Jensen 

Se fix ) e uma fungao convexa, entao 

E[f(x)] —f(E[X\) 

desde que as esperangas existam e sejam finitas. 

Demonstragao Expandindo fix) na serie de Taylor em torno de fi = E[X |, 
obtemos 

/ f n iH)i x — n ) 2 

/(*) = fin) + / infix - n) + -- - - 

onde £ e algum valor entre x e fx. Ja que 0, obtemos 
f{x) > /(m) + f infix - n) 

Portanto, 

/(JO 2= fin) + /V)(* - n) 

O calculo das esperangas resulta em 

E[fiX)\ > fin) + /V)£[* - m] =/(m) 
e a desigualdade esta demonstrada. □ 

Exemplo 5f 

Uma investidora se depara com as seguintes opgoes: ou ela investe todo o seu 
dinheiro em uma carteira de risco que leva a um retorno aleatorio X com me¬ 
dia m, ou ela poe todo o seu dinheiro em uma poupanga de risco zero que leva 
a um retorno m com probabilidade L Suponha que a sua decisao seja tomada 
com base na maximizagao do valor esperado de uiR ), onde R e seu retorno e 
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u e sua fungao utilidade. Pela desigualdade de Jensen, ve-se que, sewe uma 
fungao concava, entao E[u{X )] < u(m) 7 e nesse caso a poupanga seria a melhor 
alternativa. Por outro lado, se u e uma fungao convexa, entao E[u(X)] > w(ra), 
e com isso o investimento de risco seria a melhor alternativa. □ 


8.6 LIMITANDO A PROBABILIDADE DE ERRO QUANDO 
APROXIMAMOS UMA SOMA DE VARIAVEIS 
ALEATORIAS DE BERNOULLI INDEPENDENTES POR 
UMA VARIAVEL ALEATORIA DE POISSON 

Nesta segao, estabelecemos limites que dizem quao boa e a aproximagao de 
uma soma de variaveis aleatorias de Bernoulli independentes por uma variavel 
aleatoria de Poisson com a mesma media. Suponha que queiramos aproximar 
a soma de variaveis aleatorias de Bernoulli independentes com respectivas me- 
dias p v p 2 ,...,p n . Comegando com uma sequencia Y lv .., Y n de variaveis aleato¬ 
rias de Poisson independentes, com Y i possuindo media p t , vamos construir uma 
sequencia de variaveis aleatorias de Bernoulli independentes X l ,...,X n com pa- 
rametros p v ...,p n tais que 

P{Xi ^ Yi } < p] para cada i 

n n 

Considerando X=J^Xi^Y=J2 Yi, vamos usar a ultima desigualdade 
i=l «=i 

para concluir que 

n 

P{X *Y}<Y.P 1 i 
1=1 

Finalmente, vamos mostrar que a ultima desigualdade implica, para qualquer 
conjunto de numeros reais A , 

n 

\P{X e A] - P{Y e A}\ < pf 

1=1 

Como Xea soma de variaveis aleatorias independentes de Bernoulli e7e uma 
variavel aleatoria de Poisson, a ultima igualdade fornece o limite desejado. 

Para mostrar como a tarefa e realizada, suponha que Y t , i - 1,..., n, sejam 
variaveis aleatorias de Poisson independentes com respectivas medias p r Ago¬ 
ra, suponha que U v ..., U n sejam variaveis aleatorias independentes (tambem 
independentes de Y^) definidas como 

jj __ fO com probabilidade (1 — Pi)e Pi 
1 ~~ {l com probabilidade 1 — (1 - pt)e Pi 

Essa definigao utiliza implicitamente a desigualdade 

e~ p >l-p 


ao supor que (1 - p^e? 1 < 1. 
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Em seguida, defina as variaveis aleatorias i = 1,..., 


(0 se Yi = Ui = 0 
[ 1 caso contrario 


n y como 


Observe que 

P[Xi = 0} = P[Yi = 0 }P{Ui = 0} = e~ Pi ( 1 - Pi )eP‘ = 1 - Pi 
P{Xi = 1} = 1 - P{Xi = 0}= Pl 


Agora, se X t = 0, entao Y t tambem deve ser igual a 0 (pela definicjao de X t ). 
Portanto, 

p\Xi * Y i ) = P[X i = \,Y i * 1} 

= P{Y f = o ,Xi = 1} + P{Yi > 1} 

= P[Yi = 0, Ui = 1} + P{Yi > 1} 

= e~ Pl [l — (1 — P i)eP'\ + 1 — e _Pi — P ie~ Pi 
= Pi - P ie~ Pi 

< p? (ja que 1 — e~ p ^ p) 

22 n 

Agora considere X = £ Xi e Y = £ Y/ e note que lea soma de variaveis 
2=1 2=1 

aleatorias de Bernoulli independentes e que Y e Poisson com o valor esperado 

n 

E[Y] = E[X] = Pi- Note tambem que a desigualdade X # Y implica X i ^ Y i 
2=1 

para algum i, entao, 

P{X # E} < P{Xi ^ y, para algum i} 

n 

< ^ yj (desigualdade de Boole) 

2=1 

n 

2=1 


Para qualquer evento B, suponha que / 5 , a variavel indicadora do evento B, seja 
definida como 


h 


1 se 5 ocorre 
0 caso contrario 


Note que, para qualquer conjunto de numeros reais A , 


j _ j < / 

qye,4} — i {^y} 

Essa expressao e obtida porque, como uma variavel indicadora e igual a 0 ou 1, 
o lado esquerdo da desigualdade e igual a 1 somente quando I {X&A] = 1 e / (yGy4 j 
= 0. Mas isso implicaria X ^ A eY & A, o que significa que A ^ y, entao o seu 
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lado direito tambem seria igual a 1. Calculando as esperangas dessa desigual- 
dade, obtemos 


P[XEA) - P{YeA}<P{X A Y} 
Invertendo Xe Y, obtemos, da mesma maneira, 

P[Y EA\ — P[X 6A}< P{X * Y] 
Com isso, podemos concluir que 

\P[X E:A}~ P{Y G A )| < P[X A Y) 


Portanto, provamos que, com A = £ pu 

1=1 


p 

Z.X,eA 

^ e~ x \ l 


1=1 

ieA 




1=1 


Observagao: Quando todos os p/s sao iguais a p, X e uma variavel aleato- 
ria binomial. Assim, a desigualdade anterior mostra que, para qualquer conjun- 
to A de inteiros nao negativos, 


E 


p‘a - p) n 


E e 

ieA 


~np 


( np)‘ 


lip 


RESUMO 


Dois importantes limites utilizados na teoria da probabilidade sao fornecidos 
pelas desigualdades de Markov e Chebyshev . A desigualdade de Markov en- 
volve variaveis aleatorias nao negativas e diz que, para uma variavel aleatoria 
X desse tipo, 


P[X > a] < 


E[X] 

a 


para todo valor positivo a. A desigualdade de Chebyshev, que e uma simples 
consequencia da desigualdade de Markov, diz que, se X possui media p e va- 
riancia <r 2 , entao, para cada k positivo, 

P{\X - Ml > ko] < 1 


Os dois mais importantes resultados teoricos na teoria da probabilidade sao o 
teorema do limite central e a lei forte dos grandes numeros. Ambos estao relacio- 
nados a sequencias de variaveis aleatorias independentes e identicamente dis- 
tribuidas. O teorema do limite central diz que se as variaveis aleatorias possuem 
media p e variancia <r 2 , entao a distribuigao da soma das n primeiras variaveis e, 



Capftulo 8 • Teoremas Limites 487 


para n grande, aproximadamente igual aquela de uma variavel aleatoria normal 
com media n /x e variancia na 2 . Isto e, se X i9 i > 1, e cada elemento da sequencia 
em questao, entao o teorema do limite central diz que, para todo a real, 

r 

A lei forte dos grandes numeros requer apenas que as variaveis aleatorias pos- 
suam media finita /x. Ela diz que, com probabilidade 1, a media das n primeiras 
variaveis converge para fi a medida que n tende ao infinito. Isso implica que, 
se A e qualquer evento especifico de um experimento no qual repetigoes in- 
dependentes sao realizadas, entao a proporgao limite de experimentos cujos 
resultados estao em A sera, com probabilidade 1, igual a P{A). Portanto, se 
aceitarmos a interpretagao de que “com probabilidade 1” signifique “com cer- 
teza^obtemos uma justificativa teorica para a interpretagao da probabilidade 
como uma frequencia relativa de longo prazo. 


lim P 

n—> oo 


X\ + • • * + X n Ylfl 

Oyfn 


< a 


PROBLEMAS 


8.1 Suponha que X seja uma variavel alea¬ 
toria com media e variancia iguais a 20. 
O que e possivel dizer sobre P{0 < X < 
40)? 

8.2 Com sua experiencia, um professor sabe 
que a nota de um estudante na prova final 
e uma variavel aleatoria com media 75. 

(a) Fornega um limite superior para a 
probabilidade de que a nota de um 
estudante exceda 85. Suponha, alem 
disso, que o professor saiba que a 
variancia da nota de um estudante e 
igual a 25. 

(b) O que se pode dizer sobre a probabi¬ 
lidade de que a nota de um estudante 
esteja entre 65 e 85? 

(c) Quantos estudantes teriam que fazer 
a prova para assegurar, com probabi¬ 
lidade minima de 0,9, que a media da 
turma esteja entre 75 ± 5? Nao use o 
teorema do limite central. 

8.3 Use o teorema do limite central para re¬ 
solver a letra (c) do Problema 8.2. 

8.4 Sejam X v ..., X 20 variaveis aleatorias de 
Poisson independentes com media 1. 

(a) Use a desigualdade de Markov para 
obter um limite em 


P 


20 

Y, Xi > 15 


1 


(b) Use o teorema do limite central para 
aproximar 

20 1 

X> > 15 . 


8.5 Cinquenta numeros sao arredondados 
para o inteiro mais proximo e somados. Se 
os erros de arredondamento individuals 
sao uniformemente distribuidos ao lon¬ 
go de (-0,5,5), obtenha uma aproximagao 
para a probabilidade de que a soma resul- 
tante difira da soma exata em mais de 3. 

8.6 Um dado e jogado continuamente ate 
que a soma total das jogadas exceda 300. 
Obtenha uma aproximagao para a pro¬ 
babilidade de que pelo menos 80 jogadas 
sejam necessarias. 

8.7 Uma pessoa possui 100 lampadas cujos 
tempos de vida sao exponenciais indepen¬ 
dentes com media de 5 horas. Se as lampa¬ 
das sao usadas uma de cada vez, sendo a 
lampada queimada imediatamente substi- 
tuida por uma nova, obtenha uma aproxi¬ 
magao para a probabilidade de que ainda 
exista uma lampada funcionando apos 525 
horas. 

8.8 No problema anterior suponha que seja 
necessario um tempo aleatorio, uniforme¬ 
mente distribuido em (0,0,5), para que a 
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lampada queimada seja substitufda. Ob- 
tenha uma aproximagao para a probabi¬ 
lidade de que todas as lampadas tenham 
queimado apos 550 horas. 

8.9 Se X e uma variavel aleatoria gama com 
parametros ( n , 1), quao grande deve ser n 
para que 


8.10 Engenheiros civis acreditam que W , a 
quantidade de peso (em unidades de 
toneladas) que certo vao de uma ponte 
pode suportar sem sofrer danos estrutu- 
rais seja normalmente distribufdo com 
media 400 e desvio padrao 40. Suponha 
que o peso (novamente em toneladas) de 
um carro seja uma variavel aleatoria com 
media 3 e desvio padrao 0,3- Aproxima- 
damente quantos carros devem estar so- 
bre a ponte para que a probabilidade de 
dano estrutural exceda 0,1? 

8.11 Muitas pessoas acreditam que a variagao 
diaria no prego das agoes de uma compa- 
nhia na bolsa de valores e uma variavel 
aleatoria com media 0 e variancia a 2 . Isto 
e, se Y n representa o prego da agao no n- 
esimo dia, entao 

Y'-Y^+X" 1 

onde X x ,X 2 ,... sao variaveis aleatorias in- 
dependentes identicamente distribufdas, 
com media 0 e variancia cr 2 . Suponha que 
o prego atual de uma agao seja 100. Se a 2 
= l,o que pode ser dito a respeito da pro¬ 
babilidade de que o prego da agao exceda 
105 apos 10 dias? 

8.12 Dispomos de 100 componentes que colo- 
caremos em funcionamento de forma se¬ 
quential. Isto e, o componente 1 e utiliza- 
do primeiro e, se falhar, sera substitufdo 
pelo componente 2, que, em caso de falha, 
sera substitufdo pelo componente 3, e as- 
sim por diante. Se o tempo de vida de um 
componente i e distribufdo exponencial- 
mente com media 10 + i/10, i = 1,..., 100, 
estime a probabilidade de que o tempo 
de vida total de todos os componentes su- 
pere 1200. Repita agora quando a distri- 
buigao do tempo de vida do componente 


i e uniformemente distribufdo ao longo 
de (0,20 + i/5),i = 1,..., 100. 

8.13 As notas dos alunos nas provas aplicadas 
por certo professor tern media 74 e desvio 
padrao 14. Esse professor vai aplicar duas 
provas, uma para uma turma de 25 alunos 
e outra para uma turma de 64 alunos. 

(a) Obtenha uma aproximagao para a 
probabilidade de que a media das no¬ 
tas dos alunos na prova da turma de 
tamanho 25 exceda 80. 

(b) Repita a letra (a) para a turma de 64 
alunos. 

(c) Obtenha uma aproximagao para a 
probabilidade de que a media das no¬ 
tas dos alunos na maior turma supere 
aquela da outra classe em 2,2 pontos. 

(d) Obtenha uma aproximagao para a 
probabilidade de que a media das no¬ 
tas dos alunos na turma menor supere 
aquela da outra classe em 2,2 pontos. 

8.14 Certo componente e crftico para a ope- 
ragao de um sistema eletrico e deve ser 
substitufdo imediatamente apos a sua 
falha. Se o tempo de vida medio deste 
tipo de componente e de 100 horas e 
seu desvio padrao e de 30 horas, quantos 
desses componentes devem estar em es- 
toque de forma que a probabilidade de 
que o sistema permanega em operagao 
contfnua nas proximas 2000 horas seja 
de pelo menos 0,95? 

8.15 Uma companhia de seguros tern 10.000 
carros segurados. O valor esperado re- 
clamado por cada segurado em um ano 
e de R$240,00, com um desvio padrao de 
R$800. Obtenha uma aproximagao para 
a probabilidade de que o total reclamado 
em um ano supere R$2,7 milhoes. 

8.16 A. J. tem 20 tarefas que deve realizar em 
sequencia, com os tempos necessarios 
para cada tarefa sendo variaveis aleato¬ 
rias independentes com media 50 minu- 
tos e desvio padrao 10 minutos. M. J tem 
20 tarefas que deve realizar em sequen¬ 
cia, com os tempos necessarios para reali¬ 
zar cada tarefa sendo variaveis aleatorias 
independentes com media 52 minutos e 
desvio padrao 15 minutos. 

(a) Determine a probabilidade de que A. 
J. termine em menos de 900 minutos. 
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(b) Determine a probabilidade de que M. 
J. termine em menos de 900 minutos. 

(c) Determine a probabilidade de que A. 
J. termine antes de M. J. 

8.17 Repita o Exemplo 5b considerando que 
o numero de pares homem-mulher seja 
(aproximadamente) uma variavel aleato- 
ria normal. Esta parece ser uma suposi- 
gao razoavel? 

8.18 Repita a letra (a) do Problema 8.2 quan- 
do se sabe que a variancia da nota de um 
estudante e igual a 25. 

8.19 Um lago contem 4 tipos de peixes. Supo- 
nha que cada peixe pescado tenha a mes- 
ma probabilidade de ser de qualquer um 
desses tipos, e que Y represente o numero 
de peixes que precisam ser pescados para 
que se obtenha pelo menos um peixe de 
cada tipo. 

(a) Fornega um intervalo (a, b) tal que 

0,90. 

(b) Usando a desigualdade de Chebyshev 
unilateral, quantos peixes precisamos 
pescar para que tenhamos pelo menos 
90% de certeza de que pescaremos 
um peixe de cada tipo? 

8.20 Sele uma variavel aleatoria nao nega- 
tiva com media 25, o que se pode dizer 
sobre 

(a) E[X 3 }? 


(b) E[VX]1 

(c) E[\ogX]l 

(d) E[e*]? 

8.21 Seja X uma variavel aleatoria nao negati- 
va. Demonstre que 

E[X] < (E[X 2 ]) m < (£[* 3 ]) 1/3 ==... 

8.22 Os resultados do Exemplo 5f mudariam 
se a investidora pudesse dividir o seu di- 
nheiro e investir a fragao a, 0 < a < 1, 
na carteira de risco e o restante na pou- 
panga? Seu retorno em tal investimento 
dividido seria de R = aX + (1 - a)m. 

8.23 Seja X uma variavel aleatoria de Poisson 
com media 20. 

(a) Use a desigualdade de Markov para 
obter um limite superior para 

p = P[X> 26} 

(b) Use a desigualdade de Chebyshev 
unilateral para obter um limite supe¬ 
rior para p. 

(c) Use o limite de Chernoff para obter 
um limite superior para p. 

(d) Obtenha uma aproximagao para p 
usando o teorema do limite central. 

(e) Determine p rodando um programa 
apropriado. 


EXERCICIOS TEORICOS 


8.1 Se X tern variancia cr 2 , entao cr, a raiz qua- 
drada positiva da variancia, e chamada de 
desvio padrdo. Se X tern media p e desvio 
padrao cr, mostre que 

P{\X - p| ^ ka} < i- 

8.2 Se X tern media p e desvio padrao cr, 
a razao r = |p|/cr e chamada de relaqao 
sinal-ruido de X. A ideia e que a varia¬ 
vel aleatoria X pode ser escrita como X 
= p + (X - p), com p representando o 
sinal e X - p, o ruido. Se definimos \(X 
- p)/p| = D como sendo o desvio de X 


de seu o sinal (ou media) p, mostre que, 
para a > 0, 

P{D < a] 2> 1 - -L 
r z a z 

8.3 Calcule a relagao sinal-rufdo — isto e 
|p|/cr, onde p = E[X] ter 2 = Var(A) - das 
variaveis aleatorias a seguir: 

(a) Poisson com media A; 

(b) binomial com parametros n e p\ 

(c) geometrica com media Up; 

(d) uniforme no intervalo (a, b); 

(e) exponencial com media 1/A; 

(f) normal com parametros p, cr 2 . 
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8.4 Suponha que Z„, n > 1, seja uma sequencia 
de variaveis aleatorias e c, uma constante 
tal que, para cada e > 0, P{\Zn - c\ > s) —» 0 
quando n -> oo. Mostre que, para qualquer 
fungao continua limitada g, 

E[g(Zn )] —> g(c) quando n 

8.5 Seja f(x) uma fungao continua definida 
em 0 < x < 1. Considere as fungoes 

Bn(x) = ±f(^[ n k y { l- X )^ 

(chamadas de polindmios de Bernstein) e 
demonstre que 

lim B n (x) = f(x) 

n— too 


Dica: Suponha que X v X 2 ,... sejam varia¬ 
veis aleatorias de Bernoulli independen- 
tes com media x. Mostre que 


B n (x) = E 




e entao use o Exercicio Teorico 8.4. 
Como e possfvel mostrar que a con¬ 
vergence de B n (x) em f(x) e uniforme 
em jc, o raciocinio anterior fornece uma 
demonstragao probabilistica do famoso 
teorema da analise de Weierstrass, que 
diz que qualquer fungao continua em 
um intervalo fechado pode ser aproxi- 
mada por um polinomio. 

8.6 (a) Seja X uma variavel aleatoria discreta 
cujos valores possfveis sao 1, 2,.... Se 
P\X = k] e nao decrescente em k = 1, 
2 ,..., demonstre que 


P{X = k] < 2 


E[X] 

k 2 


(b) Seja X uma variavel aleatoria conti¬ 
nua nao negativa com fungao densi- 
dade nao decrescente. Mostre que 


m < 


2 E[X] 


para todo x > 0 


8.7 Suponha que um dado seja jogado 100 
vezes. Seja X { o valor obtido na /-esima 
jogada. Calcule uma aproximagao para 


P 


100 

n* 


i 


„100 


1 < a < 6 


8.8 Explique por que uma fungao aleatoria 
gama com parametros (t , A) tem apro- 
ximadamente uma distribuigao normal 
quando t e grande. 

8.9 Suponha que uma moeda honesta seja 
jogada 1000 vezes. Se as 100 primeiras 
jogadas resultam em cara, que propor- 
gao de caras voce espera nas 900 jogadas 
finais? 

8.10 Se X e uma variavel aleatoria com media 
A, mostre que, para i < A, 


P{X < i] < 


e x (e\) l 


8.11 Seja X uma variavel aleatoria binomial 
com parametros n e p. Mostre que, para 
i > np , 

(a) o minimo de e “E[e tX ] ocorre quando 

/>o. 

t e tal que e x — onde q = 1 - p. 

(b) p[x > i} < jjgyzuta - P ) n ~ l • 

8.12 O limite de Chernoff para uma variavel 
aleatoria normal padrao Z fornece P[Z > 
a] <e~ a /2 ,a > 0. Mostre, considerando a 
densidade de Z, que o lado direito da de- 
sigualdade pode ser reduzido pelo fator 2. 
Isto e, mostre que 

P{Z > a) < \e- a1 ' 2 a > 0 

8.13 Mostre que, se E[X\ < 0 e 6 ^ 0 e tal que 
E[e ex ] — 1, entao 6 > 0. 


PROBLEMAS DE AUTOTESTE E EXERCICIOS 


8.1 O numero de carros vendidos semanal- 
mente em uma concessionary e uma 
variavel aleatoria com valor esperado 16. 


Fornega um limite superior para a proba¬ 
bilidade de que 

(a) as vendas feitas na proxima semana 
excedam 18; 
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(b) as vendas feitas na proxima semana 
excedam 25. 

8.2 Suponha no Problema 1 que a variancia 
do numero de carros vendidos semanal- 
mente seja igual a 9. 

(a) Fornega um limite inferior para a pro- 
babilidade de que o numero de ven¬ 
das na proxima semana esteja entre 
10 e 22, inclusive. 

(b) Fornega um limite superior para a 
probabilidade de que as vendas da 
proxima semana excedam 18. 

8.3 Se 

E[X] = 15 E[Y] = 75 Var(2Q = 10 
Var(y) = 12 Cov(X,Y) = -3 

fornega um limite superior para 

(a) P{\X- Y\ > 15} 

(b) P[x> y +15) 

(c) P{Y>X+ 15) 

8.4 Suponha que o numero de unidades pro- 
duzidas diariamente na fabrica A seja 
uma variavel aleatoria com media 20 e 
desvio padrao 3, e que o numero produ- 
zido na fabrica B seja uma variavel alea¬ 
toria com media 18 e desvio padrao 6. 
Supondo independence, deduza um limi¬ 
te superior para a probabilidade de que 
mais unidades sejam produzidas hoje na 
fabrica B do que na fabrica A. 

8.5 A quantidade de tempo que certo tipo de 
componente funciona antes de falhar e 
uma variavel aleatoria com fungao densi- 
dade de probabilidade 

f(x) = 2x 0 < x < 1 

Assim que o componente falha, ele e 
imediatamente substituido por outro do 
mesmo tipo. Se X i representa o tempo de 
vida do i-6 simo componente utilizado, 

n 

entao S n = £ Xi representa o instante da 
i=i 

n-esima falha. A taxa de falhas r a longo 
prazo e definida por 

r= !ip 

n —*-oo S n 

Supondo que as variaveis aleatorias X i9 
i > 1, sejam independentes, determine r. 

8.6 No Problema de Autoteste 8.5, quantos 
componentes devem estar disponfveis 


para que se tenha 90% de certeza de que 
o estoque dure pelo menos 35 dias? 

8.7 A manutengao de uma maquina requer 
dois passos separados, sendo o tempo 
necessario para o primeiro passo uma 
variavel aleatoria exponencial com me¬ 
dia 0,2 horas, e o tempo necessario para 
o segundo passo uma variavel aleatoria 
exponencial independente com mddia 
0,3 horas. Se um tecnico tern que fazer 
a manutengao de 20 maquinas, obtenha 
um valor aproximado para a probabili¬ 
dade de que todo o trabalho possa ser 
finalizado em 8 horas. 

8.8 Em cada aposta, um jogador perde 1 
com probabilidade 0,7, perde 2 com pro¬ 
babilidade 0,2 ou ganha 10 com proba¬ 
bilidade 0,1. Obtenha uma aproximagao 
para a probabilidade de que o jogador 
esteja perdendo apos suas 100 primeiras 
apostas. 

8.9 Determine t de forma que a probabili¬ 
dade de que o tecnico do Problema de 
Autoteste 8.7 termine os 20 trabalhos de 
manutengao em um tempo t aproximada- 
mente igual a 0,95. 

8.10 Uma companhia de cigarros alega que a 
quantidade de nicotina em um de seus ci¬ 
garros e uma variavel aleatoria com me¬ 
dia 2,2 mg e variancia 0,3 mg. Entretanto, 
verificou-se um conteudo medio de 3,1 mg 
em 100 cigarros escolhidos aleatoriamente. 
Obtenha uma aproximagao para a proba¬ 
bilidade de que a media seja de 3,1 mg ou 
mais se a alegagao da companhia for verda- 
deira. 

8.11 Cada uma das pilhas em um conjunto de 
40 pilhas tern a mesma probabilidade de 
ser do tipo A ou do tipo B. Uma pilha do 
tipo A dura um tempo total com media 
50 e desvio padrao 15; pilhas do tipo B 
duram um tempo total com media 30 e 
desvio 6. 

(a) Obtenha uma aproximagao para a 
probabilidade de que o tempo de vida 
total das 40 pilhas exceda 1700. 

(b) Suponha que se saiba que 20 das pilhas 
sao do tipo A e 20 sao do tipo B. Ago¬ 
ra, obtenha uma aproximagao para a 
probabilidade de que o tempo de vida 
total das 40 pilhas exceda 1700. 
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8.12 Uma clfnica tem a mesma probabilidade 
de ter 2,3 ou 4 medicos voluntaries traba- 
lhando certo dia. Independentemente do 
numero de medicos voluntaries presen- 
tes, o numero de pacientes atendidos por 
esses medicos e uma variavel aleatoria de 
Poisson com media 30. Suponha que X 
represente o numero de pacientes atendi¬ 
dos na clinica em um dado dia. 

(a) Determine E[X]. 

(b) Determine Var(Z). 


(c) Use uma tabela de distributes nor- 
mais padrao para obter uma aproxi- 
ma^ao para P[X >65). 

8.13 A lei forte dos grandes numeros diz que, 
com probabilidade 1, as medias aritmeti- 
cas sucessivas de uma sequencia de varia- 
veis aleatorias independentes e identica- 
mente distribufdas convergem para sua 
media comum fi. Para que convergem as 
medias geometrica? Isto e, qual e 

n 

lim (F[ Xi) lln 7 

n —>oo A 1 



Topicos Adicionais em 
Probabilidade 


Capitulo 




9.1 O PROCESSO DE POISSON 

Antes de definirmos um processo de Poisson, vamos lembrar que uma fungao / 
e chamada de o(h) se 

lim ~t~ = 0- 
h —^0 h 

Isto e,/e o(h ) se, para valores pequenos de h,f(h) e pequeno mesmo em rela- 
gao a h. Suponha agora que “eventos” ocorram em instantes aleatorios de tern- 
po e que N(t) represente o numero de eventos ocorridos no intervalo [0, t]. O 
conjunto de variaveis aleatorias {N(£), t> 0} e chamado de processo de Poisson 
com taxa A, A > 0, se 

(i) N( 0) = 0. 

(ii) Os numeros de eventos ocorridos em intervalos de tempo disjuntos forem 
independentes. 

(iii) A distribuigao do numero de eventos ocorridos em certo intervalo de tem¬ 
po depender somente da extensao do intervalo e nao de sua localizagao. 

(iv) P{N(h) = 1} = kh + o(h). 

(v) P{N(h) > 2} = o(h). 

Assim, a condigao (i) diz que o processo comega no instante 0. A condigao 
(ii), a hipotese de incrementos independentes , diz, por exemplo, que o numero 
de eventos ocorridos ate o tempo t [isto e, N(t)] e independente do numero de 
eventos ocorridos entre t e t + s [isto e, N(t + s) - iV(r)]. A condigao (iii), a hi- 
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potese de incrementos estaciondrios , diz que a distribuigao de probabilidade de 
N(t + s) - N(t) e a mesma para todos os valores de t. 

No Capftulo 4, apresentamos um argumento que mostrou que as condigoes 
anteriores determinam que N(t) possui distribuigao de Poisson com media A t. 
Este argumento se baseava no fato da distribuigao de Poisson ser uma versao 
limite da distribuigao binomial. Vamos agora obter esse resultado por um me- 
todo diferente. 

Lema LI 

Para uma variavel aleatoria de Poisson com taxa A, 

P{N(t ) = 0} = e~ kt 

Demonstragao Seja P 0 (t) = P{N(t) = 0). Deduzimos uma equagao dife- 

rencial para P 0 (t) da seguinte maneira: 

P 0 (t + h) = P{N(t + h) = 0} 

= P{N(t) = 0 ,N(t + h) - N(t) = 0} 

= P{N(t) = 0 }P{N(t + h) - N(t) = 0} 

= P 0 (t)[ 1 - A h + oih )] 

onde as duas ultimas equagoes resultam da condigao (ii) mais o fato de que 

as condigoes (iv) e (v) implicam P{N(h) — 0} = 1 — A h +o(/z). Portanto, 

P 0 (t + h) - P 0 (t) o(h) 

- I -= -APo(t) H-— 

h h 

Agora, fazendo h 0, obtemos 

P'oit) = -AP 0 (0 


ou, equivalentemente, 


w 

Po(t) 


-A 


o que resulta, por integragao, em 

logP 0 (0 = -Af + c 


ou 

Po(t) = Ke~ kt 

Como P 0 ( 0) = P{A(0) = 0} = 1, obtemos 

Po(t) = e~ M D 

Em um processo de Poisson, suponha que T x represente o instante de ocor- 
rencia do primeiro evento. Alem disso, para n > 1, suponha que T n represente 
o tempo decorrido entre o (n - l)-esimo e o n -€simo evento. A sequencia { T n , 
n — 1,2,...} e chamada de sequencia de tempos interchegada. Por exemplo, se T x 
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= 5 e T 2 = 10, entao o primeiro evento do processo de Poisson tera ocorrido 
no instante 5 e o segundo, no instante 10. 

Vamos agora determinar a distribuigao de T n . Para fazer isso, primeiro no- 
tamos que o evento {T, > t} ocorre se e somente se nenhum dos eventos do 
processo de Poisson ocorrer no intervalo [0, t\\ assim, 

P[T X > t] = P{N(t) = 0} = e~ xt 

Portanto, T x possui distribuigao exponencial com media 1/A. Agora, 

P{T 2 > t] = E[P{T 2 > f|Ti}] 

Entretanto, 

P{T 2 > t\T\ = s] = P{0 eventos em (s,s -f ^]|Ti — 5 1 } 

= P{0 eventos em (s,s + /]} 

onde as duas ultimas equagoes resultam das hipoteses de independencia e de 
incrementos estacionarios. Dai, concluimos que T 2 tambem e uma variavel 
aleatoria exponencial com media 1/A e> alem disso, que T 2 e independente de 
7V A repetigao do mesmo argumento leva a Proposigao 1.1. 

Proposigao 1.1 T v T 2 sao variaveis aleatorias exponenciais independentes, 
cada uma com media 1/A. 


Outra quantidade de interesse e S n , o tempo de chegada do n-esimo evento, 
tambem chamado de tempo de espera ate o n-esimo evento. Ve-se facilmente que 

n 

s n = j2 Ti n - 1 

i=l 


com isso, da Proposigao 1.1 e dos resultados da Segao 5.6.1, tem-se que S n pos¬ 
sui distribuigao gama com parametros n e A. Isto e, a densidade de probabilida¬ 
de de S n e dada por 


fs n {x) = \e~ Xx 


(kx) n ~ l 

(n - 1)! 


X > 0 


Estamos agora prontos para demonstrar que N(t) e uma variavel aleatoria 
de Poisson com media A t. 


Teorema 1.1 


Em um processo de Poisson com taxa A, 


P{N(t) = n] = 


e~ xt {k t) n 
n\ 


Demonstragao Note que o n-t simo evento do processo de Poisson ocor- 
rera antes do tempo t ou neste exato instante se e somente se o numero de 
eventos ocorridos ate t for maior ou igual a n. Isto e, 

N(t) > n <=> S n < t 





9.2 CADEIAS DE MARKOV 

Considere uma sequencia de variaveis aleatorias X 09 X u ... e suponha que o 
conjunto de valores possiveis dessas variaveis seja {0,1,..., M}. E util inter¬ 
pretar X n como o estado de algum sistema no tempo n e, de acordo com essa 
interpretagao, dizer que o sistema esta no estado j no tempo n se X n = i. Diz- 
se que a sequencia de variaveis aleatorias forma uma cadeia de Markov se, 
cada vez que o sistema estiver no estado i, existir alguma probabilidade fixa 
- vamos chama-la de P (j - de que o sistema esteja a seguir no estado j. Isto e, 
para 

P{X n+1 = j\X n — i y X n —i — i n — i,... ,Xi — i\ , Xq — io} — Pij 

Os valores de P tj , 0 < / < A/, 0 < / < V, sao chamados de probabilidades de 
transiqao da cadeia de Markov e satisfazem 

M 

Pij 2: 0 = l i = 0,l,...,M 

;=0 

(Por que?) E conveniente arranjar as probabilidades de trans^ao P tj em um 
arranjo quadrado da seguinte forma: 

Poo Poi • * * Pom 
P io Pu ■** Pim 


Pmo Pmi • • ■ Pmm 


Tal arranjo e chamado de matriz . 



Capitulo 9 • Topicos Adicionais em Probabilidade 497 


O conhecimento da matriz de probabilidades de transi^ao e da distribuigao 
de X Q nos permite, em tese, calcular todas as probabilidades de interesse. Por 
exemplo, a fungao de probabilidade conjunta de X 0 ,...,X n e dada por 

P{X n = imXf 2_i = i n — i,... ,Xi = i u X 0 — 4)} 

= P{X n = in\X n -1 = —1 ? • ■ ■ ? Xq = io)P{X n - 1 — in- 1> • • • ,*o — h) 

— Pi n _\,i n P{X n —\ = in- 1j • • • ,Xo = 4)1 

e a repetigao contmua desse argumento demostra que 

Pin-ui n Pin- 2. in-1 * * ' = 4)} 


Exemplo 2a 

Suponha que a possibilidade de chuva amanha dependa somente do fato de es- 
tar chovendo ou nao no dia de hoje. Suponha tambem que, se hoje esta choven- 
do, entao amanha chovera com probabilidade a ; se hoje nao estiver chovendo, 
entao amanha chovera com probabilidade /3. 

Se dissermos que o sistema esta no estado 0 quando chove e no estado 1 
quando nao chove, entao o sistema anterior e uma cadeia de Markov de dois 
estados com matriz de transigao de probabilidades 

a 1 — a 

P 1 " P 

Isto e, P 00 = (i = l— P GV P l0 = /3 = 1 — P lv ■ 

Exemplo 2b 

Considere um jogador que, em cada rodada, ganhe 1 unidade com probabilida¬ 
de p ou perca 1 unidade com probabilidade 1 -p. Se considerarmos que o joga¬ 
dor desiste do jogo quando sua riqueza chega a 0 ou M, entao a sua sequencia 
de riquezas e uma cadeia de Markov com probabilidades de transigao 

Pij+i = P = 1 - p i,i -1 i = h ■ • • M - 1 

Poo = Pmm = 1 ■ 


Exemplo 2c 

Os fisicos Paul e Tatyana Ehrenfest consideraram um modelo conceitual para 
o movimento de moleculas no qual M moleculas estavam distribuidas entre 2 
urnas. Em cada instante de tempo uma das moleculas era escolhida aleatoria- 
mente, removida de sua urna e colocada na outra. Se X n representa o numero 
de moleculas na primeira urna imediatamente apos a n-esima mudanga, entao 
{X 0 ,X V ,..} e uma cadeia de Markov com probabilidades de transigao 


Pi, i+1 — 


M - i 
M 


0 < i < M 


Pi,i-l = 0 < I' < M 

M 

Pij = 0 se |y — i\ > 1 
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Assim, em uma cadeia de Markov, P tj representa a probabilidade de que um 
sistema no estado i mude para o estado j na proxima transigao. Tambem podemos 
definir a probabilidade de transigao de dois estagios P jp de que um sistema atual- 
mente no estado i mude para o estado j apos duas transudes adicionais. Isto e. 

Pf =P{X m+2 =j\X m = i) 

A probabilidade Pf pode ser calculada a partir de P v da seguinte forma: 

Pf = P{X 2 =j\X 0 = i} 

M 

= £>{*2 =j,X 1 = k\X 0 = i) 

k= 0 
M 

= =m = k,x 0 = mxi = k\x Q = i} 

k=0 

M 

= EA/ p * 

k=0 

Em geral, definimos a probabilidade de transigao de n estagios, representa- 
da por P\J\ como 

pf = P{X n+m =j\X m = i) 

A Proposigao 2.1, conhecida como equagoes de Chapman-Kolmogorov, mostra 
como Pjp pode ser calculada. 

Proposigao 2.1 As equagoes de Chapman-Kolmogorov 

M 

P^p — yparatodoO < r < n 
k =0 

Demonstragao 

pf = P[X n = j\Xo = j} 

= Y J P{Xn=j,X r = k\Xv = i) 
k 

= Y,P{X n = j\Xr = k,x 0 = i)P{X r = k\X 0 = i] 
k 

E p(n-r) p (r) 

r kj r ik 

k □ 

Exemplo 2d Uma caminhada aleatoria 

Um exemplo de cadeia de Markov com um mimero finito de espagos de esta- 
dos e a caminhada aleatoria, que segue o caminho de uma particula a medida 
que ela se move ao longo de um eixo unidimensional. Suponha que, em cada 
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instante de tempo, a particula se mova um passo para a direita ou para a es- 
querda com respectivas probabilidades p e 1 -p. Isto e, suponha que o caminho 
da particula seja uma cadeia de Markov com probabilidades de transigao 

Pi,i +1 = P = 1 - Pu -1 i = 0,±1,... 

Se a particula esta no estado /, entao a probabilidade de que ela esteja no es- 
tado j apos n transigoes e a probabilidade de que (n - i + /)/2 desses passos 
sejam dados para a direita e n-[(n-i + j)l2\ = (n + i- j)l2 sejam dados para 
a esquerda. Como cada passo sera dado para a direita, independentemente dos 
demais, com probabilidade p , resulta que esta e justamente a probabilidade 
binomial 

p n — ( n \ n ( n ~i+j)/ 2 n _ n \(n+i-j)/2 

“ l} ~ \(n — i + j)/2 J P (i P) 

e igual a 0 quando x nao e um inteiro nao negativo menor ou igual a 
n. A ultima formula pode ser reescrita como 

P% + 2 k=( n 2 + k )p n+k 0. ~P) n ~ k k = 0,±1 ,...,±n 

p2n+\ _ ( 2« + 1 \ n+k+1 /i _ n \n-k 

tij+lk+l ~ [ n + k + l ) P (i P) 

k— 0,±l,...,±n,-(n + 1) ■ 

Embora Pjp represente probabilidades condicionais, podemos usa-la para 
deduzir expressoes para probabilidades incondicionais se condicionarmos no 
estado inicial. Por exemplo, 

P{X n =/} = £] P{X n = j\X 0 = i}P{X o = i] 

i 

= Y,Pf p {Xo = i} 

i 

Para um grande numero de cadeias de Markov, converge, a medida que 
n oo ? para um valor i t } que depende somente de j. Isto e, para grandes 
valores de n , a probabilidade de se estar em um estado j apos n transigoes 
e aproximadamente igual a 7r y , nao importando qual tenha sido o estado ini¬ 
cial. Pode-se mostrar que uma condigao suficiente para que uma cadeia de 
Markov possua essa propriedade e que, para algum n> 0, 

Pf* > 0 para todo ij = 0,1 ,...,M ^ i) 

Cadeias de Markov que satisfazem a Equagao (2.1) sao chamadas de ergodicas. 
Como a Proposigao 2.1 resulta em 

M 

< +1) = £'’«?« 

k=0 
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tem-se como resultado que, fazendo n -> «>, para cadeias ergodicas, 

M 

n j ~ ^ n kPkj 

k~o (2.2) 

M 

Alem disso, como 1 = £ tambem obtemos, fazendo rc— 

/=0 

J2 n i = l 

7=0 (2.3) 

De fato, pode-se mostrar que 7 t-, 0 < j < M, sao as unicas solugoes nao negati- 
vas das Equagoes (2.2) e (2.3).Tudo isso e resumido no Teorema 2.1, que enun- 
ciamos sem demonstragoes. 


Teorema 2.1 


Para uma cadeia de Markov ergodica, 
m — lim P^ 


existe, e it-, 0 < j < M, sao as unicas soluqdes nao negativas de 

M 

^ ' TtkPkj 
k=0 


M 


J2 n i = 1 

7=0 


Exemplo 2e 

Considere o Exemplo 2a, no qual supomos que, se hoje esta chovendo, entao 
amanha chovera com probabilidade a; e se hoje nao esta chovendo, entao ama- 
nha chovera com probabilidade /3. Do Teorema 2.1, resulta que as probabilida- 
des 77 0 e 77 j de chuva e de nao chuva sao dadas, respectivamente, por 

7TQ = OiTTo + P7Z\ 

7t\ = (1 - «)7T 0 + (1 - P)7T\ 

77 0 + TTi = 1 


o que da 


770 = 


p 

1 + P - a 


771 = 


1 — a 
1 + P - a 


Por exemplo, se a = 0,6 e /3 = 0,3, entao a probabilidade limite de chuva no 
n-esimo dia e 7 r 0 = ■ 

A grandeza 77. tambem e igual a proporgao de tempo a longo prazo na qual 
a cadeia de Markov esta no estado 7 , 7 = 0,..., M. Para ver intuitivamente por 
que isso ocorre, suponha que P } represente uma proporgao de tempo a longo 
prazo no qual a cadeia esta no estado 7 (pode-se demonstrar, usando-se a lei 
forte dos grandes numeros, que, para uma cadeia ergodica, tais proporgoes a 
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longo prazo existem e sao constantes). Agora, como a proporgao de tempo em 
que a cadeia esta no estado k e P k ,e como, quando no estado k , a cadeia vai 
para o estado j com probabilidade P kji vemos que a proporgao de tempo em 
que a cadeia de Markov entra no estado; vinda do estado k e igual a P k P k} . A 
soma ao longo de todos os k’s mostra que P } , a proporgao de tempo em que a 
cadeia de Markov entra no estado /, satisfaz 

p j = Y / p k p kj 

k 

Como tambem e claramente verdade que 

E p i = 1 

j 

obtemos, ja que pelo Teorema 2.1 77 y -, j = 0,..., M, sao as unicas solugoes das 
equagoes anteriores, que P. = i r., j = 0,..., M. A interpretagao de proporgao a 
longo prazo de 7 t. e geralmente valida mesmo quando a cadeia nao e ergodica. 

Exemplo 2f 

Suponha no Exemplo 2c que estejamos interessados na proporgao de tempo 
em que ha j moleculas entrando na urna 1,/ = 0,..., M. Pelo Teorema 2.1, essas 
grandezas serao as unicas solugoes de 

1 

710 _ 711 X M 

M — y + l T* 1 

l x - m - + 7 T > +lX ~M~ J = 

1 

71 m = KM-l X T7 
M 

M 

XA = 1 
1=0 

Entretanto, como e facil verificar que 



satisfaz as equagoes anteriores, vemos que estas sao as proporgoes de tempo a 
longo prazo nas quais a cadeia de Markov esta em cada um dos estados (veja 
o Problema 9.11 para uma explicagao de como seria possfvel adivinhar essa 
solugao). ■ 


9.3 SURPRESA, INCERTEZA E ENTROPIA 

Considere um evento E que pode ocorrer quando um experimento e realizado. 
Quao surpresos ficariamos ao saber que E de fato ocorreu? Parece razoavel 
supor que a quantidade de surpresa causada pela informagao de que E ocorreu 
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deve depender da probabilidade de F. Por exemplo, se o experimento consiste 
em jogar um par de dados, entao nao ficariamos muito surpresos ao ouvir que 
E ocorreu quando E representa o evento em que a soma dos pares e par (e 
portanto tern probabilidade 1). Por outro lado, certamente ficariamos mais sur¬ 
presos ao ouvir que E ocorreu quando E € o evento em que a soma dos dados 
e 12 (e portanto tern probabilidade ^). 

Nesta segao, tentamos quantificar o conceito de surpresa. Para comegar, 
vamos concordar que a surpresa que alguem sente ao saber da ocorrencia do 
evento E depende somente da probabilidade de E , e vamos representar S(p) 
como a surpresa causada por um evento que tern probabilidade de ocorrencia 
p. Determinamos a forma funcional de S(p ) primeiramente formulando um 
conjunto razoavel de condigoes que S(p) deve satisfazer e depois demonstran- 
do que os axiomas decorrentes requerem que S(p ) tenha uma forma especifica- 
da. Supomos ao longo do texto que S(p) seja definida para todo 0 < p < 1 , mas 
que nao seja definida para eventos com p — 0. 

Nossa primeira condigao e somente um enunciado do fato intuitivo de que 
nao ha surpresa ao ouvirmos que um evento cuja ocorrencia e certa tenha de 
fato ocorrido. 

Axioma 1 


S( 1) = 0 

Nossa segunda condigao diz que, quanto mais improvavel e a ocorrencia de 
um evento, maior e a surpresa causada por sua ocorrencia. 

Axioma 2 

S(p) e uma fungao estritamente decrescente de p\ isto e, se p < q , entao 
Sip) > S(q). 

A terceira condigao e um enunciado matematico do fato de que esperamos 
intuitivamente que uma pequena mudanga em p corresponda a uma pequena 
mudanga em S(p). 

Axioma 3 

S(p ) e uma fungao continua de p. 

Para motivar a condigao final, considere dois eventos independentes E e 
Fcom respectivas probabilidades P(E) = p e P(F) = q. Como P(EF) = pq , a 
surpresa causada pela informagao de que E e Focorreram e S(pq). Agora, su- 
ponha que primeiro saibamos que E ocorreu e entao, um tempo depois, que F 
tambem ocorreu. Como S(p) e a surpresa causada pela ocorrencia de F, tem-se 
que S(pq) - S(p) representa a surpresa adicional causada pela informagao de 
que F tambem ocorreu. Entretanto, como F e independente de F, saber que F 
ocorreu nao muda a probabilidade de F; com isso, a surpresa adicional deve ser 
somente S(q). Esse raciocmio leva a condigao final. 

Axioma 4 


S(pq) = Sip) + S(q) 0 < p < q 
Agora, estamos prontos para oTeorema 3.1, que fornece a estrutura de S{p). 
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Teorema 3.1 Se 5(*) satisfaz os Axiomas 1 a 4, entao 

Sip ) = -Clog 2 p 

onde C e um inteiro positivo arbitrario . 
Demonstragao Resulta do Axioma 4 que 

Sip 2 ) = S(p) + Sip) = 2S(p) 


e por indugao que 

S(p m ) = mS(p) (3.1) 

Tambem, ja que, para cada n inteiro, S(p) = S(p Vn ...p lln ) - n S(p lln ), resulta 
que 

Sip 1 /") = -Sip ) (3.2) 

n 

Assim, das Equagoes (3.1) e (3.2), obtemos 

S(p m / n ) = mS(p 1/n ) 

m n 

= -Sip) 

n 

o que e equivalente a 

S(p x ) = xS{p) (3.3) 

sempre que x e um numero positivo racional. Mas, pela continuidade de S 
(Axioma 3), vemos que a Equagao (3.3) e valida para todos os valores de x 
nao negativos (justifique isso). x 

Agora, para qualquer p, 0 < p <1, seja x = —log 2 p. Entao p = ( \ J , e, da 
Equagao (3.3), 

Sip) = 5 ^Q) j =;lcS (5) = -Clo &P 

onde C = 5^^ > 5(1) = 0 pelos Axiomas 2 e 1. □ 

E comum fazer C = 1, e nesse caso diz-se que a surpresa e representada em 
bits (abreviagao para binary digits , ou digitos binarios). 

A seguir, considere a variavel aleatoria X que deve receber um dos valo¬ 
res x v ...,x n com respectivas probabilidades p v ...,p n . Como -log p i representa a 
surpresa causada se X recebe o valor x t * vemos que a quantidade esperada de 
surpresa com a qual devemos receber o valor de X e dada por 

n 

H(X) =-J^Pifo&Pi 
1=1 


No restante deste capftulo, escrevemos log 2 x como log x. Alem disso, usamos In x para 
representar log e x. 
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A grandeza H(X) e conhecida na teoria da informagao como a entropia da va- 
riavel aleatoria X (caso uma das probabilidades p ( seja igual a 0, consideramos 
0 log 0 = 0). Pode-se mostrar (e deixamos isso como exercicio) que H(X) e 
maximizada quando todos os p -s sao iguais (isso e intuitivo?). 

Como H(X) representa a quantidade media da surpresa de alguem ao ficar 
sabendo o valor de X , ela tambem pode ser interpretada como se representasse 
a quantidade de incerteza que existe a respeito do valor de X. De fato, na teoria 
da informagao, H(X) e interpretada como a quantidade media de informagao 
recebida quando o valor de X e observado. Logo, a surpresa media causada por 
X , a incerteza de X e a quantidade media de informagao associada a X represen- 
tam o mesmo conceito visto de tres pontos de vistas ligeiramente diferentes. 

Agora considere duas variaveis aleatorias Xe Y que assumam respectivos 
valores x v ...,x n e y v ...,y m com fungao de probabilidade conjunta 

P(*i,yj) = P{X = x u Y = yj] 


Result a que a incerteza quanto ao valor do vet or aleatorio ( X , Y), representado 
por H(X , Y), e dada por 

H(X,Y) = ,yj) log p(Xi,yj) 
i i 

Suponha agora que Y tenha sido observado como sendo igual a y } . Nessa situa- 
gao, a quantidade de incerteza que permanece em X e dada por 

Hy =yj {X) = - Y^P (x i\yj) l °gp( x i\yj) 


onde 


p(xi\yj) = P{X = Xi\Y = yj] 


Com isso, a quantidade media de incerteza que permanecera em X apos se 
observar Y e dada por 

Hy(X) = H Y=yj (X)p Y (yj) 

i 


onde 

PYiyj) = P{Y =yj} 

A proposigao 3.1 relaciona H{X, Y) a H(Y) e H Y (X). Ela diz que a incerteza 
quanto ao valor de X e Y e igual a incerteza de Y mais a incerteza media rema- 
nescente em X quando Y 6 observado. 

Proposigao 3.1 

H(X,Y) = H(Y) + H Y (X) 
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Demonstraqao Usando a identidade p{x r v y ) - obtem-se 

H(X, Y) = - E J2p (x -y0 !°g P(Xi,yj) 

< i 

= -^^pyCv/)ptelyy)[l°gpyCy/) + logp(x,|y y )] 
i i 

= ~ J^PYiyj) logpyCyy) ^ptelyy) 

y ' 

- ^pyOy) E^*' 1 ^) logpfelyy) 

y » 

= tf(Y) + tfy(X) □ 

E um resultado fundamental na teoria da informagao o fato de que a quan- 
tidade de incerteza em uma variavel aleatoria X ira, em media, decrescer quan- 
do uma segunda variavel aleatoria Y for observada. Antes de demonstrar esse 
enunciado, precisamos do lema a seguir, cuja demonstra^ao e deixada como 
exercicio. 

Lema 3.1 

In x < x - 1 x > 0 

com igualdade somente emr = l. 

Teorema 3.2 


Hy{X) < H(X) 

com igualdade se e somente seXeY sao independentes. 

Demonstragao 

h y (X) - H(X) = -E E^* 1 ^ lo gb(*/b7)]p(y./) 

‘ i 

+ ^2^2p(xi,yj)\ogp(xi) 

i i 


= E lo § 

< y 


p(x t ) 

p(xi\yj) 


< log e e E p ^ Xi ’ yfi 

i y 


pix) 

P(xi\yj) 



pelo Lema 3.1 
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9.4 TEORIA DA CODIFICAGAO E ENTROPIA 

Suponha que o valor de um vetor discreto X deva ser observado no ponto A 
e entao transmitido para o ponto B por meio de uma rede de comunicagoes 
que trabalhe com os sinais 0 e 1. Para fazer isso, primeiro e necessario codificar 
cada valor possivel de X em termos de uma sequencia de 0’s e l’s. Para se evitar 
qualquer ambiguidade, requer-se normalmente que nenhuma sequencia codifi- 
cada possa ser obtida de uma sequencia codificada menor a partir da adigao de 
termos a esta sequencia menor. 

Por exemplo, se X pode assumir quatro valores posslveis x 1 , jc 2 , x 3 e x 4 , entao 
uma codificagao possivel seria 

xi «-> 00 
X2 01 

x 3 ~ 10 ( 4 - 1 ) 

X4 <-> 11 

Isto e,seX = x v entao amensagem 00e enviada aoponto B ;por outro lado,se 
X = x 2 , a mensagem Ole enviada, e assim por diante. Uma segunda codificagao 
possivel seria 

*1 0 
X2 10 

x 3 no < 4 - 2 ) 

X4 111 


Entretanto, uma codificagao como 

x\ <-> 0 
*2 1 

X 3 00 

X 4 01 

nao e permitida porque as sequencias codificadas de jc 3 e x 4 sao ambas exten- 
soes daquela referente a x r 

Um dos objetivos ao fazer-se uma codificagao e minimizar o numero esperado 
de bits que precisam ser enviados do ponto A para o ponto B. Por exemplo, se 

P{X = X1 }= 1 - 

P{X = X 2 } = i 

P{X=x 3 } = ± 

P{X = x 4 } = ^ 

entao o codigo dado pela Equagao (4.2) enviaria 2 ( 1 ) 4- ^(2) + ^(3) + |(3) = 1,75 
bits, enquanto o codigo dado pela Equagao (4.1) enviaria 2 bits. Portanto, para 



Capftuio 9 • Topicos Adicionais em Probabilidade 507 


esse conjunto de probabilidades, a codificagao feita pela Equagao (4.2) e mais 
eficiente do que aquela feita pela Equagao (4.1). 

A discussao anterior da origem a seguinte questao: para um dado vetor X , 
qual e a maxima eficiencia que se pode obter por meio de um esquema de co¬ 
dificagao? A resposta e que, para qualquer codificagao, o numero medio de bits 
enviados e pelo menos igual a entropia de X. Para demonstrar esse resultado, 
que e conhecido na teoria da informagao como o teorema da codificagao sem 
ruido , vamos precisar do Lema 4.1. 

Lema 4.1 

Suponha que X assuma os valores possfveis x v ...,x N . Entao,para que possa- 
mos codificar os valores de X em sequencias binarias (nenhuma das quais 
sendo uma extensao de outra) de respectivos tamanhos n lv .., n N , e neces- 
sario e suficiente que 



Demonstragao Para um conjunto fixo de N inteiros positivos n v ..., n N , su¬ 
ponha que Wj represente o numero de n/s que sao iguais a /, j = 1,.... Para 
que exista um codigo que atribua n i bits ao valor x- p i = 1 ,..., A, e claramen- 
te necessario que w 1 < 2. Alem disso, como nenhuma sequencia binaria 
pode ser uma extensao da outra, devemos ter w 2 < 2 2 - 2 w 1 (obtem-se essa 
desigualdade porque 2 2 e o numero de sequencias binarias de tamanho 2 , 
enquanto 2w x e o numero de sequencias que sao extensoes da sequencia 
binaria w x de tamanho 1). Em geral, o mesmo raciocmio mostra que deve¬ 
mos ter 

< 2 " - W]2 n ~ l - w 2 2 n ~ 2 - ... - iv „_]2 ( 4 . 3 ) 

para todo n = 1,.... De fato, um pouco de raciocmio convence o leitor de 
que essas condigoes nao sao somente necessarias, mas tambem suficientes 
para que exista um codigo que atribua n t bits a x iy i = 1 ,..., N. 

Reescrevendo a desigualdade (4.3) como 

Wn + w n -12 + W n — 2 ^ + • ■ * + Wq 2 ” 1 < 2 rt n = 1 ,. .. 


e dividindo por 2 ", obtemos as condigoes necessarias e suficientes, isto e, 



1 para todo n 


(4.4) 


Entretanto, como 
sera verdade se e somente se 


■g ">(!)' 


e crescente em n, resulta que a Equagao (4.4) 
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Prova-se agora o resultado, pois, da definigao de w j como o numero de n/s 
que sao iguais a j, resulta que 



Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema 4.1. 


Teorema 4.1 O teorema da codificagao sem ruido 

Suponha que X receba os valores x v ... y x N com respectivas probabilidades 
p(x 1 ),...,p(x N ). Entao, para qualquer codificagao que atribua n i bits a x t , 

N N 

Y^mpiXi) ^ H{X) = -^p(xi)logp(xi) 

1=1 i=l 


/ N 

Demonstragao Seja Pi — p(xi),qi = 2 ni YY 2 i — 1,..., N. Entao. 

■| i ’ ,,o 8 0 = “ ioge g f ' iln G) 


= logeJ2 Pi fo(jr) 

i=l V,/ 

- lQ g e Y Pi {j. ~ x ) 


pelo Lema 3.1 


N N 

0 ja que Y Pi = Y q t = 1 


i=l 


i—1 


Portanto, 


N N 

- J^logP, < -J^P^ogq, 

i=l i—1 


N 


( 


= Y^ n iPi + log 


i =1 
N 


N 


E 2- "' 

V '- 1 


n,-Pi pelo Lema 4.1 


i=i 


□ 


Exemplo 4a 

Considere uma variavel aleatoria X com fungao de probabilidade 
P(* l) = ~ P(*2) = - pfe) = p(*4) = “ 



Capltulo 9 • Topicos Adicionais em Probabilidade 509 


Ja que 


H(X) = 




+ 

3 

4 



+ 



resulta do Teorema 4.1. que nao ha esquema de codificagao mais eficiente que 

xi «-» 0 

x 2 10 

X3 <“> 110 

X4 <-> 111 | 


Para a maioria dos vetores aleatorios, nao existe uma codifica^ao para a 
qual o numero medio de bits enviados atinja o limite inferior H(X). Entretanto, 
e sempre possivel elaborar um codigo tal que o numero medio de bits esteja em 
1 de H(X). Para demonstrar isso, defina n i como o inteiro satisfazendo 

-logp(x,*) < ni < -log p(xd + 1 


Agora, 


N 

1 

1=1 


N 


N 


Y^ 2 ~ n ‘ * j2 2lOBP(Xi) = & (Xi) = 1 


i= 1 


i=l 


entao, pelo Lema 4.1, podemos associar a x- sequencias de bits com tamanhos 
i = 1,..., N. O comprimento medio de tal sequencia, 

N 

L = y'nip(xj) 

i=i 


satisfaz 


AT AT 

-Y^P(Xi)logp(Xi) < L < - J2p( x i) logpfe) + 1 

i=l i=l 


ou 

H(X) < L < H(X) + 1 


Exemplo 4b 

Suponha que 10 jogadas independentes de uma moeda com probabilidade p 
de dar cara sejam feitas no ponto A , e que o resultado seja transmitido para o 
ponto B , O resultado deste experimento e um vetor aleatorio X = (X v ..., X l0 ), 
onde X- t e igual a 1 ou 0 dependendo do resultado obtido com a moeda. Pelos 
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resultados desta segao, vemos que L, o numero medio de bits transmitidos por 
qualquer codigo, satisfaz 

H(X)^L 


com 


L < H(X) + 1 

em pelo menos um codigo. Agora como os X’s sao eventos independentes, re- 
sulta da Proposigao 3.1 e do Teorema 3.2 que 

N 

H(X) = H(X 1 ,...,X n ) = Y, H ( x i) 

i= 1 

= — 10[p log/7 + (1 - p) log(l - p)] 

Se p = 5 , entao //(X) = 10, e com isso resulta que nao ha nada melhor a ser 
feito do que codificar X por seu valor real. Por exemplo, se as 5 primeiras joga- 
das derem cara e as 5 ultimas derem coroa, entao a mensagem 1111100000 e 
transmitida para o ponto B. 

Entretanto, se p ¥=■ podemos muitas vezes fazer melhor usando um esque- 
ma de codificagao diferente. Por exemplo, se p = entao 

H w = - 10 (J lo § \ + \ lo s l) = 8 ’ n 

Logo, existe uma codificagao para a qual o comprimento medio da mensagem 
codificada nao e maior que 9,11. 

Uma codifica^ao que e, neste caso, mais eficiente do que o codigo identida- 
de consiste em dividir (A\,..., A 10 ) em 5 pares de duas variaveis aleatorias cada e 
entao, para i = 1 ,3,5,7, 9 , codificar cada um dos pares da seguinte maneira: 

Xi = 0, Jf i+ 1 - 0^0 
Xi = 0,X M = l*+ 10 
Xi = l 9 X i+1 = 0 « 110 

Xi — l,Xi+i = 1 ^ 111 


A mensagem total transmitida corresponde a codificagao sucessiva desses pares. 

Por exemplo, se o resultado TTTHHTTTTH 6 observado (H = cara, T = 
coroa), entao a mensagem 010110010 e enviada. O numero medio de bits ne- 
cessarios para transmitir essa mensagem e 



W 8,44 


Ate este ponto, consideramos que a mensagem enviada no ponto A e rece- 
bida sem erros no ponto B. Entretanto, sempre ha erros que podem ocorrer por 
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causa de disturbios aleatorios ao longo do canal de comunicagao. Tais distur- 
bios poderiam fazer, por exemplo, com que a mensagem 00101101, enviada do 
ponto A , chegasse ao ponto B na forma 01101101. 

Vamos supor que um bit transmitido no ponto A seja recebido correta- 
mente no ponto B com probabilidade p , independentemente de bit a bit. Tal 
sistema de comunicagoes e chamado de canal bindrio simetrico. Suponha, alem 
disso, que p = 0,8 e que queiramos transmitir uma mensagem formada por um 
grande numero de bits de A para B. Assim, a transmissao direta da mensagem 
resultara em uma probabilidade de erro de 0,2 para cada bit, o que e bastante 
elevado. Uma maneira de reduzir esta probabilidade de erro seria transmitir 
cada bit 3 vezes e entao fazer a sua decodificagao usando a regra da maioria. 
Isto e, poderiamos usar o seguinte esquema: 


Codificar Decodificar Codificar Decodificar 

000 | 

111 


001 

^ .... no 


o^ooo 010 

^0 1^111 101 

• -*1 

100 

on 



Observe que, se nao ocorrer mais de um erro na transmissao, o bit sera de- 
codificado corretamente. Com isso, a probabilidade de erro e reduzida a 

(0,2) 3 + 3(0,2) 2 (0,8) = 0,104 

o que e uma melhora consideravel. De fato, esta claro que podemos fazer a 
probabilidade de erro tao pequena quanto quisermos simplesmente repetindo 
o bit muitas vezes e entao decodificando-o pela regra da maioria. Por exemplo, 
o esquema 


Codificar 

Decodificar 

0->sequencia de 17 0’s 
l^sequencia de 17 l’s 

Pela regra da maioria 


reduzira a probabilidade de erro a um valor menor que 0,01. 

O problema com este tipo de esquema de codificagao e que, embora reduza 
a probabilidade de erro de bits, isso e feito comprometendo-se a taxa efetiva de 
bits enviados por sinal (veja aTabela 9.1). 

De fato, neste momento pode parecer inevitavel para o leitor que reduzir 
a probabilidade de erro para 0 sempre resulta na redugao da taxa efetiva de 
transmissao de bits por sinal para 0. Entretanto, um extraordinario resultado 
da teoria da informagao conhecido como teorema da codificagao com ruido , 
formulado por Claude Shannon, demonstra que este nao e o caso. Enunciamos 
esse resultado no Teorema 4.2. 



512 ProbabiIidade: Um Curso Moderno com Aplicagoes 


Tabela 9.1 Esquema de codificagao por repetigao de bits 


Probabilidade de erro (por bit) 

Taxa (bits transmitidos por sinal) 

0,20 

1 

0,10 

0.33 (=4) 

0,01 

o 

o' 


Teorema 4.2 O teorema da codificagao com ruido 

Ha um numero C tal que, para qualquer valor R menor ou igual a Q e para 
qualquer e > 0, existe um esquema de codificagao e decodificaqao que trans¬ 
mite a uma taxa media de R bits enviados por sinal com uma probabilidade 
de erro (por bit) menor que s. O maior valor de C- varnos chama-lo de C**~ 
e chamado de capacidade de canal , e, para um canal bindrio simetrico, 

C* = 1 4- plogp + (1 - p)log(l - p) 


RESUMO 

O processo de Poisson com taxa A consiste em um conjunto de variaveis aleato- 
rias (7V(7), t ^ 0} que estao relacionadas a um processo em que eventos ocorrem 
aleatoriamente. Por exemplo, N(t) representa o numero de eventos ocorridos 
entre os tempos 0 e t. As caracteristicas que definem o processo de Poisson sao 
as seguintes: 

(i) O numero de eventos que ocorrem em intervalos de tempos disjuntos e 
uma variavel aleatoria independente; 

(ii) A distribuigao do numero de eventos que ocorrem em um intervalo de- 
pende somente do tamanho do intervalo. 

(iii) Eventos ocorrem um de cada vez. 

(iv) Eventos ocorrem a uma taxa A. 

Pode-se mostrar que N(t) e uma variavel aleatoria de Poisson com media Af. 
Alem disso, se as variaveis aleatorias T 0 i > 1, correspondem aos intervalos de 
tempo entre eventos sucessivos, entao essas variaveis aleatorias sao indepen- 
dentes e possuem distribuigao exponencial com taxa A. 

Uma sequencia de variaveis aleatorias X n , n > 0, cada uma das quais assu- 
mindo um dos valores 0,..., M , e chamada de cadeia de Markov com probabili- 
dades de transigao P t j se, para todo n , i n , ij , 

P{X n +\ = j\X n = i y X n —i — i n —i,... ,Xq = /o} = Ri,j 

Se interpretarmos X n como sendo o estado de algum processo no tempo n , en¬ 
tao uma cadeia de Markov corresponde a sequencia de estados sucessivos de 
um processo que possui a propriedade de que, sempre que entrar no estado i, 
entao, independentemente de todos os estados passados, o proximo estado seja 


Para uma interpretagao de entropia de C*, veja o Exercicio Teorico 9.18. 
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j com probabilidade P i} para todos os estados i e j. Em muitas cadeias de Mar¬ 
kov, a probabilidade de estar no estado j no tempo n converge para um valor 
limite que nao depende do estado inicial. Se it-, j = 0,... M , representa esse con- 
junto de probabilidades limites, as probabilidades que formam esse conjunto 
sao a unica solugao das equagoes 

M 

Kj = t: niPi,j j= o,..., m 

i=0 

M 

J2 7t i = 1 

i =i 

Alem disso, it- e igual a proporgao de tempo a longo prazo no qual a cadeia fica 
no estado j. 

Suponha que X seja uma variavel aleatoria que recebe um de n possiveis 
valores de acordo com o conjunto de probabilidades {p v ...,p n }.A grandeza 

n 

H(X) = -2>log 2 (P/) 

i—\ 

e chamada de entropia de X. Ela pode ser interpretada como a quantidade me¬ 
dia de incerteza que existe com relagao ao valor de X, ou como a informagao 
media recebida quando X e observado. A entropia tern importantes implica- 
goes na codificagao binaria de X . 


PROBLEMAS E EXERCICIOSTE6RICOS 


9.1 Clientes chegam em um banco a uma taxa 
A de Poisson. Suponha que dois clientes 
tenham chegado durante a primeira hora. 
Qual e a probabilidade de que 

(a) ambos tenham chegado durante os 
primeiros 10 minutos? 

(b) pelo menos um tenha chegado duran¬ 
te os primeiros 10 minutos? 

9.2 Carros atravessam certo ponto em uma ro- 
dovia de acordo com um processo de Pois¬ 
son com taxa A = 3 por minuto. Se Paulo 
atravessa a rodovia sem olhar para os lados, 
qual e a probabilidade de que ele nao seja 
atropelado se o tempo necessario para que 
ele atravesse a rodovia seja s segundos? 
(Suponha que ele sera atropelado se esti- 
ver na rodovia quando um carro passar.) 
Faga este exercicio para s = 2,5,10,20. 

9.3 Suponha que, no Problema 9.2, Paulo seja 
agil o suficiente para escapar de um unico 
carro, mas nao de dois. Qua! e a probabili¬ 


dade de que ele nao seja atropelado se ele 
levar 5 segundos para atravessar a rodovia? 
Fa$a este exercicio para 5 = 5,10,20,30. 

9.4 Suponha que 3 bolas brancas e 3 bolas 
pretas sejam distribuidas entre duas urnas 
de forma tal que cada urna contenha 3 bo¬ 
las. Dizemos que o sistema esta no estado 
i se a primeira urna contem i bolas bran¬ 
cas, i — 0,1,2,3. Em cada rodada, 1 bola e 
retirada de cada urna. A bola retirada da 
primeira urna e colocada na segunda urna 
e vice-versa. Suponha que X n represente o 
estado do sistema apos a rc-esima rodada 
e compute as probabilidades de transigao 
da cadeia de Markov \X n , n > 0}. 

9.5 Considere o Exemplo 2a. Se ha uma 
chance de 50% de chover hoje, calcule a 
probabilidade de que chova daqui a tres 
dias se a - 0,7 e j3 = 0,3. 

9.6 Calcule as probabilidades limites para o 
modelo do Problema 9.4. 
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9.7 Uma matriz de transigao de probabilidades 
e chamada de duplamente estocastica se 

M 

E p v = 1 

i=0 

para todos os estados j = 0,1,..., M. Mos- 
tre que, se essa cadeia de Markov e ergo- 
dica, entao n, = 1 l(M + 1),; = 0,1 

9.8 Em certo dia, Sara esta de bom humor (c), 
mais ou menos (s) ou de mau humor (g). Se 
hoje ela esta de bom humor, entao amanha 
ela estara c, s, ou g com respectivas proba¬ 
bilidades 0,7,0,2 e 0,1. Se hoje ela esta mais 
ou menos, entao amanha ela estara c, s, ou 
g com respectivas probabilidades 0,4,0,3 e 
0,3. Se hoje ela esta mal-humorada, entao 
amanha ela estara c, s, ou g com respectivas 
probabilidades 0,2, 0,4 e 0,4. Que propor- 
gao de tempo Sara esta bem-humorada? 

9.9 Suponha que a possibilidade de chuva no 
proximo dia dependa somente das con- 
d^oes de tempo nos dois dias anteriores. 
Especificamente, suponha que, se choveu 
ontem e hoje, entao amanha chovera com 
probabilidade 0,8; se choveu ontem mas 
nao hoje, entao amanha chovera com 
probabilidade 0,3; se choveu hoje mas 
nao ontem, entao chovera amanha com 
probabilidade 0,4; e se nao choveu nem 
ontem, nem hoje, entao chovera amanha 
com probabilidade 0,2. Em que propor- 
gao de dias ha chuva? 

9.10 Certa pessoa pratica corrida todas as ma- 
nhas. Ao deixar sua casa para a corrida 
matinal, ela tern a mesma probabilidade 
de sair pela porta da frente ou dos fundos. 
Da mesma maneira, ao voltar, ela tern a 
mesma probabilidade de entrar pela porta 
da frente ou dos fundos. A corredora pos- 
sui 5 pares de sapatos de corrida, os quais 
ela retira assim que entra em casa, nao im- 
portando por qual porta entre. Se nao ha 
sapatos na porta por onde ela sai de casa 
para correr, entao ela corre descalga. Que- 
remos determinar a proporgao de tempo 
na qual a corredora corre descalga. 

(a) Formule este problema como uma ca¬ 
deia de Markov. Fornega os estados e 
as probabilidades de transigao. 

(b) Determine a proporgao de dias em 
que ela corre descalga. 


9.11 Este problema se refere ao Exemplo 2f. 

(a) Verifique que o valor proposto de Ely 
satisfaz as equagoes necessarias. 

(b) Para qualquer molecula dada, o que 
voce pensa a respeito da probabilidade 
(limite) de que ela esteja na urna 1? 

(c) Voce acha que os eventos em que a 
molecula j > 1, fica na urna 1 por 
um longo tempo seriam independen- 
tes (no limite)? 

(d) Explique por que as probabilidades 
limites sao aquelas fornecidas. 

9.12 Determine a entropia da soma que se ob- 
tem quando um par de dados honestos e 
jogado. 

9.13 Prove que, se X pode assumir qualquer 
um dos n valores possiveis com respecti¬ 
vas probabilidades P lv .., P n , entao H(X) e 
maximizada quando P i = 1 In, i = 1,..., n. 
H(X) e igual a que neste caso? 

9.14 Joga-se um par de dados honestos. Seja 

x 11 se a soma dos dados e 6 
— jo caso contrario 

e suponha que Y e igual ao valor do pri- 
meiro dado. Calcule (a) H(Y ), (b) H Y (X) 
e(c )H(X 9 Y). 

9.15 Uma moeda com probabilidade p — f de 
dar cara e jogada 6 vezes. Calcule a entro¬ 
pia do resultado desse experimento. 

9.16 Uma variavel aleatoria pode assumir 
qualquer um de n valores possiveis x lv .., 
x n com respectivas probabilidades p(x), i 
= 1,..., n. Vamos tentar determinar o va¬ 
lor de X fazendo uma serie de questoes, 
para as quais as respostas sao do tipo 
“sim” ou “nao? Por exemplo, podemos 
perguntar “X e igual a jq?” ou “X e igual 
a x v x 2 ou x 3 V; e assim por diante. O que 
voce pode dizer sobre o numero medio 
de questoes desse tipo que voce precisa- 
ra fazer para determinar o valor de XI 

9.17 Mostre que, para qualquer variavel alea¬ 
toria X e qualquer fungao /, 

< H(X) 

9.18 Ao transmitir um bit do ponto A para o 
ponto P, se fizermos com que X represen¬ 
te o valor do bit enviado eY,o valor do 
bit recebido, entao H(X) - H Y (X) e a taxa 
de transmissao de informaqao de A para B. 
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A taxa de transmissao maxima, em fungao 
de P{X = 1} = 1 - P{X = 0}, e chamada de 
capacidade de canal. Mostre que, para um 
canal binario simetrico com P{Y = 1\X = 


1} = P{Y = 0|X - 0) = p, a capacidade de 
canal e atingida pela taxa de transmissao 
de informagao quando P[X = 1} = \ e seu 
valor e 1 + p log p + (1 -p)log(l -p). 


PROBLEMAS DE AUTOTESTE E EXERCICIOS 


9.1 Eventos ocorrem de acordo com um pro- 
cesso de Poisson com taxa A - 3 por hora. 

(a) Qual e a probabilidade de que ne- 
nhum evento ocorra entre 8 e 10 da 
manha? 

(b) Qual e o valor esperado do numero 
de eventos que ocorrem entre 8 e 10 
da manha? 

(c) Qual e a hora de ocorrencia esperada 
do quinto evento apos as 14:00? 

9.2 Clientes chegam em determinada loja de 
acordo com um processo de Poisson com 
taxa A por hora. Suponha que dois clientes 
cheguem durante a primeira hora. Deter¬ 
mine a probabilidade de que 

(a) ambos cheguem nos primeiros 30 mi- 
nutos; 

(b) pelo menos um chegue nos primeiros 
20 minutos. 

9.3 Quatro em cada cinco caminhoes em 
uma estrada sao seguidos por um carro, 
enquanto um em cada seis carros e segui- 
do por um caminhao. Que proporgao de 
veiculos na estrada e de caminhoes? 


9.4 O tempo em certa cidade e classificado 
como chuvoso, ensolarado ou encoberto. 
Se um dia esta chuvoso, entao tem-se a 
mesma probabilidade de que o proximo 
dia seja ensolarado ou encoberto. Se nao 
esta chuvoso, entao ha uma chance em 
tres de que o tempo permanega como 
esta no proximo dia, e, se o tempo mudar, 
entao tem-se a mesma probabilidade de 
que ele mude para qualquer um dos ou- 
tros dois estados. A longo prazo, qual e a 
proporgao de dias ensolarados? Qual e a 
proporgao de dias chuvosos? 

9.5 Suponha que X seja uma variavel alea- 
toria que assuma 5 valores possiveis com 
respectivas probabilidades 0,35, 0,2, 0,2, 
0,2 e 0,05. Alem disso,seja X uma variavel 
aleatdria que assuma 5 valores possiveis 
com respectivas probabilidades 0,05,0,35, 
0,1,0,15 e 0,35. 

(a) Mostre que H(X) > H(Y). 

(b) Usando o resultado do Problema 9.13, 
fornega uma explicagao intuitiva para 
a desigualdade acima. 
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10.1 INTRODUgAO 

Como podemos determinar a probabilidade de ganharmos uma partida de pa¬ 
ciencia jogada com um baralho de 52 cartas? Uma abordagem possivel seria 
comegar com a hipotese razoavel de que todos os 52! arranjos de cartas possi- 
veis tenham a mesma probabilidade de ocorrencia, e entao tentar determinar 
quantos desses arranjos resultam em vitorias. Infelizmente, parece nao haver 
um metodo sistematico que permita a determinagao do numero de arranjos que 
resultem em vitorias, e 52! e um numero bastante grande. Como a unica maneira 
de determinarmos se um determinado arranjo de cartas levaria a uma vitoria ou 
nao seria jogar uma partida, vemos que a abordagem proposta nao funciona. 

De fato, parece que a determinagao da probabilidade de vencermos uma 
partida de paciencia e matematicamente intratavel. Entretanto, nem tudo esta 
perdido, pois a probabilidade nao transita somente na area da matematica, mas 
tambem na area da ciencia aplicada; e, como em todas as ciencias aplicadas, a 
realizagao de experimentos e uma tecnica valiosa. Em nosso exemplo da pa¬ 
ciencia, experimentos podem ser realizados jogando-se um grande numero de 
jogos ou, melhor ainda, programando-se um computador para fazer isso. Apos, 
digamos, n jogos terem sido jogados, se fizermos 

X _ ( 1 se a i-6 sima partida resultar em vitoria 
1 “ [ 0 caso contrario 

entao X t = 1,..., n serao variaveis aleatorias de Bernoulli independentes para 
as quais 


E[X] = Pfvitoria na paciencia} 
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Portanto, pela lei forte dos grandes numeros, sabemos que 

A X[ numero de partidas vencidas 

“ n numero de partidas jogadas 

convergira, com probabilidade 1, para P{vencer na paciencia}. Isto e, ao jogar um 
grande numero de jogos, podemos usar a proporgao de jogos vencidos como uma 
estimativa para a probabilidade de vitoria. Este metodo empfrico que determina 
probabilidades por meio de experimentos e conhecido como simulaqdo. 

Para iniciar um trabalho de simulagao no computador, precisamos gerar 
uma variavel aleatoria uniforme no intervalo (0,1); tais variaveis sao chamadas 
de numeros aleatorios. Para isso, a maioria dos computadores possui uma sub- 
rotina interna chamada de gerador de numeros aleatorios , cuja saida e uma se¬ 
quencia da numeros pseudoaleatorios - uma sequencia de numeros que e, para 
todos os efeitos, impossfvel de se distinguir de uma amostra da distribuigao 
uniforme no intervalo (0,1). A maioria dos geradores de numeros aleatorios 
comega com um valor inicial X 0 , chamado de semente , e entao especifica intei- 
ros positivos a,ceme faz calculos recursivos usando 

X n+1 = ( aX n + c ) modulo m n>0 (1.1) 

onde a expressao acima significa que o termo aX n + c e dividido por m, sendo 
o resto da operagao atribufdo a X n+V Assim, cada X n e igual a 0,1,..., m - 1, e se 
supoe que a grandeza XJm seja uma aproximagao para uma variavel aleatoria no 
intervalo (0,1). Pode-se mostrar que, desde que escolhas adequadas sejam feitas 
para a, c e m, a Equagao (1.1) da origem a uma sequencia de numeros que pare- 
cem ter sido gerados a partir de variaveis aleatorias uniformes no intervalo (0,1). 

Como ponto de partida, vamos supor que podemos simular uma distribui- 
gao uniforme no intervalo (0,1) e usar o termo numeros aleatorios para repre- 
sentar as variaveis aleatorias dessa distribuigao. 

No exemplo da paciencia, precisariamos programar o computador para jo¬ 
gar cada partida comegando com uma dada sequencia de cartas. Entretanto, 
como se supoe que a sequencia inicial possa ser, com mesma probabilidade, 
qualquer uma das 52! permutagoes possiveis, tambem e necessario gerar uma 
permutagao aleatoria. Usando somente numeros aleatorios, o algoritmo a se- 
guir mostra como fazer isso. O algoritmo comega escolhendo aleatoriamente 
um dos elementos e depois coloca-o na posigao n\ em seguida, ele escolhe ale¬ 
atoriamente um dos elementos restantes e coloca-o na posigao n - 1 , e assim 
por diante. O algoritmo faz uma escolha aleatoria eficiente entre os elementos 
restantes mantendo esses elementos em uma lista ordenada e entao escolhen¬ 
do aleatoriamente uma posigao na lista. 

Exemplo la 

Suponha que queiramos gerar uma permutagao dos inteiros 1, 2,..., n tal que 
todas as n\ sequencias possiveis sejam igualmente provaveis. Entao, comegan¬ 
do com qualquer permutagao inicial, faremos isso em um total de n - 1 passos; 
em cada passo, promoveremos o intercambio de dois dos numeros da permu- 
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tagao. Ao longo do processo, vamos acompanhar a permutagao fazendo com 
que X(i), i = 1,..., n represente o numero atualmente na posigao i. O algoritmo 
opera da seguinte maneira: 

1. Considere qualquer permutagao arbitraria e suponha que X(i) represente 
o elemento na posigao i, i = 1,..., n [por exemplo, poderiamos usar X(i) - i, 
i = 1 w], 

2. Gere uma variavel aleatoria N n que seja igual a qualquer um dos valores 1, 
2 ,..., n com mesma probabilidade. 

3. Faga o intercambio dos valores de X(N n ) e X(n). O valor de X{ri) agora 
ficara fixo [por exemplo, suponha que n = 4 e inicialmente X(i) = i, i = 1, 
2,3,4. Se N 4 = 3, entao a nova permutagao e 2f(l) = 1, A( 2 ) = 2, X(3) = 4, 
2f(4) = 3, e o elemento 3 ficara na posi^ao 4 ao longo de todo o processo]. 

4. Gere uma variavel aleatoria N n _^ que tenha a mesma probabilidade de ser 
igual a 1 , 2 ,..., n- 1 . 

5. Realize o intercambio dos valores de X(N n _ { ) e X(n - 1) [se N 3 = 1, entao a 
nova permuta^ao e X(l) = 4,X(2) = 2,Z(3) = l,2f(4) = 3]. 

6 . Gere A^ 2 , que tern a mesma probabilidade de ser igual a 1,2,..., n- 2. 

7. Faga o intercambio dos valores 2f(A„_ 2 ) e X(« - 2). [Se N 2 = 1, entao a nova 
permutagao e X(l) = 2,2f(2) = 4,X(3) = 1,X(4) = 3,e esta e a permutagao 
final.] 

8 . Gere N n _ 3 e assim por diante. O algoritmo continua ate que N 2 seja gerado, 
e apos o ultimo intercambio a permutagao resultante e a permutagao final. 

Para implementar esse algoritmo, e necessario gerar uma variavel aleatoria 
que tenha a mesma probabilidade de assumir qualquer um dos valores 1 , 2 ,..., 
k. Para fazer isso, suponha que U represente um numero aleatorio - isto e, U e 
uniformemente distribuido no intervalo (0, 1 ) - e observe que kU e uniforme 
em (0, k). Portanto, 

1 

P{i — 1 < kU < i) = — i = 1,..., k 
k 

assim, se escolhermos N k = [kU] + 1, onde [x] e a parte inteira de x (isto e, o 
maior numero inteiro menor ou igual a x), entao N k tera a distribuigao desejada. 
O algoritmo pode agora ser escrito sucintamente como: 

Passo 1. Seja X(n) qualquer permutagao de 1,2,..., n [por exem¬ 

plo, podemos fazer X(i) — i, i = 1 
Passo 2. Faga I = n. 

Passo 3. Gere um numero aleatorio U e faga N = [IU] + 1. 

Passo 4. Faga o intercambio dos valores de X(N) e X(I). 

Passo 5. Subtraia 1 do valor I e, se / > 1, va para o passo 3. 

Passo 6 . X(l),..., X(n) e a permutagao aleatoria desejada. 

O algoritmo anterior para a geragao de uma permutagao aleatoria e ex- 
tremamente util. Por exemplo, suponha que um estatistico realize um experi- 
mento no qual compara o efeito de m diferentes tratamentos em um conjunto 
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de n diferentes cobaias. Ele decide separar as cobaias em m diferentes grupos 
de respectivos tamanhos n v n 2 n m , onde Y^!iL\ n i = n ? com os membros do 
i-esimo grupo recebendo o tratamento i. Para eliminar qualquer possibilidade 
de desequilfbrio na escolha das cobaias para os tratamentos (por exemplo, se 
todas as “melhores” cobaias forem colocadas no mesmo grupo, isso afetara o 
significado dos resultados experimentais), e imperativo que a distribuigao das 
cobaias entre os grupos seja feita “aleatoriamente’.’Como isso pode ser feito? 

Um procedimento simples e eficiente e numerar as cobaias lane entao 
gerar uma permutagao aleatoria X(l),..., X(n) de 1, 2,..., n. Depois, coloca- 
mos as cobaias X(l), 2f(2),..., X{n A ) no grupo 1 ,X(n } + 1),..., X(n l + n 2 ) no 
grupo 2, e, em geral, o grupo j fica sendo formado pelas cobaias numeradas 
X(n l + n 2 + ... + n ; _, + k), k = l,...,n y -. □ 

10.2 TECNICAS GERAIS PARA SIMULAR VARIAVEIS 
ALEATORIAS CONTINUAS 

Nesta segao, apresentamos dois metodos gerais que permitem o uso de nume- 
ros aleatorios para simular variaveis aleatorias contmuas. 

10.2.1 O metodo da transformagao inversa 

Um metodo geral para simular uma variavel aleatoria com distribuigao contmua, 
chamado de metodo da transformagao inversa , baseia-se na seguinte proposigao. 

Proposigao 2.1 Seja U uma variavel aleatoria uniforme no intervalo (0,1). Para 
qualquer distribuigao contmua F, se definirmos a variavel aleatoria Y como 

Y=F~\U ) 

entao Y tem fungao distribuigao F [define-se F~'(x) como sendo o valor de y 
para o qual F{y) — x]. 

Demonstragao 

Fy(a) = P{Y < a] 

= P{F~\U)<a) ( 2 . 1 ) 

Agora, como F(x) e uma fungao monot6nica,F _1 (U) <asee somente se 
U < F(a). Portanto, da Equagao (2.1), temos 

Fy(a) = P{U < F(a)} 

= F(a) □ 

Resulta da Proposigao 2.1 que, para simular uma variavel aleatoria X com uma 
distribuigao contmua F,geramos um numero aleatorio U e fazemos X = F~\U). 


* Outra tecnica para dividir aleatoriamente as cobaias quando m = 2 foi apresentada no 
Exemplo 2g do Capftulo 6. O procedimento desta segao e mais rapido, mas requer mais 
espago do que aquele do Exemplo 2g. 
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Exemplo 2a Simulando uma variavel aleatoria exponential 

Se F(x ) = 1 - e ~ x , entao F~ 1 (u ) e o valor de x tal que 

1 — e~ x = u 


ou 

x = — logd — u) 

Portanto, se U e uma variavel aleatoria uniforme no intervalo (0,1), entao, 

F- 1 ([/) = -log(l - U) 

e exponencialmente distribufda com media 1. Como 1 - U tambem e unifor- 
memente distribufda em (0,1), tem-se que -log U e exponencial com media 1. 
Como cX e exponencial com media c quando X e exponencial com media 1, 
tem-se que -c log U e exponencial com media c. ■ 

Os resultados do Exemplo 2a tambem podem ser utilizados para simular 
uma variavel aleatoria gama. 


Exemplo 2b Simulando uma variavel aleatoria gama (n, k) 

Para simular uma distribuigao gama com parametros ( n , A) quando n 6 inteiro, 
usamos o fato de que a soma de n variaveis aleatorias exponenciais, cada uma 
delas com taxa A, possui essa distribuigao. Portanto, se U v ..., U n sao variaveis 
aleatorias independentes e uniformes no intervalo (0,1), entao 

« 1 i ( n 

X = — ^ — log Ui — —— log I pj Ui 

1=1 \i= 1 

possui a distribuigao desejada. ■ 


10.2.2 O metodo da rejeig:ao 

Suponha que tenhamos um metodo para simular uma variavel aleatoria com fun- 
gao densidade g(x). Podemos usar esse metodo como base para simular uma distri¬ 
buigao continua com densidade/( jc) fazendo a simulagao de Y a partir de g e entao 
aceitando o valor simulado com uma probabilidade proporcional a f(Y)lg(Y). 
Especificamente, seja c uma constante tal que 

f(y ) 

- < c para todo y 

g(y) 

Temos a seguinte tecnica para simular uma variavel aleatoria com densidade/. 

Metodo da rejeigao 

Passo 1. Simule Y com densidade g e simule um numero aleatorio U. 
Passo 2. Se [/< f(Y)lcg(Y), faga X = Y . Do contrario, retorne ao passo 1. 
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O metodo da rejeigao e expresso graficamente na Figura 10.1. Vamos agora 
demonstrar que ele funciona. 


Proposigao 2.2 A variavel aleatoria X gerada pelo metodo da rejeigao possui 
fungao densidade /. 

Demonstragao Seja X o valor obtido e suponha que N represente o nu- 
mero de iteragoes necessarias. Entao 


P{X 


x} = P{Y n < x] 


= p jy < x \u ^ 

p\y <x,U < 


f(Y) 

cg(Y) 

Ml 

cg(Y) 1 


K 


onde K = P{U < f(Y)lcg(Y)\. Agora, pela independence, a fun?ao densi¬ 
dade conjuntad eYe U6 

fly, u ) = g(y) 0 < u < 1 


Assim, temos 


P{X < x) = - 


// 


g(y) du dy 


y s x 

0 f(y)/cg(y) 

f(y)/cg(y) 


-y:j 

-u 


dug(y)dy 


f(y)dy 


( 2 . 2 ) 


Fazendo X -> °° e usando o fato de que /e uma fun?ao densidade, obtemos 



1 

cK 


Portanto, da Equagao (2.2), obtemos 


P{X < x} = 



o que completa a demonstragao. 


□ 


Imcio 



Faga X=Y 


Figura 10.1 Metodo da rejeigao para simular uma variavel aleatoria X com fun- 
gao densidade f. 
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Observances: (a) Note que, para “aceitar o valor Y com probabilidade 
f(Y)lcg(Y )”geramos um numero aleatorio U e aceitamos YseU ^ f(Y)/cg(Y). 

(b) Como cada iteragao resultara independentemente em um valor aceito 
com probabilidade P[JJ < f(Y)lcg(Y)} = K = 1/c, tem-se como consequencia 
que o numero de iterates possui distribuigao geometrica com media c. ■ 


Exemplo 2c Simulando uma variavel aleatoria normal 

Para simularmos uma variavel aleatoria normal unitaria (isto e, uma variavel 
normal com media 0 e variancia 1), note primeiro que o valor absoluto de Z 
tern fungao densidade de probabilidade 

2 2 

f(x) — —=e~ x I 1 0 < x < oo 

Jhi (2.3) 


Vamos comegar com uma simulagao a partir dessa funnao densidade usando 
o metodo da rejeinao, com g sendo a fun^ao densidade exponencial com 
media 1 - isto e, 


g(x) — e x 0 <x<oo 


Agora, observe que 

m 

g(x ) 


2 I ~(x 2 — 2x) 

= '^ eXP (- 2 - 

2 I -(* 2 - 2x + 1) 1 

— exp {---1- 

n 


12e I -(jc - l ) 2 
f — exp 

71 


Com isso, podemos considerar c = yj2e/n\ entao, da Equagao (2.4), 


fix) 

cgix) 


= exp 


-(x - l) 2 


(2.4) 


Portanto, usando o metodo da rejeigao, podemos simular o valor absoluto de 
uma variavel aleatoria normal unitaria da seguinte forma: 

(a) Gere variaveis aleatorias independentes Y e U, sendo Y exponencial com 
taxa let/ uniforme no intervalo ( 0 , 1 ). 

(b) Se U < exp{ — (Y- l) 2 /2}, faga X = Y, Do contrario, retorne para (a). 

Assim que simularmos uma variavel aleatoria X tendo como fungao densidade 
a Equagao (2.3), poderemos gerar uma variavel aleatoria normal unitaria Z 
fazendo com que Z tenha a mesma probabilidade de ser igual a X ou - X . 
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No passo (b), o valor Y e aceito se U < exp{-(Y - l) 2 /2}, o que e equiva- 
lente a -log U>(Y- 1) 2 /2. Entretanto, no Exemplo 2a mostrou-se que -log U e 
exponencial com taxa 1. Com isso, os passos (a) e (b) sao equivalentes a 

(a') Gere exponenciais independentes Y 1 e Y 2 , cada um com taxa 1. 

(b') Se Y 2 > (Y 1 - l) 2 /2, faga X = Y v Caso contrario, retorne para (a'). 

Suponha agora que os passos anteriores resultem na aceitagao dos Y :1 ’s - entao 
saberemos que Y 2 e maior que (Y 1 - l) 2 /2. Mas quantas vezes uma variavel e 
maior do que a outra? Para responder a essa questao, vamos lembrar que Y 2 
e exponencial com taxa 1; portanto, dado que ela exceda algum valor, o tan to 
que Y 2 e maior que ( Y l - l) 2 /2 [isto e, sua “vida adicional” alem do tempo (Yj 
- l) 2 /2] tambem e (pela propriedade da falta de memoria) exponencialmen- 
te distribuido com taxa 1. Isto e, quando aceitamos o passo (b'), nao somente 
obtemos X (o valor absoluto de uma normal unitaria), mas, computando Y 2 - 
(Yj - l) 2 /2, tambem podemos gerar uma variavel aleatoria exponencial (que e 
independente de X) com taxa 1. 

Em resumo, temos o seguinte algoritmo que gera uma variavel aleatoria ex¬ 
ponencial com taxa 1 e uma variavel aleatoria normal unitaria independente. 

Passo 1. Gere Y v uma variavel aleatoria exponencial com taxa 1. 

Passo 2. Gere Y 2 , uma variavel aleatoria exponencial com taxa 1. 

Passo 3. Se Y 2 - (Y l -1) 2 /2 > 0, faga Y = Y 2 - (Yj -1) 2 /2 e va para o passo 4. 

Caso contrario, va para o passo 1. 

Passo 4. Gere um numero aleatorio U e faga 

z= ( se t/<i 
l -Y i se U > \ 

As variaveis aleatorias Z e Y geradas por esse algoritmo sao independen¬ 
tes, com Z normal com media 0 e variancia 1, e Y exponencial com taxa 1 (se 
desejarmos uma variavel aleatoria normal com media fx e variancia cr 2 , simples- 
mente fazemos fi + aZ ). _ 

Observagoes: (a) Como c = yflejn ~ 1,32, o algoritmo requer um nu¬ 
mero geometricamente distribuido de iteragoes no passo 2 com media 1,32. 

(b) Se quisermos gerar uma sequencia de variaveis aleatorias normais unita¬ 
ria, entao podemos usar a variavel aleatoria exponencial Y obtida no passo 3 como 
a exponencial inicial necessaria no passo 1 para gerar a proxima normal. Portanto, 
em media, podemos simular uma normal unitaria gerando 1,64(= 2 X 1,32 - 1) 
exponenciais e calculando 1,32 quadrados. □ 

Exemplo 2d Simulando variaveis aleatorias normais: o metodo polar 

Foi mostrado no Exemplo 7b do Capitulo 6 que, se X e Y sao variaveis alea¬ 
torias normais i ndependentes unitarias, entao suas coordenadas polares 
R = y/X 2 + Y 2 e 0 = tg -1 (Y/2Q sao independentes, sendo R 2 exponencial- 
mente distribuida com media 2,e 0 uniformemente distribuida em (0,27 t). Por- 



CapftulolO • Simulagao 525 


tanto, se U x e U 2 sao numeros aleatorios, entao, usando o resultado do Exemplo 
2 a, podemos fazer 

R = (-2 log Ui) 1 / 2 
0 =2 ttU 2 

de onde resulta que 

X = R cos G = (-2 log J7i ) 1/2 cos(2tt U 2 ) 

Y — R sen & = (-2 log C/i) 1/2 sen( 2 ;r U 2 ) ( 2 . 5 ) 

sao variaveis aleatorias normais unitarias independentes. ■ 

Esta e a chamada abordagem de Box-Muller. Sua eficiencia sofre um pou- 
co da necessidade de se fazer o calculo de senos e cossenos. Ha, no entanto, 
uma maneira de se evitar essa potencial dificuldade, que pode resultar em um 
aumento relativo do tempo de simulagao. Para comegar, observe que, se U e 
uniforme em (0,1), entao 2U e uniforme em (0,2). Assim, 2U - 1 e uniforme em 
(—1,1). Logo, se gerarmos os numeros aleatorios U l ef/ 2 e fizermos 

Ei = 2t/i — 1 

V 2 = 2U 2 - 1 

entao o par (V v V 2 ) e uniformemente distribufdo no quadrado de area 4 centra- 
do em (0,0) (veja a Figura 10.2). 

Suponha agora que geremos continuamente pares (V v V 2 ) ate que obte- 
nhamos um que esteja contido no disco de raio 1 centrado em ( 0 , 0 ) - isto e, 
ate que V\ + V\ ^ l.Tem-se entao como consequencia que tal par (V v V 2 ) e 
uniformemente distribufdo no disco. Agora, suponha que R e © representem as 



x = (V u v 2 ) 


Figura 10.2 
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coordenadas polares deste par. Nesse caso e facil verificar que Re® sao inde- 
pendentes, sendo R uniformemente distribufdo em (0,1) e 0 uniformemente 
distribufdo em (0, 2~) (veja o Problema 10.13). 

Como 


sen© = 


Vz 

R 


cos© 


Vi 

R 


Vi 

^ + vf 

Vi 

ywTvf 


resulta da Equagao (2.5) que podemos gerar as variaveis aleatorias normais uni¬ 
tarias independentes XtY gerando um outro mimero aleatorio U e fazendo 

Z = (-21ogC/) 1/2 Vi/^ 

Y = (-2 log U) 1/2 V 2 /R 

De fato, como (condicionado a V\ + V\ < 1) R e uniforme em (0,1) e inde- 
pendente de 0, podemos usar essa variavel para gerar um novo numero aleato¬ 
rio U , o que mostra que 

X = (-2 log R 2 ) 1 ^ = 

y = (-2 log r 2 ) 1 ^ =y^y^v 2 

sao variaveis aleatorias normais unitarias independentes, onde 

S = R 2 = V\ + V\ 


Em resumo, temos a seguinte abordagem para gerar um par de variaveis alea¬ 
torias normais unitarias independentes: 


Passo 1. Gere os numeros aleatorios U x e U v 

Passo 2. Fa?a V\=2Ui - 1,V 2 = 2U 2 - 1, S = V\ + V\. 

Passo 3. Se S > 1, retorne ao passo 1. 

Passo 4. Retorne as variaveis aleatorias normais unitarias independentes 


X = 


-2 log 5 


Vi ,y = 


—21ogS 


V 2 


Esse algoritmo e chamado de metodo polar . Como a probabilidade de 
que um ponto aleatorio no quadrado caia no interior do circulo e igual a 7t/4 
(a area do circulo dividida pela area do quadrado), tem-se que, na media, o 
metodo polar requer 4/7r ~ 1,273 iteragoes no passo 1. Com isso, em media, 
ele requerera 2,546 numeros aleatorios, 1 logaritmo, 1 raiz quadrada, 1 divi- 
sao e 4,546 multiplicagoes para gerar 2 variaveis aleatorias normais unitarias 
independentes. 
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Exemplo 2e Simulando uma variavel aleatoria qui-quadrado 

A distribuigao qui-quadrado com n graus de liberdade e a distribuigao de 
Xn = Z\ + ■ • ■ + Z^, onde Z p i = 1,..., n sao variaveis aleatorias normals uni- 
tarias independentes. Agora lembre que, da Segao 6.3 do Capitulo 6, Z\ + Z\ 
possui distribuigao exponencial com taxa i Portanto, quando n e par (diga- 
mos, n = 2k), x 2 k P ossu i distribuigao gama com parametros (k, Assim, 

—2 log(nti Ui) possui distribuigao qui-quadrado com 2k graus de liberdade. 
Da mesma forma, podemos simular uma variavel aleatoria qui-quadrado com 
2/c + 1 graus de liberdade primeiro simulando uma variavel aleatoria normal 
unitaria Z e depois somando Z 2 a expressao anterior. Isto e, 

X 2 M=Z 2 -2 log 

onde Z e U v ... 9 U n sao independentes [Z e uma variavel aleatoria normal unita¬ 
ria e t/„ sao variaveis aleatorias uniformes no intervalo (0,1)]. 


10.3 SIMULATES A PARTIR DE DISTRIBUTES DISCRETAS 

Todos os metodos gerais para simular variaveis aleatorias a partir de distribui- 
goes continuas possuem analogos no caso discreto. Por exemplo, se quisermos 
simular uma variavel aleatoria Z com fungao de probabilidade 

P{X = Xj } = Pj, j = 0,1,..., J2 P i = 1 

i 

podemos usar o seguinte analogo da tecnica da transformada inversa. 

Para simular X para a qual P{X = x } ] = P } , suponha que U seja uniforme- 
mente distribuida ao longo de (0,1) e faga 

f jci se U < Pi 

\x 2 se P\ < U < P\ + Pi 


X = 


j -1 i 

Xj s eJ2 P i <U -H P i 


Como 


P{X = Xj ) = P 


X> < U ^Jl P i 

1 1 


= Pi 


resulta que lea distribuigao desejada. 




528 ProbabiIidade: Um Curso Moderno com Aplicagbes 


Exemplo 3a A distribuigao geometrica 

Suponha que tentativas independentes, cada uma com probabilidade de suces- 
so p, 0 < p < 1, sejam continuamente realizadas ate que um sucesso ocorra. 
Supondo que X represente o numero necessario de tentativas, entao 

p{x = i} = (i - py-'p i > i 

o que e visto notando-se que X = 1 se as primeiras i - 1 tentativas sao todas 
fracassadas e a /-esima tentativa e um sucesso. Suponha que X represente o 
numero necessario de tentativas. Como 
j -1 

Y,P{X = i} = 1 - P[X >;-l} 

1=1 

= 1 — P{primeiros; -1 sao fracassos} 

= l - (i - p) hl i ^ i 


podemos simular tal variavel aleatoria gerando um numero aleatorio U e entao 
fazendo X igual ao valor j para o qual 

i - (i - py - 1 < u < i - a - py 

ou, equivalentemente, para o qual 

(i _ p y < i _ u < a - py - 1 


Como 1 - U tem a mesma distribuigao que U, podemos definir X como 

X = mm {j : (1 - P y < U] 

- mint/': j log(1 - p) s logf/} 
log U 


— mm \ j : ] 


log(l - p) 


onde a desigualdade muda de sinal porque log(l -p) e negativo [pois log(l -p) 
< logl = 0]. Usando a notacao [x] para representar a parte inteira de x (isto e, 
[x] e o maior inteiro menor ou igual a x), podemos escrever 


X = 1 + 


log U 

log(l - p) 


Como no caso contfnuo, tecnicas de simulacao especial foram desenvol- 
vidas para as distribuicoes discretas mais comuns. Agora apresentamos duas 
dessas tecnicas. 


Exemplo 3b Simulando uma variavel aleatoria binomial 

Uma variavel aleatoria binomial pode ser facilmente simulada se lembrarmos 
que ela pode ser expressa como a soma de n variaveis aleatorias de Bernoulli 
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independentes. Isto e, se U n sao variaveis aleatorias independentes e uni¬ 
formes no intervalo (0,1) e se fizermos 


X = l 1 se U i < P 
1 [0 caso contrario 

n 

resulta que X = JZ JQ e uma variavel aleatoria binomial com parametros n e p. 
i =l 

Exemplo 3c Simulando uma variavel aleatoria de Poisson 

Para simular uma variavel aleatoria de Poisson com media A, gere variaveis alea¬ 
torias U v independentes e uniformes no intervalo (0,1) e pare quando 


N = mm 


n 

n.\\Ui < e~ x 

i—1 


A variavel aleatoria X = N - 1 possui a distribui^ao desejada. Em outras pala- 
vras, se gerarmos numeros aleatorios continuamente ate que seu produto seja 
menor que e“\ entao o numero necessario, menos 1, e Poisson com media A. 

Que X = N - 1 e de fato uma variavel aleatoria de Poisson com media A 
talvez possa ser visto mais facilmente se observarmos que 


X + 1 = mm 


n-Y\Ui 

1 


< e 


—A 


e equivalente a 


X = max 


n: Ui > e~ 


i=l 


onde PJ Ui = 1 


i=l 


ou, usando-se logaritmos, a 


X = max 


tv. log Ui ^ -A 


1 


OU 


X — max 


n 

n: ~ log Ui < A 

i=1 


Entretanto, -log U i e exponencial com taxa 1, e com isso X pode ser visto como 
o numero maximo de exponenciais com taxa 1 que podem ser somadas e ainda 
assim o resultado ser menor que A. Mas lembrando que os tempos entre even- 
tos sucessivos de um processo de Poisson com taxa 1 sao exponenciais indepen¬ 
dentes com taxa 1, resulta que X e igual ao numero de eventos ate o tempo A de 
um processo de Poisson com taxa 1; assim, X tern uma distribui^ao de Poisson 
com media A. ■ 
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10.4 TECNICAS DE REDU^AO DE VARIANCIA 

Suponha que as variaveis aleatorias X v X n possuam uma dada fungao distri¬ 
buigao conjunta e suponha que estejamos interessados em calcular 

0 -E[g(X l9 ...,Xn)] 

onde g e alguma fungao especffica. As vezes sucede ser extremamente difxcil 
computar 6 analiticamente, e quando este e o caso, podemos tentar estimar esse 
parametro por meio de uma simulagao. Isso e feito da seguinte maneira: gere 
X^\:. 9 Xn^ com a mesma distribuigao conjunta de X v ...,X n e faga 

Agora, seja X®\..,, X^ um segundo conjunto de variaveis aleatorias (indepen- 
dente do primeiro) tendo a distribuigao de X v ... 9 X n , e faga 

Y 2 = g(Zf\...,X< 2) ) 


Continue com isso ate que voce tenha gerado k (algum numero predetermina- 
do) conjuntos e calculado Y 2 Y k . Agora, Y k sao variaveis aleatorias 
independentes e identicamente distribuidas, cada uma com a mesma distribui¬ 
gao de g(X v ...,X n ). Logo, se Y representa a media dessas k variaveis aleatorias 
- isto e, se 




y 

k 


entao 

E[Y] = 0 

E[(Y - d) 2 ] = Var(Y) 

Portanto, podemos usar Y como uma estimativa de 6. Como o^valor esperado 
do quadrado da diferenga entre Y e 9 6 igual a variancia de Y, e interessante 
que essa grandeza tenha o menor valor possivel [no caso estudado, Var(Y) = 
Var(y i )/A:, o que usualmente nao se sabe de antemao mas pode ser determina- 
do a partir dos valores gerados Y lv .., YJ. Agora, apresentamos tres tecnicas 
gerais que permitem reduzir a variancia de nosso estimador. 


10.4.1 Uso de variaveis antiteticas 

Na situagao anterior, suponha que tenhamos gerado Y } e Y 2 , que sao variaveis 
aleatorias identicamente distribuidas com media 6. Agora, 


Var 


j - ^[Var(Yi) + Var(Y 2 ) + 2Cov(Y!,Y 2 )] 


Var(Yi) Cov(Yi,Y 2 ) 


2 


2 
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Com isso, seria vantajoso (no sentido de reduzir-se a variancia) que Y 1 e Y 2 
fossem negativamente correlacionadas em vez de serem independentes. Para 
ver como podemos fazer isso, suponhamos que as variaveis aleatorias X v ...,X n 
sejam independentes e, alem disso, que cada uma delas seja simulada por meio 
da tecnica da transformada inversa. Isto e, X i e simulada a partir de F~ l {U^ 
onde U i 6 um numero aleatorio eF ; ea distribuigao de X { . Logo, Y A pode ser 
expressa como 

Y 1 =g{F-\U l ),...,F-\U n )) 

Agora, como 1 - U tambem e uniforme em (0,1) sempre que U e um nume¬ 
ro aleatorio (e negativamente correlacionada com U ), resulta que Y 2 definida 
como 

Y 2 =g{F~\\ - U x ),...,F~\l - U n )) 

tera a mesma distribuigao de Y v Com isso, se Y x e Y 2 sao negativamente cor¬ 
relacionadas, a geragao de Y 2 por meio desse procedimento leva a uma menor 
variancia do que aquela que teriamos se essa variavel aleatoria fosse gerada a 
partir de um novo conjunto de numeros aleatorios (alem disso, ha redugoes no 
tempo computacional associado, porque em vez de gerar n numeros aleatorios 
adicionais, precisamos apenas subtrair de 1 cada um dos n numeros anteriores). 
Embora nao possamos, em geral, assegurar que Y 1 e Y 2 sejam negativamente 
correlacionadas, frequentemente este e o caso, e, de fato, pode-se demonstrar 
que isso ocorrera sempre que g for uma fungao monotonica. 

10.4.2 Redugao da variancia usando condigoes 

Vamos comegar relembrando a formula da variancia condicional (veja a Segao 

75.4): 

Var(y) = £[Var(Y|Z)] + Var(£[Y|Z]) 

Agora, suponha que estejamos interessados em estimar E[g{X 1 ^..,X f )] primei- 
ro simulando X = (X v ...,X n ) e depois calculando Y = g(X). Se, para alguma va¬ 
riavel aleatoria Z,pudermos calcular ^[YlZ], entao,como Var(Y|Z) > 0,resulta 
da formula da variancia condicional que 

Var(£[Y|Z]) ^ Var(Y) 

Assim, como E[E[y|Z]] — E[Y ], resulta que E[Y]Z] 6 um melhor estimador de 
E[Y] do que Y. 

Exemplo 4a Estimagao de tt 

Suponha que U x e U 2 sejam numeros aleatorios, e faga V i = 2U i - 1, i — 1,2. 
Como notado no Exemplo 2d, o par (V v V 2 ) estara uniformemente distri- 
buido no quadrado de area 4 centrado em (0,0). A probabilidade de que este 
ponto caia no interior do circulo inscrito de raio 1 centrado em (0, 0) (veja a 
Figura 10.2) e igual a 7 t/ 4 (a relagao entre as areas do circulo e do quadrado). 
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Portanto, simulando um grande numero n de pares com essas caracteristicas 
e fazendo 


h = 


1 

o 


se o /-esimo par cair no interior do circuio 
caso contrario 


resulta que I p j = 1,..., n , serao variaveis aleatorias independentes e identica- 
mente distribuidas com E[I] = 7t/ 4. Assim, pela lei forte dos grandes numeros, 


I\ + ■ * * ~\~ In ft 

- > — 

n 4 


quando n-+oo 


Portanto, simulando um grande numero de pares (V v V 2 ) e multiplicando por 
4 a proporgao destes que caem no interior do circuio, podemos estimar 7r com 
boa precisao. 

Esse estimador pode, no entanto, ser melhorado com o uso da esperanga 
condicional. Se / for a variavel indicadora do par (V v V 2 ), entao, em vez de usar 
o valor observado de /, e melhor condicionar em V 1 e utilizar 

EVWt] = P{V\ + v\ S i\Vi) 

= P[V\ ^ 1 - V\\ Vi} 


Agora, 

P{Vl < 1 - V\\Vi = v} = P{V\ < 1 - v 2 } 

= P{-V 1 - V 2 < V 2 < Vl - V 2 } 
= Vi — v 2 


entao 

£[/in] = - vf 

Assim, uma possivel melhoria em relagao ao uso do valor medio de / para 
estimar 7r/4 e usar o valor medio de yj 1 — Vy De fato, como 

E[fl - V?] = L - V 2 dv = J 1 Vi - M 2 dw = £[v/l - C/ 2 ] 

onde U e uniforme no intervalo (0,1), podemos gerar n numeros aleatorios U 
e usar o valor medio de yl — U 2 como nossa estimativa para 7r/4 (o Problema 
10.14 mostra que este estimador tern a mesma variancia que a media dos n va- 
lores, Vl - V 2 ). 

Esse estimador de tt pode ser melhorado ainda mais se notarmos que a 
fungao g(u) = Vl — u 2 , 0 < u < 1, e uma fungao monotonicamente decres- 
cente de u , e com isso o m etodo das variaveis antiteticas reduz a variancia do 
estimador de E[>/\ — U 2 \ Isto e, em vez de gerar n numeros aleatorios e usar 
o valor medio de y/l — U 2 como um estimador de rr/4, obteriamos um melhor 
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estimador gerando somente nil numeros aleatorios U e entao usando metade 
da media de y/l — U 2 + y/l — (1 — IP) 2 como o estimador de tt/4. 

A tabela a seguir fornece os valores de it obtidos a partir de simulates 
realizadas com os tres estimadores usando n = 10.000. 


Metodo 

Valor estimado de it 

Proporgao de pontos aleatorios no interior do circulo 

3,1662 

Valor medio de >/ 1 — U 2 

3,128448 

Valor medio de y/l — U 2 + — (1 — U) 2 

3,139578 


Uma simulagao adicional utilizando a ultima abordagem en^ 64.000 resultou 
em um valor estimado de 3,143288. ■ 


10.4.3 Variaveis de controle 

Novamente, suponha que queiramos usar uma simulagao para estimar F[g(X)], 
onde X = (X v ... f X n ). Mas suponha agora que, para alguma fungao/, o valor es- 
perado de/(X) seja conhecido - digamos que ele seja E\f(X)] — ju. Entao, para 
qualquer constante a , tambem podemos usar 

W = g(X) + a[f(X) - n\ 


como um estimador de £[g(X)]. Agora, 

Var(W) - Var[g(X)] + fl 2 Var[f(X)] + 2a Cov[g(X),/(X)] ( 4 .1) 

Um pouco de calculo elementar mostra que essa expressao e minimizada quando 

= —Cov[/(X),g(X)] 

Var [f(X)] (4.2) 


e, para esse valor de a, 

Var (W) = Var[g(X)] 


[Co v[/(X),g(X)] 2 
Var [f(X)} 


(4.3) 


Infelizmente, nao e usual que conhegamos nem Var[/(X)], nem Cov[/(X), g(X)], 
e portanto em geral nao podemos obter uma redu^ao na variancia usando o 
metodo anterior. Uma abordagem que e empregada na pratica consiste no uso 
de dados simulados para estimar tais grandezas. Geralmente essa abordagem 
permite a maior redugao teorica possivel no valor da variancia. 


RESUMO 

Seja F uma fungao distribuigao continua, e U uma variavel aleatoria uniforme 
no intervalo (0,1). Entao, a variavel aleatoria F~\U ) tern fungao distribuigao 
F, onde ^(u) e o valor de jc tal que F(x ) = u. Aplicando esse resultado, pode¬ 
mos usar os valores de variaveis aleatorias uniformes, chamados de numeros 
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aleatorios , para gerar os valores de outras variaveis aleatorias. Essa tecnica e 
chamada de metodo da transformagao inversa. 

Outra tecnica utilizada para gerar variaveis aleatorias baseia-se no metodo 
da rejeigao. Suponha que tenhamos um procedimento eficiente para gerar uma 
variavel aleatoria a partir da fungao densidade g e que queiramos gerar uma 
variavel aleatoria com fungao densidade/. O metodo da rejeigao faz isso pri- 
meiramente determinando uma constante c tal que 


max 


fix) 

g(x) 


^ c 


e depois segue os seguintes passos: 

1. Gera Y com densidade g. 

2. Gera um numero aleatorio U. 

3. Se 1/ < f(Y)/cg(Y), fazX = Ye para. 

4. Retorna para o passo 1. 

O numero de passagens pelo passo 1 e uma variavel aleatoria geometrica com 
media c. 

Variaveis aleatdrias normals padrao podem ser simuladas eficientemente 
pelo metodo da rejeigao (com g exponencial com media 1), ou pela tecnica 
conhecida como o algoritmo polar. 

Para estimar uma grandeza 6, muitas vezes e necessario gerar os valores de 
uma sequencia parcial de variaveis aleatorias cujo valor esperado e 0. A eficien- 
cia dessa abordagem e aumentada quando tais variaveis aleatorias possuem 
uma variancia pequena. Tres tecnicas que, com frequencia, podem ser utilizadas 
para especificar variaveis aleatorias com media 0 e variancias relativamente 
pequenas sao 

1. o uso de variaveis antiteticas, 

2. o uso de esperangas condicionais, e 

3. o uso de variaveis de controle. 


PROBLEMAS 


10.1 O seguinte algoritmo gera uma permuta- 
gao aleatoria dos elementos 1,2,..., n. Ele 
e um pouco mais rapido do que aquele 
apresentado no Exemplo la, mas e tal 
que nenhuma posigao e fixada ate o ter- 
mino da execgao. Neste algoritmo, P(i) 
pode ser interpretado como o elemento 
na posigao i . 

Passo 1. Faga k = 1. 

Passo 2. Faga P(l) = 1. 

Passo 3. Se k — n , pare. Caso contrario, 
faga k = k + 1. 


Passo 4. Gere um numero aleatorio U 
e faga 

P(k) = P([kU] + 1) 
P([kU] + 1 )=k 

Volte para o passo 3. 

(a) Explique com palavras o que faz esse 
algoritmo. 

(b) Mostre que na iteragao k - isto e, 
quando o valor de P(k) e inicialmente 
ajustado - P( 1), P(2),..., P(k) e uma 
permutagao aleatoria de 1,2 
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Dica : Use indugao e mostre que 

Pfdh , h, • • •, V-i »K ij > • • •, 4-2,0 
= ^4-1 (4,4, • • •»v-i, U ij, • • > 4-2) ^ 
= ^ pela hipotese de indugao 


10.2 Desenvolva uma tecnica para simular 
uma variavel aleatoria com fungao densi- 
dade 

. [e 2 * —oo < x < 0 

/W= e" 2 * 0 < X < oo 


10.3 Proponha uma tecnica para simular uma 
variavel aleatoria com fungao densidade 
de probabilidade 


/(*) = 



2 < x < 3 


3 < x < 6 
caso contrario 


10.4 Apresente um metodo para simular uma 
variavel aleatoria com fungao distribuigao 


F(x) = 



x < -3 
—3 < x < 0 


0 < x < 4 
x > 4 


10.5 Use o metodo da transformagao inversa 
para gerar uma variavel aleatoria a partir 
da distribuigao de Weibull 

F(t) = 1 - e~ att> t > 0 

10.6 Fornega um metodo para simular uma va¬ 
riavel aleatoria com fungao taxa de falhas 

(a) A(0 = c; 

(b) A (r) = ct\ 

(c) A(r) = ct 2 ; 

(d) A(r) = cf. 

10.7 Seja F a fungao distribuigao 

F{x) =x tl 0 < x < 1 

(a) Fornega um metodo para simular uma 
variavel aleatoria com distribuigao F 
que use somente um numero aleatorio. 


(b) Seja U v ..., U n um conjunto de nume- 
ros aleatorios. Mostre que 

P{max(C/i,< x) = x tt 

(c) Use a letra (b) para propor um segun- 
do metodo para simular uma variavel 
aleatoria com distribuigao F. 

10.8 Suponha que seja relativamente facil si¬ 
mular F t para cada i = Como pode- 
mos simular a partir de 

(a) F{x) = ft *iM? 

i=l 

(b) Fix) = i - nt 1 - *k*)] 

i=l 

10.9 Suponha que tenhamos um metodo para 
simular variaveis aleatorias a partir das 
distribuigoes F l e F v Explique como po- 
demos simular a partir da distribuigao 

Fix) — pF\ (x) + (1 - p)F 2 (x) 0 < p < 1 

Fornega um metodo para simular a partir 
de 

4(1 — e~ 3x ) + \x 0 < x < 1 
Fix) = , , i 

^(1 - e 3x ) + \ x > 1 

10.10 No Exemplo 2c, simulamos o valor ab¬ 
solute de uma variavel aleatoria normal 
unitaria usando o metodo da rejeigao 
baseado em variaveis aleatorias exponen- 
ciais com taxa 1. Isso suscita a pergunta: 
seria possivel ou nao obter um algoritmo 
mais eficiente usando uma densidade ex¬ 
ponential diferente - isto e, poderiamos 
usar a densidade g(x) = Xe Xx l Mostre 
que o numero medio de iteragoes neces- 
sarias no esquema de rejeigao e minimi- 
zado quando A = 1. 

10.11 Use o metodo da rejeigao com g(x) = 1, 
0 < x < 1, para formular um algoritmo 
que simule uma variavel aleatoria com 
fungao densidade 

n, v _ |60 x 3 (1 — x) 2 0 < x < 1 

/ W — j q cas0 con t r ario 

10.12 Explique como voce poderia usar nume- 
ros aleatorios para aproximar k(x) dx , 
onde k(x) e uma fungao arbitraria. 

Dica : Se U e uniforme no intervalo (0,1), 
o que e E[k(U)]l 
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10.13 Seja o par (X, Y) uniformemente distri- 
buido no cfrculo de raio 1 centrado na 
origem. Sua densidade conjunta e por- 
tanto 

f(x 9 y) = — 0 < x 2 + y 2 < 1 

n 

Suponha que R = (X 2 + Y 2 ) m e 6 = 
tg ~\Y/X) representem as coordenadas 
polares de (X, Y ). Mostre que Red sao 
independentes, com R 2 uniforme em (0, 
1 ) e 0 uniforme em ( 0 , 2tt). 

10.14 No Exemplo 4a, mostramos que 

£[( 1 - V 2 ) 1 / 2 ] = £[(1 - U 2 ) 1/2 ] = j 


quando V e uniforme em (-1, 1) e U e 
uniforme em (0,1). Mostre agora que 

Var[(l - V 2 ) 1/2 ] = Var[(l - t/ 2 ) 1/2 ] 

e determine seu valor comum. 

10.15(a) Verifique que o mfnimo de (4.1) ocor- 
re quando a e dado por (4.2). 

(b) Verifique que o minimo de (4.1) e 
dado por (4.3). 

10.16 Seja X uma variavel aleatoria em (0,1) cuja 
densidade e/(x). Mostre que podemos esti- 
mar g(x) dx simulando X e entao toman- 
do g(X)lf(X) como nossa estimativa. Esse 
metodo, chamado de amostragem por im- 
portdncia, tenta escolher uma fungao/que 
tenha forma similar aquela de g de forma 
que g(X)/f(X) tenha variancia pequena. 


PROBLEMAS DE AUTOTESTE E EXERCICIOS 


10.1 A variavel aleatoria X tern fungao densi¬ 
dade de probabilidade 

f(x) = Ce* 0 < x < 1 

(a) Determine o valor da constante C. 

(b) Fornega um metodo para simular tal 
variavel aleatoria. 

10.2 Fornega uma abordagem para simular 
uma variavel aleatoria com fungao densi¬ 
dade de probabilidade 

f(x) = 30(x 2 — 2x 3 + x 4 ) 0 < x < 1 

10.3 Fornega um algoritmo eficiente para si¬ 
mular o valor de uma variavel aleatoria 
com fungao de probabilidade 

p 1 = 0,15 p 2 = 0,2 p 3 — 0,35 p 4 = 0,30 


10.4 Se X e uma variavel aleatoria normal 
com media p, e variancia cr 2 , defina uma 
variavel aleatoria Y que possua a mesma 
distribuigao que X e que lhe seja negati- 
vamente correlacionada. 

10.5 Sejam X q Y variaveis aleatorias expo- 
nenciais independentes com media 1. 

(a) Explique como poderiamos usar uma 
simulagao para estimar E[e XY ]. 

(b) Mostre como poderiamos aprimorar 
a abordagem da letra (a) usando uma 
variavel de controle. 
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Respostas para Problemas 
Selecionados 


CAPITULO 1 

I. 67.600.000; 19.656.000 2. 1296 4. 24; 4 5. 144; 18 6. 2401 7. 720; 72; 
144; 72 8. 120; 1260; 34.650 9. 27.720 10. 40.320; 10.080; 1152; 2880; 384 

II. 720; 72; 144 12. 24.300.000; 17.100.720 13. 190 14. 2.598.960 
16. 42; 94 17. 604.800 18. 600 19. 896; 1000; 910 20. 36; 26 21. 35 
22. 18 23. 48 25. 52!/(13!) 4 27. 27.720 28. 65.536; 2520 29. 12.600; 945 
30.564.480 31. 165; 35 32. 1287; 14.112 33. 220; 572 


CAPITULO 2 

9. 74 10. 0,4; 0,1 11. 70; 2 12. 0,5; 0,32; 149/198 13. 20.000; 

12.000; 11.000; 68.000; 10.000 14. 1,057 15. 0,0020; 0,4226; 0,0475; 

0,0211; 0,00024 17. 9,10947 X 10 6 18. 0,048 19. 5/18 20. 0,9052 

22. (n + l)/2" 23.5/12 25.0,4 26.0,492929 27. 0,0888; 0,2477; 0,1243; 
0,2099 30. 1/18; 1/6; 1/2 31. 2/9; 1/9 33. 70/323 36. 0,0045; 0,0588 
37. 0,0833; 0,5 38. 4 39. 0,48 40. 1/64; 21/64; 36/64; 6/64 41. 0,5177 

44. 0,3; 0,2; 0,1 46. 5 48. 1,0604 X lO' 5 49. 0,4329 50. 2,6084 X 10~ 6 

52.0,09145; 0,4268 53.12/35 54.0,0511 55. 0,2198; 0,0343 


CAPITULO 3 

1.1/3 

2. 1/6; 1/5; 1/4; 1/3; 1/2; 1 3. 0,339 5. 6/91 6. 1/2 7. 2/3 8. 1/2 
9. 7/11 10. 0,22 11. 1/17; 1/33 12. 0,504; 0,3629 14. 35/768; 210/768 
15. 0,4848 16. 0,9835 17. 0,0792; 0,264 18. 0,331; 0,383; 0,286; 48,62 
19. 44,29; 41,18 20. 0,4; 1/26 21. 0,496; 3/14; 9/62 22. 5/9; 1/6; 5/54 
23. 4/9; 1/2 24. 1/3; 1/2 26. 20/21; 40/41 28. 3/128; 29/1536 

29. 0,0893 30. 7/12; 3/5 33. 0,76, 49/76 34. 27/31 35. 0,62, 10/19 
36. 1/2 37. 1/3; 1/5; 1 38. 12/37 39. 46/185 40. 3/13; 5/13; 5/52; 15/52 
41. 43/459 42. 34,48 43. 4/9 45. 1/11 48. 2/3 50. 17,5; 38/165; 17/33 
51. 0,65; 56/65; 8/65; 1/65; 14/35; 12/35; 9/35 52. 0,11; 16/89; 12/27; 3/5; 9/25 
55. 9 57. (c) 2/3 60. 2/3; 1/3; 3/4 61. 1/6; 3/20 65. 9/13; 1/2 69. 
9; 9; 18; 110; 4; 4; 8; 120 ate 128 70. 1/9; 1/18 71. 38/64; 13/64; 13/64 
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73. 1/16; 1/32; 5/16; 1/4; 31/32 74. 9/19 75. 3/4,7/12 78. p7(l -2 p + 2p 1 ) 
79. 0,5550 81. 0,9530 73. 0,5; 0,6; 0,8 74. 9/19; 6/19; 4/19; 7/15; 53/165; 
7/33 89. 97/142; 15/26; 33/102 


CAPITULO 4 

l.p(4) = 6/91 ;p(2) = 8/91;p(l) = 32/91;p(0) = l/91;p(-l) = 16/91;p(-2) 
= 28/91 4. 1/2; 5/18; 5/36; 5/84; 5/252; 1/252; 0; 0; 0; 0 5. n - 2 i; i = 0,..., n 
6.p(3) = p(- 3) = 1/8;p(l) = p(-l) = 3/8 12. p(4) = 1/16;p(3) = 1/8; 
p(2) = 1/16; p(0) = 1/2; p(-i) = p(i);p( 0) = 1 13.p(0) = 0,28;p(500) = 
0,27;p(1000) = 0,315;p(1500) = 0,09;p(2000) = 0,045 14.p(0) = l/2;p(l) 
= 1/6; p( 2) = 1/12; p( 3) = 1/20; p(4) = 1/5 17. 1/4; 1/6; 1/12; 1/2 19. 1/2; 
1/10; 1/5; 1/10; 1/10 20. 0,5918; nao; -0,108 21. 39,28; 37 24. p = 11/18; 
maximo = 23/72 25. 0,46,1,3 26. 11/2; 17/5 27. A(p + 1/10) 28. 3/5 
31. p* 32. 11 - 10(0,9) 10 33. 3 35. -0,067; 1,089 37. 82,2; 84,5 
39. 3/8 40. 11/243 42. p > 1/2 45. 3 50. 1/10; 1/10 51. e-°- 2 ;l - l,2<r 02 

53. 1 - e' 06 ;l - e~ 21918 56. 253 57. 0,5768; 0,6070 59. 0,3935; 0,3033; 

0,0902 60. 0,8886 61. 0,4082 63. 0,0821; 0,2424 65. 0,3935; 0,2293; 

0,3935 66. 2/(2 n + 1); 2l(2n - 2); e~' 67. 2 In; (2 n - 3 )/(n - l) 2 ; <r 2 

68. (1 - <r 5 ) 80 70. p + (1 - p)e-“ 71. 0,1500; 0,1012 73. 5,8125 
74. 32/243; 4864/6561; 160/729; 160/729 78. 18(17)"-7(35)" 81. 3/10; 5/6; 
75/138 82.0,3439 83.1,5 


CAPITULO 5 

2. 3,5e~ M 3. nao; nao 4. 1/2 5. 1 - (0,01) 1,s 6. 4, 0, « 7. 3/5; 6/5 
8. 2 10. 2/3; 2/3 11. 2/5 13. 2/3; 1/3 15. 0,7977; 0,6827; 0,3695; 
0,9522; 0,1587 16. (0,9938) 10 18. 22,66 19. (c) 1/2, (d) 1/4 20. 0,9994; 
0,75; 0,977 22. 9,5; 0,0019 23. 0,9258; 0,1762 26. 0,0606; 0,0525 
28.0,8363 29.0,9993 32.e-';e' m 34. e’ 1 ; 1/3 38.3/5 40.1 !y 


CAPITULO 6 

2. (a) 14/39; 10/39; 10/39; 5/39 (b) 84; 70; 70; 70; 40; 40; 40; 15 tudo dividi- 
do por 429 3. 15/26; 5/26; 5/26; 1/26 4. 25/169; 40/169; 40/169; 64/169 
7. p(i,j) = p 2 (l - 8. c = 1/8; E[X\ = 0 9. (12x 2 + 6x)/7; 15/56; 0,8625; 

5/7; 8/7 10. 1/2; 1 - 11. 0,1458 12. 39,3e“ 5 13. 1/6; 1/2 15. tt/4 

16. n(l/2)"“ ! 17.1/3 18.7/9 19.1/2 21. 2/5; 2/5 22. nao; 1/3 23.1/2; 
2/3; 1/20; 1/18 25. e '/t! 28. l-3e‘ 2 29.0,0326 30. 0,3772; 0,2061 

31. 0,0829; 0,3766 32. e~ 2 ;l - 3<r 2 35. 5/13; 8/13 36. 1/6; 5/6; 1/4; 3/4 
41. (y + l) 2 xe~ My *' ) ; xe' x> ; e'‘ 42. 1/2 + 3y/(4x) - //(4x 3 ) 46. (1 - 2 d/L)' 
47. 0,79297 48. 1 - <r 5A “; (1 - e" 40 ) 5 52. r/n 53. r 56. (a) u/(v + l) 2 
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CAPITULO 7 

1. 52,5/12 2. 324; 199,6 3. 1/2; 1/4; 0 4. 1/6; 1/4; 1/2 5. 3/2 6. 35 
7. 0,9; 4,9; 4,2 8. (1 - (1 - p) N )Ip 10. 0,6; 0 11. 2(n - l)p(l - p) 
12. (3 n - n)l(4n - 2), 3n 2 /(4n - 2) 14. m/( 1 - p) 15. 1/2 18. 4 
21. 0,9301; 87,5755 22. 14,7 23. 147/110 26. nl(n + 1);1 l(n + 1) 
29. 12; 4; ^ 31. 175/6 33. 14 34. 20/19; 360/361 35. 21,2; 18,929; 

49,214 36. -n/36 37. 0 38. 1/8 41. 6; 112/33 42. 100/19; 16.200/6137; 
10/19; 3240/6137 45. 1/2; 0 47. 1 /(n - 1) 48. 6; 7; 5,8192 49. 6,06 
50.2/ 51. f/4 53.12 54.8 56. Ml - e~ ,m ) 57.12,5 63.-96/145 
65. 5,16 66. 218 67. x[l + (2 p - l) 2 ]" 69. 1/2; 1/16; 2/81 70. 1/2,1/3 
72. 1//; [/(/ + I)] ';« 73. 1 + a 2 ; sim; a 2 79. 0,176; 0,141 


CAPITULO 8 

1. >19/20 2. 15/17; >3/4; >10 3. >3 4. <4/3; 0,8428 5. 0,1416 
6.0,9431 7.0,3085 8.0,6932 9. (327) 2 10.117 11. >,057 13.0,0162; 
0,0003; 0,2514; 0,2514 14. n > 23 16. 0,013; 0,018; 0,691 18. <0,2 

23. 0,769; 0,357; 0,4267; 0,1093; 0,112184 


CAPITULO 9 

1. 1/9; 5/9 3. 0,9735; 0,9098; 0,7358; 0,5578 10. (b) 1/6 14. 2,585; 0,5417; 
3,1267 15.5,5098 



Solucoes para os Problemas 
de Autoteste e Exercfcios 


CAPITULO 1 

1.1 (a) Ha 4! sequencias diferentes das letras C,D,E,F. Para cada uma dessas sequen¬ 

ces, podemos obter uma sequencia com A e B uma ao lado da outra inserindo 
A e B na ordens A, B ou B, A em qualquer uma das cinco posigdes, isto e, antes 
da primeira letra da permutagao C, D, E, F, ou entre a primeira e a segunda 
letra, e assim por diante. Com isso, ha 2 • 5 * 4! = 240 arranjos diferentes. Outra 
maneira de resolver este problema e imaginar que B esta colado nas costas 
de A. Existem entao 5! sequencias em que A esta imediatamente antes de B. 
Como tambem ha 5! sequencias nas quais B esta imediatamente antes de A, 
obtemos novamente um total de 2 • 5! = 240 arranjos diferentes. 

(b) Ha 6! — 720 arranjos possiveis, e, como existem tantos arranjos com A na fren- 
te de B como o contrario, existem 360 arranjos. 

(c) Dos 720 arranjos possiveis, ha tantos arranjos com A antes de B antes de C 
quanto qualquer uma das 3! possiveis sequencias de A, B, e C. Com isso, ha 
720/6 = 120 sequencias possiveis. 

(d) Dos 360 arranjos com A antes de B, metade tera C antes de D, e metade tera D 
antes de C. Portanto, ha 180 arranjos com A antes de B e C antes de D. 

(e) Colando B nas costas de A, e D nas costas de C, obtemos 4! = 24 sequencias 
diferentes em que B esta logo apos A, e D logo apos C. Como a ordem de A e 
B e de C e D pode ser invertida, ha 4 • 24 = 96 arranjos diferentes. 

(f) Ha 5! sequencias em que E e a ultima letra. Portanto, ha 6! - 5! = 600 sequen¬ 
cias nas quais E nao e a ultima letra. 

1.2 3!4!3!3!, ja que existem 3! possiveis ordens de paises e depois ainda e necessario 

ordenar os compatriotas. 

1.3 (a) 10 • 9 • 8 = 720 

(b) 8-7*6 + 2- 3*8*7 = 672. O resultado da letra (b) e obtido porque ha 8 * 7 
• 6 escolhas que nao incluem A ou B, e 3 * 8 * 7 escolhas nas quais um de A ou 
B sirva, mas nao o outro. Isto resulta porque o membro de um par pode ser 
designado para qualquer um dos 3 escritorios, sendo a proxima posigao preen- 
chida por qualquer uma das 8 pessoas restantes e a posigao final preenchida 
por qualquer uma 7 pessoas restantes. 

(c) 8-7-6 + 3- 2*8 = 384. 

(d) 3 • 9 ■ 8 = 216. 

(e) 9 • 8 • 7 + 9 • 8 = 576. 




542 SoJugoes para os Problemas de Autoteste e Exercicios 



(26) 3 (10) 4 placas diferentes. Portanto, existem 
rentes. 


das letras. 
no total 35 


Para cada uma delas, ha 
• (26) 3 • ( 10) 4 placas dife- 


1.7 Qualquer escolha de r dos n itens e equivalente a uma escolha de n - r, isto e, de 
itens nao selecionados. 

1.8 (a) 10 • 9 * 9 • • • 9 = 10 ■ 9 n ~ l 


(b) 


os zeros serao 


c l ue escolhas para as i posi^oes nas quais 

colocados e cada uma das demais n - i posigoes pode conter quaisquer algaris- 
mos 1,..., 9. 


1.9 (a) 


(?) 

© 


(b)3| 

(i) (i) (2) (1) =3 ” I(n ■ 

(d) n 

(e) l 




+ 3 n (n -1) 4 n 


1.10 Ha 9 • 8 • 7 ■ 6 • 5 numeros nos quais nao se repete nenhum algarismo. Como ha 

( ^ V 8 * 7 • 6 numeros nos quais apenas um algarismo especifico aparece duas ve- 
V 2 / (5\ 

zes, entao ha 91 ^ I ■ 8 * 7 • 6 numeros nos quais apenas um unico algarismo aparece 


duas vezes. Como ha 7 * 2 ! 2 ! numeros nos quais dois algarismos especificos apare- 
cem duas vezes, entao ha ^ 2 ^ * 2 &[ n bnieros nos quais dois algarismos aparecem 


duas vezes. Logo, a resposta e 

9 • 8 ■ 7 ■ 6 • 5 + 9 


8-7*6 + 


7 . 

7 2!2! 


1.11 (a) Podemos encarar este problema como um experimento em sete etapas. Pri- 
meiro escolha 6 casais que possuam um representante no grupo, e depois se- 
lecione um dos membros de cada um desses casais. Pelo principio basico da 
contagem generalizado, ha ( 1 6 °) 2 6 escolhas diferentes. 

(b) Primeiro selecione os 6 casais que possuem um representante no grupo e en¬ 
tao selecione 3 desses casais que vao contribuir com um homem. Portanto, ha 
(g 0 ) ( 3 ) — 4 I 3 T 5 T escolhas diferentes. Outra maneira de resolver este problema e 
selecionar primeiro 3 homens e depois 3 mulheres que nao estejam relaciona- 
das a eles.Isso mostra que ha( 3 °)( 3 ) = 3 ]^escolhas diferentes. 
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+ ) = 3430. O primeiro termo fornece o numero de comites 

que possuem 3 mulheres e 3 homens; o segundo fornece o numero de comites que 
possuem 4 mulheres e 2 homens. 

1.13 (numero de solu^oes de x y +... + x s = 4)(numero de solugoes de x 1 + ... + x 5 = 5) 


(numero de solugoes de x l +... 4- x 5 = 6 ) = 


1.14 Como ha 


‘(i-i) 


4 


vetores positivos cuja soma e j, deve haver 


tores como esse. Mas 


sequentemente. 


O'- 1 )' ' 

(n - lJ eonu 

1 ,™.*} 


£ (!-'.) 


ve- 


numero de subconjuntos de tamanho n do 


conjunto de numeros k) no qual j to maior elemento no subconjunto. Con- 


e justamente o numero total de subconjuntos de ta¬ 


manho n de um conjunto de tamanho k , o que mostra que a resposta anterior e 

iguala («) 

1.15 Vamos primeiro determinar o numero de resultados diferentes nos quais k pes- 
soas sao aprovadas. Como ha diferentes grupos de tamanho /c, e k\ possiveis 


sequencias de notas, tem-se que ha 


(*> 


resultados possiveis nos quais k pessoas 


sao aprovadas. Consequentemente, ha , j/c! resultados possiveis. 

fc=o W 

1.16 O numero de subconjuntos de tamanho 4 e ( 2 ^) = 4845. Como o numero de sub¬ 
conjuntos que nao contem nenhum dos primeiros cinco elementos e = 1365, 
o numero daqueles que contem pelo menos um e 3480. Outra maneira de resolver 
este problema e observar que ha (?) ) subconjuntos que contem exatamente i 

dos primeiros cinco elementos e calcular a soma para i = 1 , 2 ,3,4. 


1.17 Multiplicando ambos os lados por 2, devemos mostrar que 

n(n - 1 ) = k(k -1) + 2 k(n -k) + (n- k)(n - k - 1 ) 

Obtem-se a expressao acima porque o lado direito e igual a 
k 2 ( 1 — 2 + 1) + k(- 1 + 2 n - n - n + 1) + n(n - 1 ) 

Para um argumento combinatorio, considere um grupo de n itens e um subgrupo 
contendo k dos n itens. Entao (£) e o numero de subconjuntos de tamanho 2 que 
contem 2 itens do subgrupo de tamanho k , k(n - k) e o numero de subconjuntos 
que contem 1 item do subgrupo, e ("“*) e o numero de subconjuntos que contem 
0 itens do subgrupo. A soma desses termos fornece o numero total de subgrupos 
de tamanho 2 , isto e, Q). 

1.18 Ha 3 escolhas que podem ser feitas de famflias formadas por um unico pai e 1 
filho; 3 • 1 • 2 = 6 escolhas que podem ser feitas de famflias formadas por um unico 
pai e 2 filhos; 5-2*1 = 10 escolhas que podem ser feitas de famflias formadas por 
2 pais e um unico filho; 7 • 2 * 2 — 28 escolhas que podem ser feitas de famflias for¬ 
madas por 2 pais e 2 filhos; 6 • 2 • 3 = 36 escolhas que podem ser feitas de famflias 
formadas por 2 pais e 3 filhos. Ha, portanto, 80 escolhas possiveis. 
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1.19 Escolha primeiro as 3 posigdes dos numeros e depois distribua as letras e os nu- 
meros. Assim, ha (^) * 26 • 25 ■ 24 * 23 • 22 -10 * 9 • 8 placas diferentes. Se os nume¬ 
ros devem ser consecutivos, entao ha 6 posigoes possfveis para os numeros. Nesse 
caso, ha 6 ■ 26 • 25 • 24 • 23 • 22 -10 • 9 • 8 placas diferentes. 


CAPITULO 2 

2.1 (a) 2 • 3 • 4 = 24 

(b) 2 • 6 = 6 

(c) 3*4 — 12 

(d) AB = {(galinha, massa, sorvete), (galinha, arroz, sorvete), (galinha, batatas, 
sorvete)} 

( e ) 8 

(f) ABC = {(galinha, arroz, sorvete)} 

2.2 Seja A o evento em que um terno e comprado, B o evento em que uma camisa e 
comprada, e C o evento em que uma gravata e comprada. Entao 

P(AUBUC) = 0,22 + 0,30 + 0,28 - 0,11 - 0,14 - 0,10 + 0,06 = 0,51 

(a) 1 - 0,51 = 0,49 

(b) A probabilidade de que dois ou mais itens sejam comprados e 

P(AB U AC U BC) = 0,11 + 0,14 + 0,10 - 0,06 - 0,06 - 0,06 + 0,06 = 0,23 

Com isso, a probabilidade de que exatamente 1 item seja comprado e 0,51 - 0,23 
= 0,28. 

2.3 Por simetria, a decima quarta carta tern a mesma probabilidade de ser qualquer 
uma das 52 cartas; logo, a probabilidade e igual a 4/52. Um argumento mais formal 
e contar o numero dos 52! resultados para os quais a decima quarta carta e um as. 
Isso resulta em 

4 ■ 51 • 50 ■ • • 2 • 1 _ 4 
P ~ (52)1 “ 52 


Fazendo com que A seja o evento em que o primeiro as ocorre na decima quarta 
carta, temos 


P(A) = 


48 . 47••■36 • 4 
52 " 51 •'•40 • 39 


= 0,0312 


2.4 Seja D o evento em que a temperatura minima e de 21°C. Entao 
P(A U B) = P(A) + P{B) - P{AB) = 0,7 - P(AB) 

P(C U D) = P(C) + P(D) - P(CD) - 0,2 + P(D) - P(DC) 


Como AUB = CUDe AB = CD, subtraindo uma equagao da outra obtemos 


ou P(D) = 0,5. 


0 = 0,5 - P(D) 


^ r / x 52 • 48 ■ 44 • 40 
2.5 (a)- 

52 • 51 • 50 ■ 49 

52 * 39 • 26 • 13 

(b)- 

52 • 51 • 50 • 49 


= 0,6761 


= 0,1055 
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2.6 Seja R o evento em que ambas as bolas sao vermelhas, e B o evento em que ambas 
sao pretas. Entao 

P(«Ui»-P( fi ) + P(B) = | 7 ^ + i4=0,5 

” <a> M- wx,0F * 

8 


(b) 


(c) 


?)j? 

40 
8 

8\/32 

6 ) [2 

40 
8 


= 3,3 X 10" 1 


+ 1,3 X 10 -8 + 3,3 X 10 -6 = 1,8 X 10“ 


3 • 4 • 4 • 3 

2.8 (a)--= 0,1439 

4 


(b) 


14 

4 


= 0,0360 



n 

2.9 Seja 5 = (J Ai, e considere o experimento de escolher aleatoriamente um ele- 

i =1 

mento de S. Entao P(A) = N(A)IN(S), e o resultado e obtido a partir das Proposi- 
£des 4.3 e 4.4. 


2.10 Como ha 5! = 120 resultados nos quais a posi^ao do cavalo numero 1 e especifica- 
da, tem-se N(A) = 360. Similarmente, N(B) = 120, e N(AB) = 2 • 4! = 48. Portan- 
to, do Problema de Autoteste 2.9, obtemos N(A U B) = 432. 

2.11 Uma maneira de resolver este problema e come^ar com a probabilidade comple- 
mentar de que pelo menos um naipe nao aparega. Seja A,-, i = 1 ,2,3, 4 , o evento 
em que nenhuma carta do z-esimo naipe aparece. Entao 

P ~ ^ P(Aj) — ^ Y, P(AjAj) + ••• — P(AiA2A3A4) 

V=1 / i j i:i<j 
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= 4 


39 

5 

52 

5 




A probabilidade desejada e igual a 1 menos a expressao anterior. Outra maneira 
de resolver o problema e fazer com que A seja o evento em que todos os 4 naipes 
sao representados, e entao usar 

P(A) - P(n, n, n ,«, o) + rc, rc, az) + P(n, «, o, n y n) + P(n, o, n, n, n) 

onde P(n , n, n, o, n) e, por exemplo, a probabilidade de que a primeira, a segunda 
e a terceira cartas sejam de um novo naipe, a quarta carta seja de um naipe velho 
(isto e, de um naipe que ja tenha aparecido), e a quinta carta seja de um novo 
naipe. Isso resulta em 

52 ■ 39 ■ 26 * 13 • 48 + 52 • 39 • 26 • 36 • 13 

( } “ 52 ■ 51 * 50 • 49 • 48 

52 ■ 39 * 24 * 26 • 13 + 52 ■ 12 • 39 • 26 • 13 

+ 52 • 51 • 50 • 49 • 48 

52 • 39 • 26 • 13(48 + 36 + 24 + 12) 

52 ■ 51 • 50 • 49 • 48 

= 0,2637 


2.12 Ha (10)!/2 5 diferentes divisoes de 10 jogadores em um par, um segundo par, e as- 


maneiras de se escolher o atacante e o defensor que ficarao juntos, e 2 maneiras 
de ordenar os respectivos pares. Como existe 1 maneira de formar um par com os 
dois defensores restantes e 4!(2!2 2 ) = 3 maneiras de se formar dois pares com os 
atacantes restantes, a probabilidade desejada e 



sim por diante. Ha, portanto, (10)!(5!2 5 ) divisoes em 5 pares. Existem ^ 


P{ 2 pares mistos} 


(10)!/(5!2 5 ) 


= 0,5714 


2.13 Suponha que R represente o evento em que a letra R e repetida; similarmente, 
defina os eventos E e V. Entao 

P{mesma letra) = P(R) + P(E) + P(V0 = ~ ^ 
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2.14 Sejam S 1 = A v B- t = A- 



, i > 1. Entao, 


( oo \ / oo \ 

IMd =p (U 5 'j 

oo 

= £w 

i=l 

oo 

1=1 


Onde a ultima igualdade usa o fato de que os #/s sao mutuamente exclusivos. A 
desigualdade e entao obtida porque C 


2.15 



= 1 


= 1 



- 'H 


oo 

> 1 - £P(Af) 

i= 1 

= 1 


2.16 O numero de parti^oes nas quais {1} e um subconjunto e igual ao numero de 
partigoes dos n - 1 elementos restantes em k - 1 subconjuntos nao vazios, isto 
e, - 1). Como existem T k (n - 1) partigoes de (2,..., n - 1) elementos em k 
subconjuntos nao vazios, e k possibilidades de alocagao para o elemento l,tem-se 
que existem kT k (n - 1) partigoes para as quais {1} nao e um subconjunto. Com 
isso, obtem-se o resultado desejado. 

2.17 Suponha que R, W e B representem os eventos em que, respectivamente, nenhuma 
bola vermelha, branca ou azul e escolhida. Entao 

P(R U W U B) = P(R ) + P(W) + P(B) - P(RW) - P(RB) 

- P(WB) + P(RWB) 

111 _ ill 
0 8 )" (.“) 


» 0,2933 
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Logo, a probabilidade de que todas as cores aparegam no subconjunto escolhido e 
de aproximadamente 1 - 0,2933 = 0,7067. 


2.18 (a) 

(b) 

(c) 


8 - 7 - 6 - 5-4 _ 2 

1716151413 ~ 221 

Como ha 9 bolas nao azuis, a probabilidade e 

Como ha 3! sequencias possiveis de cores diferentes, e todas as possibili- 
dades para as 3 ultimas bolas sao igualmente provaveis, a probabilidade e 
3 ! 4 8 5 ± 

171615 “ 17 ' 


(d) A probabilidade de que as bolas vermelhas estejam em 4 posigoes especificas e 
igual a 1746 - 1544 ' Como ba 14 possiveis alocagoes de bolas vermelhas nas quais 
elas estao juntas, a probabilidade e = ^q- 


2.19 (a) A probabilidade de que as 10 cartas sejam formadas por 4 espadas, 3 copas, 

/13\/13W13W13\ 

2 ouros e 1 paus e ^ 4 ^ ' 1 ' ^ omo ba 4! escolhas possiveis dos naipes 

(io) 

para que eles tenham 4,3,2, e 1 cartas, respectivamente, resulta que a probabi- 

(i°) 

(b) Como ha = 6 escolhas para os dois naipes que vao contribuir com 3 cartas. 


e 2 escolhas para o naipe que vai contribuir com 4 cartas, a probabilidade e 

u (?x?)(’’) 

( 5 ) ' 


2.20 Todas as bolas vermelhas sao retiradas antes de todas as bolas azuis se e somente 
se a ultima bola retirada for azul. Como todas as 30 bolas tern a mesma probabili¬ 
dade de serem a ultima bola retirada, a probabilidade e igual a 10/30. 


CAPITULO 3 



3.2 Suponha que L, represente o even to em que o tempo de vida util seja maior que 
10.000 x i km. 

(a) P(L 2 \LJ = P{L x L 2 )IP{L,) = P(L 2 )/P(L,) = 1/2 

(b) F(L 3 |L,) = F(L,L 3 )/F(L,) = F(L 3 )/F(L,) = 1/8 

3.3 Coloque 1 bola branca e 0 bolas pretas em uma urna, e as 9 bolas brancas e as 10 
bolas pretas restantes na segunda urna. 
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3.4 Seja To evento em que a bola transferida e branca, e Wo evento em que uma bola 
branca e retirada da urna B . Entao 


P(T\W) = 


P(W\T)P(T ) 


P{W\T)P(T) + P(W\T C )P{T C ) 
(2/7) (2/3) _ 

(2/7) (2/3) + (l/7)(l/3) 


3.5 (a) porque cada uma das r + w bolas tem a mesma probabilidade de ser a 
bola retirada. 


(b),(c) 


p(R,m = 


P(RiRj) 

P(Ri) 

G.) 

(T) 


r+w 

r - 1 
r + w — 1 


Um argumento mais simples e notar que, para i ¥* j, dado que a /-esima bola 
retirada e vermelha, a /-esima bola retirada tem a mesma probabilidade de ser 
qualquer uma das r + w - 1 bolas restantes, das quais r — 1 sao vermelhas. 

3.6 Suponha que represente o evento em que a bola i e preta, e considere Ri = B ? 
Entao 

P(R 2 \B 1 )P{B l ) 

P{R 1 \Bx)P{B l ) + P(R 2 \Ri)P(Ri) 

_ [r/[(fe + r + c)][b/(fc + r)] _ 

[r/{b + r + c)][b/(b + r)] + [(r + c)/{b + r + c)\[r/(b + r)] 
b 

b + r + c 


P(Bi\R 2 ) = 


3.7 Suponha que B represente o evento em que ambas as cartas sao ases. 

(a) 

P{B , sim para o as de espadas} 


PfBIsim para o as de espadas} = 


/l\/3\ / 1 \ / 51 \ 

\i)\i) A i)\i ) 

/ 52 \ / / 52 \ 

U; v 2 ) 


= 3/51 


(b) Como a segunda carta tem a mesma probabilidade de ser qualquer uma das 
51 cartas restantes, das quais 3 sao ases, vemos que a resposta nesta situa^ao 
tambem e 3/51. 
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(c) Como sempre podemos trocar qual carta e considerada a primeira e qual e 
considerada a segunda, o resultado deve ser o mesmo da letra (b). Um argu- 
mento mais formal e dado a seguir: 


P{B\a segunda carta e um as} 


P{B , a segunda carta e um as} 

P {a segunda carta e um as} 

__ P(B) _ 

P(B) + P {a primeira nao e um as, a segunda e um as} 

(4/52)(3/51) 

(4/52)0/51) + (48/52) (4/51) 

3/51 


(d) 


P{B|pelo menos uma} 


P(B) 

P{pelo menos uma} 

(4/52)(3/51) 

1 - (48/52)(47/51) 


= 1/33 


P(H\E) P(HE) P(H)P(E\H ) 

P(G\E) ~ P(GE) ~ P(G)P(E\G) 

A hipotese H e 1,5 vezes mais provavel. 

3.9 Suponha que A represente o evento em que a planta esteja viva e W represente o 
evento em que ela tenha sido regada. 

(a) 

P(A) =P{A\W)P{W) + P{A\W C )P{W C ) 

= (0,85)(0,9) + (0,2) (0,1) = 0,785 


(0,85)(0,1) 16 

0,215 “ 43 


3.10 (a) 1 - P(nao ha bolas vermelhas) = 1 — 

(b) Dado que nenhuma bola vermelha tenha sido sorteada, as seis bolas sorteadas 
podem ser, com mesma probabilidade, qualquer uma das 22 bolas nao verme¬ 
lhas. Logo, 



P(2 verdes|nenhuma vermelha) = 



3.11 Seja W o evento em que a pilha funciona, e suponha que CeD representem os 
eventos em que a pilha e dos tipos C e D, respectivamente. 
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(a) P(W) = P(W\C)P(C) + P(W\D)P(D) = 0,7(8/14) + 0,4(6/14) = 4/7 

(b) 


_ P(CW C ) _ P(W C \C)P(C ) 
P(W C ) " 3/7 


WA1) = o4 

3/7 


3.12 Seja L, o evento em que Maria gosta do livro i, i = 1,2. Entao 

P(L{L 2 ) _ P(L[L2) 


P(L 2 \L\) = 


P{L{) 


0,4 


Usando o fato de L 2 ser a uniao dos eventos mutuamente exclusivos FL-_ e L\L% 
vemos que 

0,5 = P(L 2 ) + P(L,L 2 ) + P(L\L 2 ) = 0,4 + P(.L\L 2 ) 

Logo, 

/ > (L 2 lM) = ^ = 0,25 


3.13 (a) Esta e a probabilidade de que a bola retirada seja azul. Como cada uma das 30 

bolas tem a mesma probabilidade de ser a ultima bola retirada, a probabilida¬ 
de e de 1/3. 

(b) Esta e a probabilidade de que a ultima bola vermelha ou azul a ser retirada 
seja uma bola azul. Como e igualmente provavel que ela seja qualquer uma 
das 30 bolas vermelhas ou azuis, a probabilidade de que ela seja azul e de 1/3. 

(c) Suponha que B v R 2 e G 2 represen tem, respectivamente, os eventos em que a 
primeira bola retirada e azul, a segunda e vermelha, e a terceira e verde. Entao 

8 20 8 

P(B 1 R 2 G 3 ) = P(G 3 )P(R 2 \G 3 )P(B 1 \R 2 G 3 ) = - 

onde P(G 2 ) 6 justamente a probabilidade de que a ultima bola seja verde. 

e calculada observando-se que, dado que a ultima bola e verde, cada 
uma das vinte bolas vermelhas e 10 bolas azuis tem a mesma probabilidade 
de ser a ultima do grupo a ser retirada. Assim, a probabilidade de que ela seja 
uma das bolas vermelhas e igual a 20/30 (naturalmente, P(B 1 \R 2 G 2 ) = 1). 

(d) P(B X ) = P(Bfi 2 R 3 ) + P{B,R 2 G 3 ) = l| + ^ = ^ 

3.14 Seja H o evento em que a moeda da cara, T h o evento em que B recebe a informa- 
qao de que a moeda deu cara, F o evento em que A se esquece do resultado, e C o 
evento em que B recebe a informa^ao correta. Entao 

(a) 

P(T h ) = P(Th\F)P{F) + P(r*|F c )P(F c ) 

= (0,5)(0,4) + P(H)( 0 , 6 ) 

= 0,68 


(b) 


(c) 


P(C) = P(C\F)P(F) + P(C\F C )P(F C ) 
= (0,5)(0,4) + 1(0,6) = 0,80 


P(H\T h ) = 


PiHJh) 

P(T h ) 
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Agora, 

P(HT h ) = P(HT h \F)P(F) + P{HT h \F c )P{F c ) 

= P(H\F)P(T h \HF)P{F) + P(H)P(F C ) 
= (0,8)(0,5)(0,4) + (0,8) (0,6) = 0,64 


o que da o resultado P(H\ T h ) = 0,64/0,68 = 16/17 

3.15 Como o rato preto tem uma cria marrom, podemos concluir que seus dois pais 
possuem um gene preto e um marrom. 


(a) 


P(2) 1/4 1 

P( 2 pretoslpelo menos um) = ——:-r = r—- = - 

v r ' P(pelo menos um) 3/4 3 

(b) Seja F o evento em que todas as crias sao pretas, B 2 o evento em que o rato 
preto possui 2 genes pretos, eB, o evento em que ele possui 1 gene preto e 1 
gene marrom. Entao 


P(B 2 \F) = 


PiFmpm 

P(F\B 2 )P(B 2 ) + P(F\B 1 )P(B 1 ) 
(l)(l/3) _ 16 

(l)(l/3) + (l/2) 5 (2/3) 17 


3.16 Suponha que Fseja o evento em que a corrente flui de A para B , e C,. o evento em 
que o rele i e fechado. Entao 

P(F) = P(F\C 1 )p l + P(F\C\){1 - Pl ) 

Agora, 

P(F|Ci) = P(C 4 U C 2 C 5 ) 

= P(C 4 ) + P(C 2 C 5 ) - P(C 4 C 2 C 5 ) 

= P4 + P2P5 - P4P2P5 

Tambem, 

p(Piq) = P(c 2 c 5 u c 2 c 3 c 4 ) 

= P2P5 + P2P3P4 - P2P3P4P5 
Portanto, para a letra (a), obtemos 

P(F) =pi(p 4 + P2P5 - P4P2PS) + (1 - Pl)P2(P5 + P3P4 - P3P4P5> 

Para a letra (b), fa$a q ( = 1 - p,. Entao 

P(C 3 |P) = P(P|C 3 )P(C 3 )/P(P) 

= P3 [i - pcqq u qq>]/P(P) 

= p 3 ( 1 - <7192 - 9495 + 9l929495)/'P(^') 


3.17 Suponha que A seja o evento em que o componente 1 esta funcionando, e Pseja o 
evento em que o sistema funciona. 


(a) 


P(A\F) = 


P(AF) 

P(F) 


P(A) 

P(P) 


1/2 _ 2 

1 - (1/2) 2 _ 3 
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onde P(F ) foi calculada notando-se que esta probabilidade e igual a 1 menos a 
probabilidade de que ambos os componentes apresentem falhas. 


P(A\F) = 


P(AF) 

P(F) 


P(F\A)P(A) 

P(F) 


(3/4)(l/2) _ 3 

(1/2) 3 + 3(l/2) 3 4 


onde P(F) foi calculada notando-se que esta probabilidade e igual a probabili¬ 
dade de que 3 componentes funcionem mais as tres probabilidades relaciona- 
das a exatamente 2 dos componentes funcionando. 

3.18 Se supomos que os resultados das rodadas sucessivas sao independentes, entao a 
probabilidade condicional do proximo resultado nao e alterada pelo resultado das 
10 rodadas anteriores. 


3.19 Condicione no resultado das jogadas iniciais 

P(A impar) = P x (l - P 2 )( 1 - P 3 ) + (1 - Pi)P 2 P3 + P^PziA impar) 
4- (1 - Pi)(l - Pi)a - Pj)P(A impar) 


entao, 


P{A impar) = 


Pi (i - Pi)a - P3) + (i - W2P3 
pi + p 2 + P3 — P\Pi - P1P3 - P2P3 


3.20 Suponha que Ac B sejam os eventos em que a primeira e a segunda tentativa sao 
as maiores, respectivamente. Tambem, suponha que E seja o evento em que os 
resultados das tentativas sao iguais. Entao 

1 = P(A) + P(B) + P(E) 

Mas, por simetria, P{A) = P(B ); logo, 

i-Erf 

Outra maneira de se resolver o problema e notar que 

P(B) = ^ ^ Pfprimeira tentativa resulta em i, segunda tentativa resulta em/} 

i j>i 

= EEw 

i j>i 

Para ver que as duas expressoes deduzidas para P(B) sao iguais, observe que 

n n 

1 = Y.P) 

;=1 ;=1 

= EE ^ 

= E^ + EEw 

i i fri 

= Erf + 2 EE^- 

i 1 j>i 
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3.21 Suponha que E = {A obtem mais caras que 5}; entao 

P(E) = P(E\A lidera apos ambos jogarem n vezes )P(A lidera apos ambos jogarem n vezes) 
+ P(£|empate apos ambos jogarem n vezes)P(empate apos ambos jogarem n vezes) 
+ P(E\B lidera apos ambos jogarem n vezes )P(B lidera apos ambos jogarem n vezes) 
1 

= P(A lidera) + -F(empate) 

Agora, por simetria, 

P(A lidera) = P(B lidera) 

_ 1 - P(empate) 

= 2 

Portanto, 

W = i 


3.22 (a) Falso: Langados 2 dados, suponha que E = {soma = 7), F = {nao aparece um 4 
no 1° dado), e G = {nao aparece um 3 no 2° dado}. Entao, 


P(E\F U G) = 


.P{7,nao (4,3)} 
/’{nao (4,3)} 


5/36 

35/36 


= 5/35 * P(E) 


(b) 

P(E(F U G)) = P(EF U EG) 

= P(EF ) + P(EG ) jd que EFG = 0 

= P(E)[P(F ) + PCG)] 

= P(E)P(F U G) ja que FG = & 


(c) 


P(G\EF) = 


P(EFG) 

J(EF) 

P(E)P(FG) 


P(EF) 

_ P(E)P(F)P(G) 
P{E)P(F) 

= P(G). 


ja que E 6 independente de FG 
pela independence 


3.23 (a) necessariamente falso; se eles fossem mutuamente exclusivos, entao teri'amos 

0 = P(AB) # P(A)P(B) 

(b) necessariamente falso; se eles fosse independentes, entao teri'amos 

P(AB) = P(A)P(B) > 0 

(c) necessariamente falso; se eles fossem mutuamente exclusivos, entao teri'amos 

P(A U B) = P(A) + P(B) = 1,2 

(d) possivelmente verdade 
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3.24 As probabilidades nas letras (a), (b) e (c) sao 0,5, (0,8) 3 = 0,512, e (0,9) 7 ~ 0,4783, 
respectivamente. 


3.25 Suponha que D„ i = 1,2, represente o evento em que o radio i apresenta defeito. 
Suponha tambem que A e B sejam os eventos em que os radios tenham sido pro- 
duzidos pelas fabricas Ae B, respectivamente. Entao, 


P{D 2 \D{) 


PjDiDj) 

P(D 1 ) 

PiD^^PiA) + PiD^mPiB) 


P(D\\A)P(A) + P(D\\B)P(B) 

(0,05) 2 (l/2) + (0,01) 2 (l/2) 


(0,05)(l/2) + (0,01)(l/2) 


= 13/300 


3.26 Sabemos que P(AB ) - P(B ), e devemos mostrar que isso implica que P(B C A C ) = 
P(A C ). Uma maneira e a seguinte: 

P(B C A C ) = P((A U B ) c ) 

= 1 - P(A U B) 

= 1 - P(A) - P(B) + P(AB) 

= 1 - P(A) 

= P(A C ) 


3.27 O resultado e verdadeiro para n = 0. Com A- t representando o evento em que ha i 
bolas vermelhas na urna apos a n-esima rodada, suponha que 

P(Ai) = —i = 1,...,/i + 1 

n 4- 1 

Agora, suponha que B^j = 1,..., n + 2, represente o evento em que ha j bolas ver¬ 
melhas na urna apos a (n + l)-esima rodada. Entao, 

#i+l 

P(Bj) = J^P(B j \A t )P(A i ) 
i= 1 

^ rc+1 

= —- y PiBAAi) 

n + 1 ^ ' 

1=1 

= ^TOlA-l) + 

Como ha n + 2 bolas na urna apos a n-esima rodada, tem-se que P(£ y |A y _,) e a 
probabilidade de que uma bola vermelha seja escolhida quando j - 1 das n 4- 
2 bolas na urna sao vermelhas, e P(Bj\A) e a probabilidade de que uma bola 
vermelha nao seja escolhida quando j das n + 2 bolas na urna sao vermelhas. 
Consequentemente, 

p mAhl) = LZI, = n -±^i 
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Substituindo esses resultados na equagao para P(Bj), obtemos 


P(Bj) = 


1 

n + 1 


7~1 n + 2 - / 

n + 2 ft + 2 


1 

n ~b 2 


o que completa a demonstrate) por indugao- 


3*28 Se A i e o evento em que o jogador i recebe um as, entao 


P(Ai) = 1 



3n — 1 
4n — 2 


Numerando os ases arbitrariamente e observando que o jogador que nao recebe o 
primeiro as recebera n das 2 n -1 cartas restantes, vemos que 


P(AiA 2 ) = 


n 

2 n — 1 


Portanto, 


P{A c 2 \A{) = 1 - P{A 2 \Ai) = 1 


P(AxA 2 ) ^ n - 1 
P(A!) “3/1-1 


Podemos considerar o resultado da divisao de cartas como o resultado de duas 
tentativas, onde se diz que a tentativa i, i - 1,2, e um sucesso se o as numero i vai 
para o primeiro jogador. Como as posigoes dos dois ases se tornam independentes 
a medida que n tende a infinito, com cada um deles possuindo a mesma probabi- 
lidade de ser dado a qualquer jogador, tem-se que as tentativas se tornam inde¬ 
pendentes, cada uma com probabilidade de sucesso 1/2. Portanto, no caso limite 
onde ft—o problema se torna aquele de determinar a probabilidade condicional 
de que se obtenham duas caras, dado que pelo menos uma seja obtida, quando 
duas moedas sao jogadas. Como converge para 1/3, a resposta concorda com 
aquela do Exemplo 2b. 


3.29 (a) Para qualquer permutagao q,..., i n de 1,2a probabilidade de que os tipos 
sucessivos coletados sejam do tipo q,..., i n e igual a pq • ■ pi n = ["[JLi Pi- Conse- 
quentemente, a probabilidade desejada e igual a n\ n?=i Pi- 
(b) Para q,..., i k todos distintos, 


P(Pi\ ' ’ * Pik) 



n 


o que se obtem porque nao ha cupons de tipos q,..., i k quando cada uma das 
n selegoes independentes envolve um dos demais n-k tipos. Obtem-se agora 
pela identidade inclusao-exclusao que 


P(y>1 =l Ed = £(-i> 

k =1 


*+l 


n — k 


Como 1 — P(U"_ 1 P/) e a probabilidade de que um de cada tipo seja obtido, 
pela letra (b) tem-se que ela e igual a Substituindo esse resultado na equa- 
to anterior, obtemos 

m! lsk+l( n \ ( n - k\' 1 
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n\=n n - £(-D t+1 (?)(« - *)" 
k= 1 ' ' 

ou 

n\ = J^(-l)*(”)(n - k) n 

k =o ' ' 

3.30 

P(E\E U F)= P(E\F(E U F))P(F|£ U F) + PiE^iE U F))P(F C \E U F) 
Usando 

F(E U F) = Fe F^F U F) = F C E 

obtemos 

P(F|F Uf) = P(F|F)P(F|F Uf) + / > (£|£F C )P( J F C |£ U F) 

= P(F|F)P(F|F U F) + P(F C \E U F) 

> P(E\F)P(F\E U F) + P(E\F)P(F C \E U F) 

= P(E\F) 


CAPITULO 4 


4.1 Como a soma das probabilidades e igual a 1, devemos ter AP{X = 3} + 0,5 = 1, o 
que implica que P{X = 0} = 0,375, P{X = 3} = 0,125. Portanto, E[X] = 1(0,3) + 
2(0,2) + 3(0,125) = 1,075. 

4.2 A relagao implica que p i = cp 0 , f = 1,2, onde p i = P\X = i}. Como a soma dessas 
probabilidades e igual a 1, tem-se que 

9 1 

p 0 (l + c + <r) = 1 =>p 0 = 3—- ;—2 

1 + c + c z 


Portanto, 


F[^] = Pi + 2 /j 2 = 


c + 2c 2 
1 + c + c 2 


4.3 Seja X o numero de jogadas. Entao a fungao de probabilidade deZe 

p 2 =p 2 + (l-p)\ p 3 = l-p 2 = 2p(l-p) 

Portanto, 

E[X\ = 2 p 2 + 3p 3 = 2p 2 + 3(1 -p 2 ) = 3-p 2 -(l-pf 

4.4 A probabilidade de que uma famflia escolhida aleatoriamente tenha i filhos e njm. 
Logo, 

r 

E[X] = ^2 bn.il m 
(=1 
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Tambem, como ha in i filhos em famflias com i filhos, tem-se que a probabilidade 
de que um filho aleatoriamente escolhido seja de uma famflia com i filhos e dada 

por ini/ Portanto, 
i=\ 

E [Y] = tk - 

E in i 

i= 1 

Logo, devemos mostrar que 

T; i 2 rii ^ irii 

i=l > /=! 
r r 

E in > 

i=l i= 1 

ou, equivalentemente, que 

X>X>‘ 2 ". a J2 in iJ2i n i 

;=1 /=1 *=1 y=l 

ou, equivalentemente, que 

- EE w 

i=l y=l i=l ;=l 

Mas, para um par fixo z,y, o coeficiente de no lado esquerdo da soma da desi- 
gualdade anterior e i 2 + y 2 , enquanto o coeficiente no lado direito da soma e 2 ij. 
Portanto, e suficiente mostrar que 

i + y 2 > 2 ij 

o que procede porque (/ -y) 2 > 0. 

4.5 Seja p = P[X = 1). Entao E[X] = p e Var(X) = p( 1 -/?), assim 

P = 3p(l-p) 

o que implica que p = 2/3. Portanto, = 0} = 1/3. 

4.6 Se voce aposta x podendo ganhar a quantia apostada com probabilidade p e per- 
der esta quantia com probabilidade 1 -/?, entao seu ganho esperado e 

xp - x(l -p) = (2p - l)x 

que e positivo (e crescente em x) se e somente se p > 1/2. Assim, se p ^ 1/2, 
maximiza-se o retorno esperado apostando-se 0, e se p > 1/2, maximiza-se o re- 
torno esperado apostando-se o maximo valor possivel. Portanto, se e sabido que a 
moeda de 0,6 foi escolhida, entao voce deve apostar 10. Por outro lado, se e sabido 
que a moeda de 0,3 foi escolhida, entao voce deve apostar 0. Com isso, seu retorno 
esperado e 

1(1,2 -1)10 + lo-C=l-C 
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Como o sell retorno esperado e 0 caso voce nao tenha a informagao (porque nesse 
caso a probabilidade de vitoria e de i(0,6) + i(0,3) < |), tem-se que, se a informa¬ 
gao custar menos que 1, entao ela vale a compra. 


4.7 (a) Se voce virar o papel vermelho e ver o valor x, entao o seu retorno esperado se 
voce mudar para o papel azul e 

2x(ll2) + x/2(l/2) = 5x/4 > x 

Assim, e sempre melhor mudar de papel. 

(b) Suponha que o filantropo escreva o valor x no papel vermelho. Entao o valor 
no papel azul e 2x ou x/2. Observe que, se x/2 > y, entao o valor no papel azul 
sera pelo menos igual a y, e com isso sera aceito. Neste caso, portanto, a recom- 
pensa tern a mesma probabilidade de ser 2x ou x/2. Assim, 

E[R y (x)] = 5x14, sex/2 >2 

Se x/2 < y < 2x, entao o papel azul sera aceito se o seu valor for 2x e rejeitado 
se o seu valor for x/2. Portanto, 


£[/^(x)] = 2x(l/2) + x(l/2) = 3x/2 se x/2 < y < 2x 

Finalmente, se 2x < y, entao o papel azul sera rejeitado. Neste caso, portanto, 
a recompensa e x. Assim, 


R y (x) = x, se 2 x <y 

Isto e, mostramos que quando o valor x esta escrito no papel vermelho, o re¬ 
torno esperado e 


E[Ry{x)] = 


x sex < y/2 
3x/2 sey/2 < x < 2 y 
5x/4 sex ^ 2 y 


4.8 Suponha que n tentativas independentes, cada uma com probabilidade de suces- 
so p, sejam realizadas. Entao, o numero de sucessos sera menor ou igual a / se e 
somente se o numero de fracassos for maior ou igual a n-L Mas como cada ten- 
tativa e um fracasso com probabilidade 1 -p, resulta que o numero de fracassos e 
uma variavel aleatoria binomial com parametros ncl-p. Portanto, 

P{cesto(n,p) < i } = P{cesto (n, 1 — p) > n — i] 

= 1 — Pfcesto (n, 1 — p) < n — i — 1} 

A igualdade final resulta do fato de que a probabilidade do numero de fracassos 
ser maior ou igual a n-i e igual a 1 menos a probabilidade de que ela seja menor 
que n - i. 

4.9 Como E[X] = np, Var(Z) = np( 1 - p) e sabemos que np = 6, temos np( 1 - p) = 
2,4. Assim, 1 - p = 0,4, ou p = 0,6, n — 10. Com isso, 

P|X=5}=( 1 5 °)(0,6) 5 (0,4) 5 

4.10 Suponha que X r i = 1,..., m, represente o numero da t-esima bola retirada. Entao, 
P{X == k] = P[Xi < k,X 2 < k,... ,X m < k] 

= P{X i < k}P{X 2 P{X m < k} 

(k\ m 
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Portanto, 

fk\ m fk — 1 

P{X = k} = P{X < k} - P{X<k - 1} = (-J - 1^— 

4.11 (a) Dado que o time A venga a primeira partida, ele vencera a serie se, a partir dai, 
veneer 2 partidas antes do time B veneer 3 partidas. Assim, 

4 

P{A vence] A vence primeiro) = ^ 

i=2 


P\ 1 - P) 


4-i 


(b) 


P{A vence primeiro|A vence} 


P{A vence |A vence primeiro}/^ A vence primeiro} 
P{A vence} 



(i - p) 4 -"' 



p'(i - p ) 5 ' 


4.12 Para obter a solugao, condicione no time veneer ou nao neste final de semana 



(0,4)‘(0,6) 4 -' 



(0,7)‘(0,3) 4- ' 


4.13 Suponha que C seja o evento em que os jurados tomam a decisao correta e F o 
evento em que quatro dos juizes tern a mesma opiniao que os jurados. Entao, 


7 

P(C) = Q(0,7)'(0,3) 7_i 


Alem disso, 


P(C\F) = 


P(CF) 

W) 


( 4 ) (0,7) 4 (0,3 ) 3 


( 7 ) (0,7) 4 (0,3 ) 3 + ( 7 ) (0,7) 3 (0,3 ) 4 
0,7 


4.14 Supondo que o numero de furacoes possa ser aproximado por uma variavel alea- 
toria de Poisson, obtemos a solugao 

J^e- 5 ’ 2 (5,2Y/H 

i =0 
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oo 

E[Y] = J^iP{X = i)/P{X > 0} 

i =1 

= E[X]/P{X > 0} 

A 

1 - e~ x 


4.16 (a) 1 In 

(b) Suponha que D seja o evento em que as garotas i e j selecionam garotos dife- 
rentes. Entao 

P(GiGj) - P(GiGj\D)P(D) + P(GiGj\D c )P(D c ) 

= (l/n) 2 (l - l/n) 
n - 1 
n 3 

Portanto, 

^(QlGy) = — — 

n L 

(c), (d) Como, quando n e grande, P(G i \G j ) e pequena e aproximadamente igual a 
P(G,),resulta do paradigma de Poisson que o numero de casais tem aproxima¬ 
damente uma distribuigao de Poisson com media J2*i=i P(Gi) = 1 Portanto, 
P 0 « e~ l tP k ~ e~ l lk\ 

(e) Para determinar a probabilidade de que um dado conjunto de k garotas 
possua garotas que tenham todas elas formado pares, condicione na ocor- 
rencia de D, onde Deo evento em que todas elas escolhem garotos diferen- 
tes. Isso da 

P(G h ■ • • G ik ) = P(G h • • • G ik \D)P(D) + P(G k ■ • ■ G ik \D c )P(D c ) 

= P(G h -G ik \D)P(D) 

/i / ^ n ( n ~ x ) * ’' ( n ~ k + !) 

n K 

n\ 

(n — k)\n 2k 
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4.17 (a) Como uma mulher i tem a mesma probabilidade de formar um par com qual- 

quer uma das 2 n - 1 pessoas, P(W t ) = 

(b) Como, dado W ; , a mulher i tem a mesma probabilidade de formar um par com 
qualquer uma das 2n - 3 pessoas, P(W i \W j ) = ^3 

(c) Quando n e grande, o numero de esposas que formam pares com seus maridos 
e aproximadamente uma variavel de Poisson com media P(Wi) = 

» 1/2. Portanto, a probabilidade de que nao ocorra tal par e aproximadamente 
igual a e~ m . 

(d) Ele se reduz ao problema do pareamento. 

4.18 (a) Q (9/19) 3 (10/19) 5 (9/19) = Q (9/19) 4 (10/19) 5 

(b) Se W e o seu numero final de vitorias e X 6 o numero de apostas que ela faz, 
entao, como ela tera ganhado 4 apostas e perdido X - 4, tem-se que 

W = 20-5(Z-4) = 40-5X 

Portanto, 

E[W\ = 40-5 E[X] = 40 — 5[4/(9/19)] = -20/9 


4.19 A probabilidade de que uma rodada nao resulte em alguem obtendo um resultado 
diferente dos demais e igual a 1/4, que e a probabilidade de que todas as tres moe- 
das caiam no mesmo lado. 

(a) (l/4) 2 (3/4) = 3/64 

(b) (1/4 ) 4 = 1/256 

4.20 Seja q = 1 - p. Entao 


E[l/X] = 



00 



P 

Q 

P 

q 

p 

q 



dx 



dx 


-- log(p) 

q 


4.21 Como ^ 5 ^ sera igual a 1 com probabilidade p ou 0 com probabilidade 1 - p, verb 
ficamos que ela e uma variavel aleatoria de Bernoulli com parametro p. Como a 
variancia de tal variavel aleatoria e p( 1 - /?), temos 

P( 1 - P) = v „ (f-f|) - ^Va,(X - i) = 
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Portanto, 

Var(X) = (a-b) 2 p(l-p) 


4.22 Suponha que X represente o numero partidas que voce joga, e Y, o numero de 
partidas perdidas. 

(a) Apos o seu quarto jogo, voce continua a jogar ate perder. Portanto, X - 4 e 
uma variavel aleatoria geometrica com parametro l-p. Assim, 

E[X] = E[4 + (X - 4)] = 4 + E[X - 4] = 4 + -— 

l-p 

(b) Se Z representa o numero de perdas que voce tern nas primeiras 4 partidas, 
entao Z e uma variavel aleatoria binomial com parametros 4 e 1 -p. Como 
Y = Z + 1, temos 

E[Y] = E[Z + 1] = E[Z\ + 1-4(1 -p) + 1 


4.23 Um total de n bolas brancas serao retiradas antes de m bolas pretas se e somente 
se houver pelo menos n bolas brancas nas primeiras n + m - 1 bolas retiradas 
(compare com o problema dos pontos , Exemplo 4j do Capitulo 3). Com X igual 
ao numero de bolas brancas entre as primeiras n + m -1 bolas retiradas, X e uma 
variavel aleatoria hipergeometrica. Com isso, obtemos 


n+m—l n+m—l 

P{X > «} = J2 P{X = i}= £ 

i=n i=n 



( N + M \ 
y n + m — 1 J 


4.24 Como cada bola vai independentemente para a uma i com uma mesma probabi- 
lidade p { , verificamos que X t e uma variavel aleatoria binomial com parametros 
n = 10, p = Pj. 

Noteprimeiro que X { 4- XjC o numero de bolas que vao para a urna i ou j. En¬ 
tao, como cada uma das 10 bolas vai independentemente para uma dessas urnas 
com probabilidade p ( + p y , e possivel concluir que X t + X- e uma variavel aleatoria 
binomial com parametros 10 e p i + p Jt 

Pela mesma logica, X i + X 2 + X 3 e uma variavel aleatoria binomial com para¬ 
metros 10 e pj + p 2 + p 3 . Portanto, 

P{Xi + X 2 + Xi = 7} = + P 2 + P 3 ) 7 (P 4 + Psf 

4.25 Seja X i — 1 se a pessoa i achar o seu chapeu, e X t; = 0 caso contrario. Entao, 

x=t* 

i =1 

e o numero de pareamentos. Calculando esperangas, obtemos 

n n n n 

E[X] = E^Xi] = J2 E[Xi\ = J2 p (Xi = 1} = Y 1/ M = 1 

i=1 i =1 i'=l i'=l 

onde a ultima igualdade e obtida porque a pessoa i tern a mesma probabilidade de 
ficar com qualquer um dos n chapeus. 
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Para calcular Var( 2 Q, usamos a Equagao (9.1), que diz que 

e[x 2 ] = j2 £ [Xi] + EEwn 

{=1 i =1 j*i 


Agora, para i j, 

E[XiXj] = P{2Q = 1, *y = 1} = P{X; = 1}P{X ; = 1|* = 1} = 


1 1 


Portanto, 


e [ x 2 ] = i + vy—L— 


= 1 + n(n - 1 ) 


1 


n(n - 1) 

o que resulta em 

Varpf) = 2 -1 2 = 1 

4.26 Com q = l-p, temos, por um lado, 


= 2 


P(E) = ]XP{X = 2 H 

i=l 

00 

= Em "" 1 

z=l 

00 

=pq 

i=l 

1 

= i-o 

1 - g 2 

pq 


q 


(1 — <?)(! + <?) 1 -h q 


n n — 1 


Por outro lado, 

£(£) = £(£|* = 1 )p + P(E\X> 1 )q = 9 £(£|X> 1) 

Entretanto, dado que a primeira tentativa nao e um sucesso, o numero de tentati- 
vas necessarias para que ocorra um sucesso e 1 mais o numero geometricamente 
distribufdo de tentativas adicionais necessarias. Portanto, 

P(E\X > 1) = P(X + 1 e par) = £(£ c ) = 1 - £(£) 

o que resulta em P(£) = q/( 1 + < 7 ). 


CAPITULO 5 

5.1 Seja Xo numero de minutos jogados. 

(a) P\X > 15} = 1 - P\X < 15} = 1 - 5(0,025) = 0,875 

(b) £(20 < X < 35} = 10(0,05) + 5(0,025) = 0,625 

(c) P\X < 30} = 10(0,025) + 10(0,05) = 0,75 

(d) P[X > 36} = 4(0,025) = 0,1 
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5.2 (a) 1 = /o 1 cx n dx = c/(n + l)=$c = n + l 

(b )P(X > x} = (n + 1) f] x n dx = jc n+1 | = 1 — 

x \x 

5.3 Primeiro, vamos determinar c usando 

f 2 

1=1 cx^dx = 32 c/5 => c = 5/32 

Jo 

(a) E[X] = ^f*x 5 dx=±$= 5/3 

(b) £[X 2 ] = ^ / 2 x 6 dx = 3 }™ = 20/7 => Var(X) = 20/7 - (5/3 ) 2 = 5/63 

5.4 Como 

(ax + bx 2 )dx = a/2 + b/3 
(ax 2 4 - bx 3 )dx = a /3 + 6/4 
obtemos a = 3,6 e b = -2,4. Portanto, 

(a) P{* < 1/2} = / 0 1 / 2 (3,6jc - 2,4x 2 )<£t = (l, 8 x 2 - 0,8x 3 )| V2 = 0,35 

(b) E[X 2 ] = Jq(3,6x 3 ~ 2,4 x 4 )dx = 0,42 => Var(3Q = 0,06 ° 

5.5 Para i = 1 

P{Z = /} = P{Int(nt7) = i - 1} 

- P{i - 1 < nU < i} 


= 1 / n 



5.6 Se voce faz uma proposta x, 70 < x ^140, entao ou voce ganhara a concorrencia e 
tera urn lucro de x - 100 com probabilidade (140 - x)/70, ou perdera a concorren¬ 
cia e fara um lucro de 0, caso contrario. Portanto, o seu lucro esperado se voce fizer 
uma proposta x e 

2(* - 100)(140 -x) = lj(240x - x 2 - 14000) 

Derivando e igualando a 0, obtemos 

240 - 2 x = 0 

Portanto, voce deve fazer uma proposta de 120 mil reais. Seu lucro esperado sera 
de 40/7 mil reais. 

5.7 (a) P{U > 0,1} = 9/10 

(b) P{U > 0,2\U > 0,1} = P[U > 0,2\!P[U > 0,1] - 8/9 

(c) P[U > Q,3\U > 0,2, U > 0,1) = P{U > 0,3}/P{U > 0,2} = 7/8 

(d) P[U > 0,3) =7/10 

A resposta para a letra (d) tambem poderia ter sido obtida multiplicando-se as 
probabilidades das letras (a), (b) e (c). 
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5.8 Suponha que X seja a nota do teste, e considere Z ~ (X - 100)/15. Note que Z e 
uma variavel aleatoria normal padrao. 

(a) P{X > 125} = P[Z > 25/15} - 0,0478 

(b) 

P{ 90 < < 110} = P{-10/15 < Z < 10/15} 

= P{Z < 2/3} - P{Z < -2/3} 

= P{Z < 2/3} - [1 - P{Z < 2/3}] 

~ 0,4950 


5.9 Suponha que X seja o tempo de viagem. Queremos determinar x tal que 

P{X > x] = 0,05 

o que e equivalente a 


\X - 40 jc - 40 
--- > - 


= 0,05 


Isto e, precisamos determinar x tal que 

x — 40 


P\Z > 


= 0,05 


onde Z e uma variavel aleatoria normal padrao. Mas 
P\Z > 1,645} = 0,05 


Logo, 


* - 40 


7 


= 1,645 oux = 51,515 


Portanto, voce nao deve sair depois de 8,485 minutos apos o meio-dia. 

5.10 Seja X o tempo de vida do pneu em unidades de milhares de km, e suponha que Z 
= (X- 34)/4. Note que Z e uma variavel aleatoria normal padrao. 

(a) P{X > 40} = P{Z > 1,5} ~ 0,0668 

(b) P(30 <X<35) = P{- 1 < Z < 0,25} = P\Z < 0,25} -P{Z > 1} ~ 0.44 

(c) 

P{X > 40\X > 30} = P{X > 40 }/P{X > 30} 

= P{Z > 1,5}/P{Z > -1} « 0,079 


5.11 Suponha que X seja o fndice pluviometrico do proximo ano e que Z = (X - 
40,2)/8,4. 

(a) P{X > 44} = P{Z > 3, 8 / 8 ,4} - P{Z > 0,4524} - 0,3255 

(b) ^ 3 j(0,3255) 3 (0,6745) 4 
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5.12 Suponha que M, e W j representem, respectivamente, os numeros de homens e 
mulheres nas amostras que ganham, em milhares de reais, pelo menos i por ano. 
Tambem, seja Z uma variavel aleatoria normal padrao. 

(a) 

P{W 25 a 70} = P{W 25 & 69,5} 

( W 25 - 200(0,34) _ 69,5 - 200(0,34) ’ 
V200(0,34)(0^6) " V200(0,34)(0W 
« P[Z > 0,2239} 

« 0,4114 


(b) 

P{M 25 £ 120} = P{M 25 < 120,5} 

| M 2S - (200) (0,587) ^ 120,5 - (200) (0,587) 
V(200) (0,587) (0,413) “ V(200) (0,587) (0,413) 

* P{Z s 0,4452} 

« 0,6719 

(c) 

P[M 20 > 150} = P{M 20 > 149,5} 

_ p f M 20 - (200) (0,745) _ 149,5 - (200) (0,745) | 

V(200)(0,745)(0,255) “ V(200)(0,745)(0,255) } 
« P{Z s 0,0811} 

» 0,4677 

P[W 20 100} = P{W 1Q & 99,5} 

p [ W 20 - (200) (0,534) _ 99,5 - (200) (0,534) 
V(200)(0,534)(0,466) V(200) (0,534) (0,466) 

« P{Z > -1,0348} 

= «0,8496 


Portanto, 


P{M 20 > 150 }P{W 20 > 100) * 0,3974 

5.13 A propriedade de falta de memoria da distribuiqao exponencial resulta em e 4I \ 

5.14 (a) e~ l2 = e~ 4 

(b) F(3)-F(l) = e _1 - <T 9 

(c) A(0 = 2te-‘ 2 /e-' 2 = 2 1 

(d) Seja Z uma variavel aleatoria normal padrao. Use a identidade 
E[X] = / 0 °° P{X > x\ dx para obter 

E[X] = / e~ x dx 

J o 


= 2-V2 Pe-y^dy 
Jo 

= 2" 1/2 v / 2 nP{Z > 0} 
= v^r/2 



568 Solugdes para os Problemas de Autoteste e Exercfcios 


(e) Use o resultado do Exercicio Teorico 5.5 para obter 



Portanto,Var(Z) = 1 - tt/4. 

5.15 (a) P\X> 6 ) = exp{— / Q 6 k(t)dt) = e~ 3 - 45 
(b) 

P{X < 8\X > 6} = 1 - P{X > 8|Z > 6} 

= 1 - P{X > 8 }/P{JT > 6 } 

= 1 - e -5.65 /e -3,45 
« 0,8892 

5.16 Para x s 0, 

Fyx(x) = P{\/X < *} 

= P{X < 0} + P{X > l/x} 

= 1/2 + 1 - F x (l/x ) 

O calculo da derivada fornece 

fl/x(x) = x~ 2 f x (l/x) 

_ 1 

X 2 7r(l + ( 1/X ) 2 ) 

= fx(x ) 

A demonstra^ao para x < 0 e similar. 

5.17 Se X representa o numero das primeiras n apostas que voce ganha, entao a quan- 
tia que voce ganhara apos n apostas e 

35 X-(n~X) = 3 6X-n 

Logo, queremos determinar 

p = P{36X- n > 0} = P{X > ni 36} 

onde X e uma variavel aleatoria binomial com parametros ncp = 1/38. 

(a) Quando n = 34, 

p = P{X > 1} 

= PfJT > 0,5} (a corregao da continuidade) 

^ 0,5 - 34/38 | 

> V34(l/38)(37/li) ( 

> -0,4229 

~ 4> (0,4229) 

« 0,6638 

(Como voce estara na frente apos 34 apostas se ganhar pelo menos 1 aposta, a 
probabilidade exata neste caso el- (37/38) 34 = 0,5961). 


- 34/38 

734(1/38X37/38) 
X - 34/38 
734(1/38) (37/38) 
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(b) Quando n = 1000, 

p = P{X > 27,5} 

_ p X - 1000/38 ^ 27,5 - 1000/38 

-/1000(1/38)(37/38) > yi000(l/38)(37/38) 

« 1 - 0(0,2339) 

« 0,4075 

A probabilidade exata - isto e, a probabilidade de que uma variavel aleatoria 
binomial com n = 1000 e p — 1/38 seja maior que 27 - e igual a 0,3961. 

(c) Quando n = 100.000, 

p = P{X > 2777,5} 

| X - 100000/38 ^ 2777,5 - 100000/38 

/l00000(l/38)(37/38) > ^100000(1/38)(37/38) 

« 1 - d) (2,883) 

* 0,0020 


A probabilidade exata e neste caso igual a 0,0021. 


5.18 Se X representa o tempo de vida da pilha, entao a probabilidade desejada, P[X > 
s + t\X > t }, pode ser determinada da maneira a seguir: 


P{X > s + t\X > t} = 


P{X > s + t,X > t } 

P{X > t] 

P{X > s + t] 

P{X > t) 

/ , {Z>s+r| pilha e tipo l)p } 

pilha e tipo 2 }p 2 


P{X>t\ pilha e tipo l}pi 
+P[X>t\ pilha e tipo 2}p2 


e + e a 2 ( ,+f )p 2 

e~ Klt Pi + e~ k 2 t p 2 


Outra abordagem e condicionar diretamente no tipo de pilha e entao usar a pro- 
priedade da falta de memoria das variaveis aleatorias exponenciais. Isto e, pode- 
riamos fazer o seguinte: 

P{X > s + t\X > t) = P{X > s + t\X > f,tipo l}P{tipo \\X > t] 

+ P{X > s + > ^,tipo 2}P{tipo 2\X > t] 

= e _AlI P{tipo 1 |X > t) + e _A 2*p{tipo 2\X > t] 


Agora, para i = 1,2, use 


P{tipo i\X > f} = 


P{tipo i,X > ?} 
P{X > t] 


P{X > tipo i}pi 

P{X > f|tipo l}pi + P{X > f|tipo 2 }p2 


e~ x ^pi + e~ k ^p2 
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5.19 Seja X t uma variavel aleatoria exponencial com media i,i = 1,2. 

(a) O valor de c deve ser tal que P[X\ > c) = 0,05. Portanto, 

e~ c = 0,05 = 1/20 

ou c = log(20) = 2,996. 

(b) 


P\X 2 >c)= e dl = -L = 0,2236 

V20 


5.20 (a) 


1 f°° 1 

E[(Z - c) + ] — _ / (x - c) + e~ x /2 dx 

v27T J—oo 

= - c)e " Pdx 

> rv^,, _ * 

V2^ 3c V2 tt Jc 

= -^L<T* 2/2 If - c(l - 4>(c)) 
y/2n 

= ~^= e ~ c2/2 - c (! “ ^( c )) 

\jL7t 

(b) Usando o fato de que possui a mesma distribu^ao que n + crZ, onde Z e 
uma variavel aleatoria normal padrao, obtemos 

E[(X - c)+] = E[(n + aZ - c)+] 

t/ / /• - „\\ + ~ 

= E 




C — (l 


^e~“ 2/2 - a( 1 - <t>(<0) 


-s/27T 


onde a = *-. 


CAPITULO 6 

6.1 (a) 3C + 6 C = 1 => C = 1/9 

(b) Seja p(i.j) = P\X = i,Y = /}. Entao 

p{ 1,1) = 4/9,p(l,0) = 2/9, Z^O,1) = 1/9, p(0,0) = 2/9 

(c) ^l(l/ 9 ) 6 (2/9) 6 



Soluqoes para os Problemas de Autoteste e Exercfcios 571 




(e) 


12 / 12 \ 
El/) (2/3) / 

i=8 V 1 / 


(1/3) 


12 -/ 


6.2 (a) Com p- — P{XYZ = /), temos 

Pe= Pi =P* = Pn = 1/4 

Portanto, 

E[XYZ] = (6 + 2 4- 4 4- 12)/4 = 6 
(b) Com q. = P{XY + XZ + YZ = /], temos 

011 = 05 = 08 = 016 = 1/4 

Portanto, 

£[AT + XZ + FZ] = (11 + 5 + 8 + 16)/4 = 10 


6.3 Nesta solugao, fazemos uso da identidade 



e X x n dx = n\ 


que e obtida porque e Wn!,x > 0 , e a fungao densidade de uma variavel aleato- 
ria gama com parametros n + 1 e A, e sua integral e igual a 1 


(a) 


1 = C 



(y - x)dxdy 



— AC 


Portanto, C = 1/4. 

(b) Como a densidade conjunta e diferente de zero somente quando y > x e y > 
—x, temos, para x > 0 , 

l r°° 

fx(x) = - I (y - x)e y dy 

1 POO 

= - / ue^ x+u) du 
4 Jo 


fx(x) = ^ J (y - x)e y dy 

= ^[~y e ~ y ~ e ~ y + xe~ y ]°? x 
= (-Ixe* + e*)/4 


Para x < 0, 
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(c) friy) = \e y f y (y - x)dx = \y 2 e y 

(d) 


E[X] = 


poo p 0 

I xe~ x dx + / (-2x 2 c* + xe x ) dx 

JO J - oo 

POO 

1—1 (2 y 2 e~ y + ye~ y )dy 

Jo 


= -[l - 4 - 1]=-1 


(e) E[Y] = y~y 3 e- y dy = 3 

6.4 As variaveis aleatorias multinomiais X i9 i = 1r, representam os numeros de 
cada um dos tipos de resultados 1 ,..., r que ocorrem em n tentativas independentes 
quando cada tentativa leva a um desses resultados com respectivas probabilida- 
des p v ...,p r . Agora, digamos que uma tentativa leve a um resultado de categoria 
1 se ela tiver levado a qualquer um dos resultados tipo 1 ,..., r{, digamos que a 
tentativa leve a um resultado de categoria 2 se ela tiver levado a qualquer um dos 
resultados tipo r x + 1,..., r 1 + r 2 ; e assim por diante. Com essas definigoes, Y 1} ..., Y k 
representam os numeros de resultados das categorias 1 , 2 ,... k quando n tentativas 
independentes que resultam cada uma delas em uma das categorias 1 ,..., k com 

respectivas probabilidades Y^j=l + [ l +iPb * = > K sao realizadas. Mas, por defmi- 

qao, tal vetor tern uma distribui^ao multinomial. 

6.5 (a) Fazendo p. = P[XYZ — ;'},temos 

p 1 = 1/8, p 2 = 3/8, p A = 3/8, p B = 1/8 


(b) Fazendo p } = P{XY + XZ + YZ = ;},temos 

p 3 = 1/8, p 5 = 3/8, p s = 3/8,p n = 1/8 

(c) Fazendo p } = P[X 2 + YZ = /}, temos 

p 2 = 1/8, p 3 = 1/4, p 5 = 1/4, p 6 = 1/4, p 8 = 1/8 


6.6 (a) 


>=rr (x/5 4- cy)dydx 

= f (4jc/ 5 + 12c) dx 
Jo 

= 12c + 2/5 


Portanto, c = 1/20. 

(b) Nao, nao e possfvel fatorar a densidade. 

(c) 


+ Y > 3} 


ff 


(x/5 + y/20)dydx 


— f [(2 + jc)jc/ 5 + 25/40 — (3 — x) 2 /40]dx 
Jo 

= 1/5 + 1/15 + 5/8 - 19/120 = 11/15 



Soluqoes para os Problemas de Autoteste e Exercfcios 573 


6.7 (a) Sim, e possivel fatorar a fungao densidade conjunta. 

(b) fx(x) = x / 0 2 ydy = 2x,0 <x<l 

(c) fy(y) = y fo xdx = y/2,0 < y < 2 

(d) 

P{X < x,Y < y}= P{X < x)P{Y < y) 

= mm(l,x 2 )mm(l,y 2 /4), x > 0,y > 0 


(e) E[Y] = JoV/2 dy = 4/3 

(f) 

P{X + Y < 1} = 



ydydx 

- x) 2 dx — 1/24 


6.8 Suponha que T { represente o instante de ocorrencia de um choque do tipo i, i = 1, 
2,3. Para 5 > 0, t > 0, 

P{X i > s,X 2 > t} — P{T\ > s,T 2 > t,Ti > max(s,0) 

= P{T 1 > s}P{T 2 > t}P{T 3 > ma x(s,t)} 

= exp{-Ai^} exp{-A2^} exp{-A3 ma x(s,t)} 

= exp{-(Ais + A2* + A 3 max(5,0)} 


6.9 (a) Nao, classificados em paginas com muitos classificados tern probabilidade me- 
nor de serem escolhidos do que aqueles em paginas com poucos classificados. 

(b) l«£> 

v ' m n 
m 

(c) l= \ m — = n/n, onde n = y ^ n(i)/m 

(d) (1 — n/n) k ~ l — = (1 - n/n) k ~ x /(nm) 

m n n(i) 

(e) ^ — (1 - n/n) k ~ l = J-. 

*— J nm nm 

k =1 

(f) O numero de iterates e uma variavel aleatoria geometrica com media n^fn. 


6.10 (a) P[X = i] = 1/m, i = 1,..., m. 

(b) Passo 2. Gere uma variavel aleatoria U uniforme no intervalo (0,1). Se U < 
n(X)in , siga para o passo 3. Caso contrario, volte para o passo 1. 

Passo 3. Gere uma variavel aleatoria uniforme U no intervalo (0,1) e sele- 
cione o elemento na pagina X na posi^ao [n(X)U] + 1. 


6.11 Sim, elas sao independentes. Isso pode ser visto facilmente se perguntarmos, de 
forma equivalente, se X N e independente de N. Mas isso e de fato verdade, ja que 
saber quando ocorre a primeira variavel aleatoria maior que c nao afeta a distri- 
bui^ao de probabilidade de seu valor, que e uniforme em (c, 1). 
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6.12 Suponha que p t represente a probabilidade de se obter i pontos em uma unica 
jogada de dardo. Entao 

P30 = ?r/36 

P 20 = 4n/36 - /? 3 o = n/12 
Pio = 9JT/36 - P 2 Q - P30 = 5jr/36 
PO = 1 - PlO - P20 - P30 = 1 - 7t/4 


(a) 7 t/12 

(b) tt/9 

(c) 1 — ir/4 

(d) tt(30/36 + 20/12 + 50/36) = 35tt/9 

(e) (tt/4) 2 

(f) 2 (tt/36)(1 - tt/4) + 2(t7/12)(5t7/36) 

6.13 Seja Z uma variavel aleatoria normal padrao. 

(a) 


4 


£* - 6 

x>>° 

. ‘=1 J 

> — p 

i=l ^ -6 

* — i 

V24 a/24 


« P[Z > -1,2247) « 0,8897 


(b) 


4 2 

> °| £*'• = 

i=i i=l 


-5 


P{X 3 + X 4 > 5} 

X 3 + X 4 - 3 

a/12 

P{Z >0,5774} « 0,2818 


2/VV2 


(c) 


> 0|2Ti = 5 

i=i 


P{X2 + 2f 3 + X 4 > -5} 


= jP 


AT 2 + X 3 + X 4 - 4,5 


Vl8 

P[Z > -2,239) « 0,9874 


-9,5/Vl8 


6.14 No desenvolvimento a seguir, C nao depende de n. 

P[N = = x) = fx\N(x\n)P{N = n}/f x (x) 

- ~ 

= C(A(1 - p)x) n ~ 1 /(n - 1)! 
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o que mostra que, dado que X = x, N -1 6 uma variavel aleatoria de Poisson com 
media A (1 - p)x. Isto e, 

P{N = n\X = x} = P{N - 1 = n - 1\X = jc} 

_ e -A(l-p)X(^(i _ p) x ) n ~ l /{n - 1)!,/? > 1. 


6.15 (a) O Jacobiano da transformagao e 


J = 


1 

1 


0 

1 


= 1 


Como as equates u = x,v = x + y implicam que x = w, y = v - «, obtemos 
V)V-«) — 1, 0<M<1, 0<V“W<1 
ou, equivalentemente, 

f u v (u, v) = 1, max(v -1,0) < u < min(v, 1) 

(b) Para 0 < v < 1, 

f v (v) = f du = v 

Jo 


Para 1 < v < 2, 



= 2 — 


v 


6.16 Seja £/ uma variavel aleatoria uniforme no intervalo (7,11), Se o seu lance for x , 
7 < * < 10, a probabilidade de que ele seja o maior e dada por 



Portanto, o seu lucro esperado - chame-o de E[G(x)\ - se o seu lance 6 x6 dado 
por 

E[G(x)] = ifr - 7) 3 (10 - x) 


Essa fungao e maximizada quando x = 37/4. 

6.17 Seja q, i n uma permutagao de 1,2,..., n. Entao, 

P{x i = ii, = fe,... ,x n = *„} = P{^i = 4}P{X 2 = i 2 } • • • P{x n = i n } 

= Pi\Ph * * 'Pin 
= PlP2 " Pn 


Portanto, a probabilidade desejada e n\p^p 2 .„ p n , que reduz-se a ~ quando todos 
os p/s sao iguais a 1/n. 


6.18 (a) Como 5D Xi = 5Z Yj, obtemos N = 2M. 

/=l i=l 


(b) Considere as n - k coordenadas cujos valores Y sao iguais a 0, e chame-as de 
coordenadas vermelhas. Como as k coordenadas cujos valores X sao iguais a 

fn> 


1 tern a mesma probabilidade de serem qualquer um dos I , I conjuntos de k 
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coordenadas, resulta que o numero de coordenadas vermelhas entre essas k 
coordenadas tem a mesma distribuigao que o numero de bolas vermelhas ob- 
tidas quando alguem sorteia k bolas de um conjunto de n bolas das quais n-k 
sao vermelhas. Portanto, M e uma variavel aleatoria hipergeometrica. 

(c) £[N] = E[2M] = 2 E[M) = 2 * ( "~ fe) 

(d) Usando a formula para a variancia de uma variavel aleatoria hipergeometrica 
dada no Exemplo 8j do Capitulo 4, obtemos 

Var(N) = 4 Var(M) = 4-- ~k( 1 - k/ri)(k/n) 

n - 1 


n 

6.19 (a) Note primeiro que S n -S k = ^ Z, e uma variavel aleatoria normal indepen- 

i=k +1 

dente de S k com media 0 e variancia n-k. Consequentemente, dado que S k = y , 
S n e uma variavel aleatoria normal com media y e variancia n-k. 

(b) Como a fungao densidade condicional de S k dado que S n = x possui argumen- 
to y, tudo o que nao depende de y pode ser considerado uma constante (por 
exemplo, jc e considerado uma constante). No desenvolvimento a seguir, as 
grandezas C„ i = 1,2,3,4 sao constantes que nao dependem de y: 




fs k ,s n (y,x ) 


fs„(x) 

= Cif s „\s k (x\y)fs k (y) | onde Ci 

1 


fs„(x)) 


1 \[2n+J n — k 
= C2 exp 


e -(x-y) z /2(n-k) 


\f7jt\fk 


-y 2 flk 


= C3 exp 
= C3 exp 

= C3 exp 
= C4 exp 


o - y) 2 _ 

2 (n — k) 2k 

2 x y y 


2 (n — k) 2{n — k) 2k 

- , " 0 - 2—xy \j 

2 k(n — k) \ n ) j 

(> - s-)’ - 


2 k(n — /c) 
n 

2/c(n — 




Mas a ultima expressao e a fungao densidade de uma variavel aleatoria normal 

k k(n — k ) 

com media — x e variancia-. 

n n 

6.20 (a) 

P{X 6 > X x \Xi = max(Zi,... ,Z 5 )} 

= P{X 6 > Xu X! = max(Xx,... ,X 5 )} 
P{^i=max(Zi,...,Z 5 )} 



Solugbes para os Problemas de Autoteste e Exerdcios 577 


P{X 6 = max(Zi,... ,X 6 ), Xx = max^,... ,X 5 )} 
1/5 


Logo, a probabilidade de que X 6 seja o maior valor e independente de qual e 
o maior dentre os outro cinco valores (claramente, isso nao seria verdade se os 
X's tivessem distributes diferentes). 

(b) Uma maneira de resolver este problema e condicionar em X 6 > X v Agora 
P{X 6 > X 2 \X, = max(X 1 ,...,X 5 ),X 6 > X } \ = 1 
Tambem, por simetria, 

1 

P{X 6 > X 2 \X, = max(X v ...,X 5 ),X 6 < X,} = - 
Da letra (a), 

P{X 6 > XJX, = max(X lv ..,* 5 )} = 1 
Logo, condicionando em X 6 > X p obtemos 

P[X 6 > X 2 \X, = max(^,...,Z 5 ) ) = \ + \\ = ^ 


CAPITULO 7 


7.1 (a) d = ]T l/n(0 
1=1 

(b) P{X = i} = P{[mU) = i 


1} = P{i — 1 < mU < i} = 1/m, i = 1,... ,m 


(c )E 


n(X) \ n{i) n{i)m 


7.2 Faga 7 ; = 1 se a y-esima bola retirada for branca e a (j + l)-esima for preta, e = 
0 caso contrario. SeZeo numero de vezes nas quais uma bola branca e imediata- 
mente seguida por uma bola preta, entao podemos representar X como 

n+m—l 


£ h 


i =i 


Logo, 

n+m—l 

E[X)= J2 E Vi\ 

;=i 

n+m—1 

= P{y-esima bola retirada e branca, (/ + l)-esima e preta} 
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n+m—l 

= ^2 P{j ~^sima bola retirada e branca }P{(/ + l)-esima bola retirada e branca} 
/=i 


n+m —1 

= E 


7=1 


n m 

n + mn + m — 1 




n + m 


O desenvolvimento anterior usou o fato de que cada uma das n + m bolas tem 
a mesma probabilidade de ser a ;-esima bola retirada e, dado que esta bola seja 
branca, cada uma das demais n + m -1 bolas tem a mesma probabilidade de ser a 
proxima bola escolhida. 

7.3 Numere arbitrariamente os casais e entao faga l } = 1 se o casal numero jj = 1,..., 
10, se sentar na mesma mesa. Entao, se X representa o numero de casais sentados 
na mesma mesa, temos 

10 

7=1 


E[X] = '£e[I>] 

7=1 


(a) Para computar E[I] neste caso, considere a esposa numero j. Como cada um 
/19\ 

dos I ^ I grupos de tamanho 3 que nao a incluem tem a mesma probabilidade 

de completar a sua mesa, concluimos que a probabilidade de que seu marido 
esteja em sua mesa e 



Portanto, E[Ij\ = 3/19 e assim 

E[X\ = 30/19 

(b) Neste caso, como os 2 homens na mesa da esposa j tem a mesma probabilidade 
de serem qualquer um dos 10 homens, tem-se que a probabilidade de que um 
deles seja o seu marido e igual a 2/10, assim 

E[Ij\ = 2/10 e E[X] = 2 

7.4 Do Exemplo 2i, sabemos que o numero esperado de vezes que um dado precisa 
ser rolado ate que todas as suas faces aparegam pelo menos uma vez e 6(1 + 1/2 + 
1/3 + 1/4 + 1/5 4 - 1/6) = 14,7 Agora, se fizermos com que X represente o numero 
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6 

total de vezes em que a face i aparece, entao, como X[ e igual ao numero total 
de j ogadas, temos i=1 


14,7 = E 


E* 


6 


= E £ ^ 


Mas, por simetria, E[X] sera o mesmo para todo j, e com isso resulta da expressao 
anterior que E[X y ] = 14,7/6 = 2,45. 

7.5 Fa$a 7 y = 1 se ganharmos 1 quando a y-esima carta for virada, e 7 ; = 0 caso contra- 
rio (por exemplo I, sera igual a 1 se a primeira carta virada for vermelha). Portan- 
to, seleo nosso numero total de vitorias, entao 


E[X] = E 



n 


= E £ M 


/=1 


Agora, l } sera igual a 1 se j cartas vermelhas aparecerem antes de j cartas pretas. 
Por simetria, a probabilidade deste evento e igual a 1/2; portanto, E[I } ] = 1/2 e 
E[X\ = nil. 


7.6 Para ver que N < n -1 + 7, note que, se todos os eventos ocorrerem, entao ambos 
os lados dessa desigualdade serao iguais a n. Do contrario, se eles nao ocorrerem, 
entao a desigualdade reduz-se a N < n -1, o que e claramente verdade nesse caso. 
Calculando as esperan^as, obtemos 

£[/V] <= n -1 + £[7] 


Entretanto, se fizermos /■ = 1 se A i ocorrer, e 7 t = 0 caso contrario, entao 


E[N] = E 



n 


n 


E£[4] = E p ^) 

i=l 1=1 


Como £[7] = 7 > (A 1 ,..., A rt ), o resultado e obtido. 


7.7 Imagine que os valores 1,2,..., n sejam ordenados e que todos os k valores selecio- 
nados sejam considerados especiais. Do Exemplo 3e, a posi^ao do primeiro valor 

n — k n + 1 

especial, que e igual ao menor valor escolhido, tern media 1 + --- = ---. 

k 1 k ”1“ 1 

Para um argumento mais formal, note que X>j se nenhum dos j - 1 menores 
valores forem escolhidos. Portanto, 


P{X > j} = 


(„- 

+ 

1 

l_l 

a 

' 1 

1 

00 

1 


G-0 


o que mostra que X tern a mesma distribu^ao que a variavel aleatoria do Exem¬ 
plo 3e (com uma mudanga de notagao na qual o numero total de bolas agora e n, 
e o numero de bolas especiais e k). 
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7.8 Seja Xo numero de famflias que saem depois da famflia Sanchez. Numere arbitra- 
riamente todas as N - 1 famflias que nao sejam a famflia Sanchez e faga I r = 1,1 < 
r < N - 1, se a famflia r sair depois da famflia Sanchez. Entao, 

N -1 

r=l 


Calculando as esperangas, obtemos 
N -1 

E[X] = ^{famflia r sai depois da famflia Sanchez} 

r=1 


Considere agora qualquer famflia que nao seja a famflia Sanchez que tenha des- 
pachado k malas. Como cada uma das k 4- j malas despachadas por essa famflia ou 
pela famflia Sanchez tern a mesma probabilidade de ser a ultima das k + j malas 
a aparecer, a probabilidade de que essa famflia saia depois da famflia Sanchez e 
dada por k/(k + ;). Como o numero de famflias (que nao sao a famflia Sanchez) 
que despacham k malas e n k quando k # j, ou - 1 quando k = j , obtemos 


m = £ 

k 


knjc 

k + j 


1 

2 


7.9 Suponha que a vizinhanga de qualquer ponto na borda do cfrculo seja definida 
pelo arco que comega naquele ponto e se estende por um comprimento 1. Consi¬ 
dere um ponto uniformemente distribufdo na borda do cfrculo - isto e, a proba¬ 
bilidade de que este ponto esteja situado em um arco especffico de comprimento 
* e xllir - e suponha que X represente o numero de pontos localizados em sua 
vizinhanga. Com 7 y = 1 se o item numero j esta na vizinhanga do ponto aleatorio, e 
lj = 0 caso contrario, temos 

19 

7=1 


Calculando as esperangas, obtemos 
19 

E[X] — ^2 ^{item j esta localizado na vizinhanga do ponto aleatorio} 

;=i 

Mas como o item j estara localizado em sua vizinhanga se o ponto aleatorio estiver 
sobre o arco de comprimento 1 que sai do item j no sentido anti-horario, temos que 

^{item j esta localizado na vizinhanga do ponto aleatorio} = 

Portanto, 

19 

£m = -> 3 

Como E[X] > 3, pelo menos um dos valores possfveis de X deve exceder 3, o que 
demonstra o resultado. 
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7.10 Se g(x) = x m , entao 

g'(x) = g"(x) = -^ _3/2 

Assim, a expansao em serie de Taylor de *fx em A da 

V* « Va + \k- y \x - A) - \\- y2 (X - A ) 2 

2 o 

Calculado as esperangas, obtemos 

E[Vx] « Va + l\- 1 / 2 E[X - A] - h- 3 / 2 E[(X - A) 2 ] 

2 o 

= Vii - jA-»A 

Portanto, 

Var(VZ) = E[X] - {E[VX ]) 2 

(vs-!*-*»)’ 

= 1/4 - 65a 

« 1/4 


7.11 Numere as mesas de forma que as mesas 1,2 e 3 possuam 4 cadeiras, e as mesas 4, 
5,6 e 7 possuam duas cadeiras. Alem disso, numere as mulheres e considere X tJ = 
1 se a mulher i estiver sentada com o seu marido na mesa j. Observe que 


e 



; = 1 , 2,3 



1 

190’ 


4,5,6,7 


Agora, X representa o numero de casais que estao sentados nas mesmas mesas. 
Com isso, temos 


E[X] = E 


10 7 

££*./ 

i=l /= l 


22 3 


19 7 


EE £ w./i + EEw 

i=l ;=1 t=l /=4 
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7.12 Faga X i = 1 se o indivfduo i nao recrutar ninguem, e X ( = 0 caso contrario. Entao, 
E[Xi ] = P{/ nao recruta ninguem de i + 1, i + 2,...n} 
i — 1 i n — 2 

i i + 1 at — 1 

i — 1 

= AT -T 


Portanto, 


E* 

i=l 


_ 1 ~ 1 _ AT 

= ^AT -T = 2 
1=1 


Da equagao anterior, tambem obtemos 
Var(^) 

Agora, para i < j, 

E[XiXj\ = 


- 1 0 “ 

M- 

0 - 

1)(« - 0 

AT — 1 V AT — 

l)- 

(at 

- D 2 

( ~ 1 j - 2; 

- 2/ 

- 1 

n - 3 

i j - 1 

i i 

TT' 

n — 1 

0 - 1)(/ - 2) 




(« - 2)(n - 1) 





Logo, 


Co w{Xi,Xj) 


(i ~ 1)0 ~ 2) _ i-lj-1 
{n — 2)(« — 1) « — 1 n — 1 

O' - 1)0 - n) 

(n - 2) (n - l) 2 


Portanto, 


( n \ n n —1 n 

= E Var( *' ) + 2 EE Cov (Xi,Xj) 

i =1 / i=l /=1 ;=i+l 

__ y^ 0 ~ 1 )(at — /) y^ y^ (i — 1)(/ — w) 

^ K) _ 1\2 Z^ (y, _ 


1=1 


C rt - l) 2 ( n “ 2 )( n - 1 ) 2 

^ Z>' - !)(" - o 


(at — l) 2 ^ 


i=\ 


1 


/I—1 


(at - 2) (at - l) 2 “ 


Yii — 1)(at — i)(n — i — 1) 


7.13 Considere X i = 1 se a /-esima trinca for formada por um de cada tipo de jogadores. 
Entao, 


E[Xi] = 


mm 

(?) 


2 

7 
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Portanto, para a letra (a), obtemos 

3 

i - 

E 


E* 

1=1 


= 6/7 


Resulta da equa^ao anterior que 

Var(2Q - (2/7)(l - 2/7) = 10/49 

Tambem, para i ^ /, 

E[XiXj] = P{Xi = 1 ,Xj = 1} 

= P[Xi = 1 }P{Xj = 1| Xi = 1} 

= (?) (?) 

= 6/70 

Portanto, obtemos para a letra (b) 

Var (e*'| =E Var <*> + 2 EE Co yVuX,) 

j> 1 


^■=1 / 

= 30/49 + 2 

_ 312 
“ 490 


V2;V70 49 


7.14 Seja X i9 i = 1,..., 13, igual a 1 se a /-esima carta for um as e 0 caso contrario. Consi- 
dere Y j = 1 se a y'-esima carta, / = 1,..., 13, for do naipe de espadas, e suponha que 
i seja 0 caso contrario. Agora, 


Cov(2f, Y) = Cov 


/ 


T. x "Y. y < 

*=i ;=i 


rt n 

= EE Cov ( Jfi * Y >) 

«=i ;'=i 


Entretanto, e claramente independente de Y ; porque saber o naipe de uma 
determinada carta nao fornece informaQoes sobre o seu tipo (se e um as, um dois, 
etc.) e portanto nao afeta a probabilidade de que uma outra carta especifica seja 
um as. Mas, formalmente, suponha que A lh ,A i(] e A ic sejam os eventos em que, 
respectivamente, a /-esima carta e de espadas, copas, ouros e paus. Entao 

P{Yj = 1} = \{P{Yj = 1|A>} + P[Y, = l\A Ul ) 

+ P[Yj = 1| A itd ) + P{Yj = 1 \A lc }) 


Mas, por simetria, temos 

P{Yj = 1| Arf = P{Yj = l\A uh ) = P{Yj = l\A ud ) = P{Yj = l\A i<c } 
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Portanto, 

P{Yj = 1} = P{Yj = l\Aij} 

Como a expressao anterior implica que 

P{Y, = 1} = P[Yj = l\Ay 

vemos que Y J e X i sao independentes. Portanto, Cov(X f , Y } ) = 0, e assim Cov(Z, 

Y)m o. 

As variaveis aleatorias X e 7, embora sejam nao correlacionadas, nao sao 
independentes. E possivel concluir isso, por exemplo, a partir de 

P{Y % 13\X - 4} = 0 ^P{Y= 13) 

7.15 (a) Seu ganho esperado sem qualquer informagao e 0. 

(b) Voce deveria dar o palpite “cara” se p > 1/2, e “coroa” caso contrario. 

(c) Condicionando em V, que e o valor da moeda, obtemos 

£[ganho] = f £[ganho|V = p]dp 

Jo 

r l/2 r\ 

= / [1(1 - p) - 1 (p)]dp + / [l(p) - 1(1 - p)]dp 

JO J 1/2 

= 1/2 

7.16 Dado que o nome escolhido aparece em n(X) posi^oes diferentes na lista, e como 
cada uma dessas pos^oes tem a mesma probabilidade de ser escolhida, obtemos 

E[l\n(X)] = P[I = 1| n(X)} = 1 ln(X) 

Portanto, 

£[/] = E[Un(X)] 

Logo, E[ml] = E[m!n{X)] = d. 

7.17 Fazendo X i = 1 se uma colisao ocorrer quando o Lesimo item e guardado, e X { = 
0 caso contrario, podemos expressar o numero total de colisoes X como 

m 

i =1 

Portanto, 

m 

E[X] = E E \Xi\ 

i=l 

Para determinar E[X J, condicione na prateleira na qual o item e colocado. 

E[Xi\ — ^ E[Xi \colocado na prateleira j]pj 

j 

= ^ P{i causa colisao [colocado na prateleira j]pj 

j 

= Et 1 _ (1 _ Pjy^i 

j 

=i - - p>y~ i Pi 
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A penultima igualdade usou o fato de que, tendo como condigao a colocagao do 
item i na prateleira j , esse item causara uma colisao se qualquer um dos i - 1 itens 
anteriores tiver sido colocado na prateleira j. Logo, 

m n 

E[X] = m - ££(1 -Pif-'Pi 


*'=1 7=1 


Trocando a ordem da soma, obtemos 


E[X] —m - n + ^(1 - pj) m 
7=1 

Olhando para o resultado, percebemos que poderiamos te-lo deduzido mais facil- 
mente ao calcular as esperangas de ambos os lados da identidade 

numero de prateleiras nao vazias = m - X 

O numero esperado de prateleiras nao vazias e entao obtido definindo-se uma 
variavel indicadora para cada prateleira (igual a 1 se a prateleira nao estiver vazia 
e igual a 0 caso contrario) e em seguida calculando-se a esperanga da soma dessas 
variaveis indicadoras. 

7.18 Suponha que L represente a extensao da serie inicial. Condicionando no primeiro 
valor, obtemos 

n m 

E[L ] = £[L|primeiro valor e 1] ^ ^ + £[L|primeiro valor 6 0] — ^ 

Agora, se o primeiro valor e 1, a extensao da serie sera a posigao do primeiro 
zero quando considerarmos os n + m - 1 valores restantes, dos quais n - 1 sao 
l’s e m sao 0’s (por exemplo, se o valor inicial dos n + m - 1 valores restantes 
for igual a 0, entao L = 1). Como temos um resultado similar se o primeiro 
valor for um 0, obtemos, da equagao anterior e usando o resultado do Exemplo 
3e, que 


m =+ 

m + 1 n + m 


n + m m 
n + 1 n + m 


m + 1 n + 1 

7.19 Suponha que X seja o numero de jogadas necessarias para que ambas as caixas 
sejam esvaziadas e Y seja o numero de caras nas primeiras n + m jogadas. Entao, 

n-\-m 

E[X] = E[X\Y = i]P{Y = i} 


= £ £ W Y = i 


p'a - pT 


Agora, se o numero de caras nas primeiras n + m jogadas e /, / < o numero 
de jogadas adicionais e igual ao numero de jogadas necessarias para que n - i 
caras adicionais sejam obtidas. Similarmente, se o numero de caras nas primei¬ 
ras n + m jogadas e i, i > n, entao, como haveria um total de n + m - i < m 
coroas, o numero de jogadas adicionais e igual ao numero necessario para que 
i - n caras adicionais sejam obtidas. Como o numero de jogadas necessarias 
para que se obtenham j resultados de um tipo particular e uma variavel alea- 
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toria binomial negativa cuja media e a divisao de j pela probabilidade daquele 
resultado, obtemos 


= ±!Lzi(” + ”’) p > a - 

i =0 P ' ' 

n+m . , s 

+ e 

/=«+! ^ v 7 


p^n+m-i 


7.20 Calculando as esperangas de ambos os lados da identidade fornecida na dica, ob¬ 
temos 

E[X n ] = E\n J™x"- l I x (x) dx 

poo 

— n I E[xf l ~ 1 Ix(x)]dx 
Jo 

poo 

= n I x n ~ l E[I x (x)]dx 
Jo 

poo 

= n I x n ~ 1 F(x)dx 
Jo 

O calculo da esperanga no lado de dentro da integral e justificado porque todas as 
variaveis aleatorias I x (x), 0 < x < sao nao negativas. 

7.21 Considere uma permutagao aleatoria 7 lv .., I n que tern a mesma probabilidade de 
ser qualquer uma das n\ permutagoes. Entao, 

E[aija Ij+ J = Y.EWi^Ij = k]P{I, = k) 

k 

" k 

= a i p Vj+i = Vi = k 'i 

n k 

n(n - 1) 

k vtk 

= n( „ _ i) 

k 

< 0 


onde a igualdade final foi obtida a partir da hipotese de que YTi=\ a i = 0- Como a 
equagao anterior mostra que 


E 


J2 ai j ai j+i 


/=! 


< 0 
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conclui-se que deve haver alguma permutagao q,..., i n para a qual 

n 

E fli A+l < 0 

J =1 


7.22 (a) £[Af] = A, + A 2> E[X | = A 2 + A, 

(b) 

Cov(A r , Y) = Cov(Zi + X 2 ,X 2 + X 3 ) 

= Cow(X u X 2 + X 3 ) + Cov(X 2 ,X 2 + X 3 ) 
= Cov(X 2 ,X 2 ) 

= Var(X 2 ) 

= A 2 


(c) Condicionando em X 2 , obtemos 
P{X = i,Y = j) = J^P{X = i, Y = j\X 2 = k}P{X 2 = k } 

k 

= J^ p {Xi = i — k,X 3 = j — k\X 2 = k}e~ X2 \^/k\ 

k 

= J2 p lXi =i - k,X 3 =j - k}e- X2 \\/k\ 

k 

= = i - k)P{X 3 =j - k)e' X2 4/k\ 

k 


mm (i,j) 

= E 


k =0 


(i - k)\ 


e~ k l- 


\i~k 


(j - k)l 



7.23 


Corr E^’E y / 


Cov(^, X t , Yj) 

_ E, E/Cov(^,y 7 ) 

E,-co v(Xi,Yj) + E,E^cov(^„yy) 

no x Oy 

_ npo x Qy 
no x <jy 

= P 


onde a penultima igualdade usou o fato de que Cov(^, Y) = pcr x a y . 

7.24 Seja X i - 1 se a /-esima carta escolhida for um as, e X i: = 0 igual a zero caso contra- 
rio. Como 


*=X> 


1=1 
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e E[X t ] = P[X. t = 1} = 1/13, obtemos E[X] = 3/13. Mas, com A sendo o evento em 
que o as de espadas e escolhido, temos 

E[X] = E[X\A\P(A) + E[X\A C ]P(A C ) 

-W]| + E[JTM‘j| 




3 4Q JL 

= E[X\A)~ + -J^E[Xi\A c ] 


= E[X\A]^ + 


49 „ 3 
52 3 51 


Usando E[X] — 3/13, obtemos o resultado 

r „ 52 / 3 49 3 

E[X\A} = -{- - -- 


52 

(A 

49 

3\ 

19 

3 ’ 

ll3 

1 ^ 

1 

1 

17/ 

“ 17 


Similarmente, fazendo L ser o evento em que pelo menos um as e escolhido, te¬ 
mos 


E[X] = E[X\L]P(L ) + E[X\L C ]P(L C ) 


= E[X\L]P{L) 
= E[X\L] (l - 


48 - 47 • 46 \ 
52-51 -50/ 


Logo, 

mu = « w»i« 

1 5251-50 

Outra maneira de resolver este problema e numerar os quatro ases, com o as de 
espadas recebendo o numero 1, e entao fazer Y, = 1 se o as numero i for escolhido 
e Y t . = 0 caso contrario. Entao, 

4 

E[X\A] = E £y,|Yi = 1 

_i =1 
4 

= i + x>[y,iyi = i] 

i=2 

= 1 + 3 • 3- = 19/17 
51 

onde usamos o fato de que, dado que o as de espadas seja escolhido, as outras 
duas cartas tern a mesma probabilidade de formar qualquer par entre as 51 cartas 
restantes; entao, a probabilidade condicional de que qualquer carta especifica (di- 
ferente do as de espadas) seja escolhida e igual a 2/51.Tambem, 

4 ~| 4 

E[X\L] = E J2 Y ^ L =E £ [ y '-l L ] = 4P f y l =1 l L) 

1=1 _ 1=1 
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Como 


P{Y 1 = 1\L} = P(A\L) = 


PiAL) 

P{L) 


P{A) 

P(L) 


3/52 

484746 

52 ' 51'50 


obtemos o mesmo resultado anterior. 

7.25 (a) E[I\X = x] = P[Z < X\X = x) = P{Z < x\X = x) = P\Z <x} = $(x) 

(b) Resulta da letra (a) que E[I\X\ = $>(A’). Portanto, 

E[I\ = E[E[I\X\] = £[<*>(*)] 

E o resultado e obtido porque E[I] = P[I = 1} = P{Z < X). 

(c) Como X-Zi normal com media jll e variancia 2, temos 

P{X > Z}= P{X - Z > 0} 



7.26 Seja N o numero de caras nas primeiras n + m -1 jogadas. Suponha que M = 
m&x(X, Y) seja o numero de jogadas necessarias para se acumular pelo menos n 
caras e pelo menos m coroas. Condicionando em N, obtemos 


E[M] = E[M\N = i)P{N = i } 

i 


n -1 n+m -1 

= E l M \ N = i]P{N = >) + E E ^ M]N = WW = 0 

i =0 i=n 


Agora, suponha que saibamos que ha um total de i caras nas primeiras n + m- 1 
tentativas. Se i < n, entao ja teremos obtido pelo menos m coroas. Com isso, o nu¬ 
mero de jogadas adicionais necessarias e igual ao numero de n - i caras que ainda 
precisamos obter; similarmente, se i > n , entao ja teremos obtido pelo menos n ca¬ 
ras. Com isso, o numero de jogadas adicionais necessarias e igual ao numero de m 
- (n + m -1 - i) coroas que ainda precisamos obter. Consequentemente, temos 


n -1 


i=0 


E[M] = ( n + m - 1 + --- j P{N = i} 


n+ ^ 1 ( , i+l-n 

+ E (« + m - 1 + - - - 


n—1 


— n + m 


i + E : 


n — i (n + m — 1 


t=0 


P{N = ;) 
p'(l - 


n+m -1 . 1 

E i + 1 
— 

i=n 


n (n + m 
i 


- 


P) 


n+m — 1 —i 
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O numero esperado de jogadas necessarias para que obtenhamos n caras ou m 
coroas, E\m\n(X, y)], e dado agora por 

£[rm'n(I, Y)] = E[X + Y - M] = - + —-- E[M] 

P 1 - P 


7.27 Este e justamente o tempo necessario para que recolhamos n - 1 dos n tipos de 
cupons no Exemplo 2i. Pelos resultados daquele exemplo, a solu^ao e 
n n n 

1 + -7 + -7 + • • • + 

n — 1 n — 2 2 


7.28 Com q = 1 - p, 

oo n n in 

£[Z] = 2 i} = £>{* > i} = 

i =1 i=l i=l P 


Cov(^, y) = E[XY\ - E[X\E[Y] = P(X = 1, y = 1) - P(X = 1 )P(Y = 1) 
Portanto, 

Cov(3f, Y) = 0<=*P(X=l i Y=l) = P(X = 1)P(Y = 1) 

Como 

Cov(x, y) = cov(i - i - y) = — cov(i - z, y) - -cov(x, 1 - y) 

o desenvolvimento anterior mostra que todas as igualdades a seguir sao equiva- 
ientes quando XcY sao Bernoulli: 

1. Cov(Z,y)=0 

2. P(X=1,Y=1) = P(X=1)P(Y=1) 

3. P(i-x= 1 , 1 -y= i) = p(i~x= i)P(i-y= i) 

4. p(i-x=i,y=i) = p(i-x=i)p(y=i) 

5. p(2r = i, i - y = i) = P(x = i)P(i - y = i) 

7.30 Numere os indivxduos e considere X .. = 1 se o y-esimo individuo com tamanho de 
chapeu j escolher um chapeu com o seu tamanho, e X tj = 0 caso contrario. Entao, 
o numero de individuos que escolhem um chapeu de seu tamanho e 

r rii 

i =l ;=i 


Portanto, 






«=1 /-I 


/=1 


1 

n 


E hiHi 

i —1 


CAPITULO 8 


8.1 Suponha que represente o numero de vendas feitas na proxima semana, e ob¬ 
serve que X e inteiro. Da desigualdade de Markov, obtemos: 

(a) P{X > 18} = P{X 2 19} < = 16/19 


(b) P[X > 25} = P{X 2 26} <= 


19 

E[X] 


= 16/26 


26 
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8.2 (a) 

P{ 10 < X < 22} = P{\X - 16| < 6} 

= P{|^ - n\ ^ 6} 

= 1 - P{\X - Ml > 6} 

> 1 - 9/36 = 3/4 

(b) P{X > 19} = P{X - 16 > 3} < = 1/2 

Na letra (a), usamos a desigualdade de Chebyshev; na letra (b), usamos sua 
versao unilateral (veja a Proposiqao 5.1). 

8.3 Observe primeiro que E[X - Y] e 

Var(X- Y) = Var(Z) + Var (Y) - 2Cov(X, Y) = 28 

Usando a desigualdade de Chebyshev na letra (b) e sua versao unilateral nas le- 
tras (b) e (c), obtemos os seguintes resultados: 

(a) P{\X - Y | > 15} < 28/225 

O)^ — 151 S 28^5 = 28/253 

28 

(c) .P{y-X> 151= ^-^.28/253 

8.4 Se X e o numero produzido na fabrica A e Y 6 o numero produzido na fabrica B , 
entao 

E[Y - X] = -2, Var(Y - X) = 36 + 9 = 45 

45 

P{Y - X > 0} = P{Y - X > 1} = P{Y - X + 2 > 3} < -= 45/54 

45 + 9 


8.5 Note primeiro que 


E[X t \ = f 1 

Jo 


= / 2x dx = 2/3 


Use agora a lei forte dos grandes mimeros para obter 

r n 
r — lim — 

n—>oo S n 

= Ijm -2— 


lim S n /n 

n —>oo 

= l/(2/3) = 3/2 


8.6 Como = 2/3 e 
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temos Var(2Q = 1/2 - (2/3) 2 = 1/18. Assim, se ha n componentes dispomveis, entao 
P{S n > 35} = P{S n > 34,5} (a corre^ao da continuidade) 

' S n - 2n/3 34,5 - 2n/3 ’ 


= P 


yfnj 18 y/n /18 

34,5 - 2n/3' 


Z > 


yfnj 18 

onde Z e uma variavel aleatoria normal padrao. Ja que 

P\Z > -1,284) = P{Z < 1,284} - 0,90 
vemos que n deve ser escolhido de forma que 

(34,5 - 2n/3) -l,2S4^n/18 


Resolvendo numericamente, obtemos n = 55. 

8.7 Se X e o tempo necessario para a manutengao de uma maquina, entao 

E[X\ = 0,2 + 0,3 = 0,5 

Tambem, como a variancia de uma variavel aleatoria exponencial e igual ao qua- 
drado de sua media, temos 

Var(A') = (0,2 ) 2 + (0,3) 2 = 0,13 

Portanto, com X i sendo o tempo necessario para realizar um trabalho de manuten- 
9 ao i, i = 1,..., 20, e Z sendo uma variavel aleatoria normal padrao, obtemos 


P{X 1 + • • • + Z 20 < 8} = P 


X\ + • + X 20 — 10 8-10 


P[Z < 
0,1074 


-1,24035} 


V%6 


8.8 Note primeiro que, se X e o ganho do jogador em uma unica aposta, entao 

E[X] = -0,7 - 0,4 + 1 = -0,1, E[X 2 ] = 0,7 + 0,8 + 10 = 11,5 
-^Var(^) = 11,49 

Portanto, com Z possuindo uma distribu^ao normal padrao, 


P{Xi + +X 100 


p X\ 4- • - + *100 + 10 

vTL49 

P{Z < 0,2803} 

0,6104 


-0,5 + 101 

71149 J 


8.9 Usando a nota^ao do Problema 8.7, temos 


P{X i + • • ■ + X 2 o < t] = P 


« P 


f + • • • + Z 20 - 10 

1 V%6 


i V%6 j 


< 


t - 10 1 
V^6 ) 
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Agora, P\Z < 1,645} ~ 0,95, entao t deve ser tal que 


t - 10 


« 1,645 


o que resulta em/~ 12,65. 

8.10 Se a alegagao fosse verdadeira, entao, pelo teorema do limite central, o conteudo 
medio de nicotina (chame-o de X) teria aproximadamente uma distribu^ao nor¬ 
mal com media 2,2 e desvio padrao 0,03. Assim, a probabilidade de que ele seja de 
3,1 e 


P{X > 3,1} = P 


X - 2,2 3,1 - 2,2 

V0£3 > 


« P{Z > 5,196} 


« 0 


onde Z e uma variavel aleatoria normal padrao. 

8.11 (a) Se numerarmos as pilhas arbitrariamente e fizermos com que X t represente o 
tempo de vida da pilha i, i = 1,..., 40, entao os X-s sao variaveis aleatorias in- 
dependentes e identicamente distribufdas. Para calcular a media e a variancia 
do tempo de vida da pilha 1, condicionamos em seu tipo. Fazendo 1 = 1 se a 
bateria 1 for do tipo A, e / = 0 se ela for do tipo B , temos 

E[X,\I - 1] = 50, E[X,\I = 0] = 30 
o que resulta em 

E[X x ] = 50P{/ = 1} + 30P{J = 0} = 50(1/2) + 30(1/2) = 40 
Alem disso, usando o fato de que E[W 2 ] = ( E[W] ) 2 + Var(W), temos 
E[X\\I = 1] = (50) 2 + (15) 2 = 2725, E[X\\I = 0] = (30) 2 + 6 2 = 936 
o que resulta em 

E[X\] = (2725) (1/2) + (936) (1/2) = 1830,5 


Assim, X 40 sao variaveis aleatorias independentes e identicamente 

distribufdas com media 40 e variancia 1830,5 - 1600 = 230,5. Portanto, com 
s = 1^=1 Xh temos 

£[S] = 40(40) = 1600, Var(.S') = 40(230,5) = 9220 
e o teorema do limite central resulta em 


P{S > 1700} - P 


S - 1600 1700 - 1600 


V9220 V9220 

« P{Z > 1,041} 

= 1 - <D(1,041) = 0,149 


(b) Suponha que S A seja o tempo de vida total de todas as pilhas do tipo A e que 
S B seja o tempo de vida total de todas as pilhas do tipo B. Entao, pelo teorema 
do limite central, S A tern aproximadamente uma distribui^ao normal com me- 
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dia 20(50) = 1000 e variancia 20(225) = 4500, e S B tem aproximadamente uma 
distribuigao normal com media 20(30) = 600 e variancia 20(36) = 720. Como 
a soma de variaveis aleatorias normais independentes tambem e uma variavel 
aleatoria normal, vemos que S A + S B e aproximadamente normal com media 
1600 e variancia 5220. Consequentemente, com S = S A + S B , 


P{S > 1700} = P 


S - 1600 1700 - 1600 

V5220 -s/5220 


« P{Z > 1,384} 


= 1 - 4> (1,384) = 0,084 


8.12 Suponha que N represente o numero de medicos voluntarios. Dado o evento N 
= /, o numero de pacientes atendidos tem como distribuigao a soma de / varia¬ 
veis aleatorias de Poisson independentes com media 30 (cada uma delas). Como a 
soma de variaveis aleatorias de Poisson tamb£m e uma variavel aleatoria de Pois¬ 
son, resulta que a distribuigao condicional de X dado que N = ie uma distribuigao 
de Poisson com media 30/. Portanto, 

E[X\N] = 30A/Var(^AO = 30A^ 

Como resultado, 

E[X\ - E[E[X\N]] = 30£[7V] = 90 
Tambem, pela formula da variancia condicional, 

Var(J0 = £[Var(Z|A0] + Var(£[^jV]) = 30£[A^ + (30)Var(A?) 

Como 

Var(iV) = i(2 2 + 3 2 + 4 2 ) - 9 = 2/3 
obtemos Var(A") = 690. 

Para obtermos uma aproximagao para P{X >65), nao seria justificavel supor 
que a distribuigao de X seja aproximadamente aquela de uma variavel aleatoria 
normal com media 90 e variancia 690.0 que sabemos, no entanto, e que 

4 1 4 - 

P{X > 65} = ^P{X > 651 N = i}P[N = i} = - Y^Pi(65) 

i =2 3 /=2 

onde P/(65) e a probabilidade de que uma variavel aleatoria de Poisson com me¬ 
dia 30/ seja maior que 65. Isto e, 

65 

7/(65) = 1 - ^V 30i (30iy7/! 
i =o 

Como uma variavel aleatoria de Poisson tem distribuigao identica a da soma de 
30/ variaveis aleatorias de Poisson independentes com media 1, resulta do teorema 
do limite central que sua distribuigao e aproximadamente normal com media e 
variancia iguais a 30/. Consequentemente, com X { sendo uma variavel aleatoria de 
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Poisson com media 30/, e Z sendo uma variavel aleatoria normal padrao, podemos 
aproximar P;(65) da seguinte maneira: 


Portanto, 


Pi(6 5) = P{X > 65} 
= P{X > 65,5} 

f X - 30/ 


= P 


65,5 - 30/ 


V30/ 

, ^ 65,5 


V30/ 


30/ 


V30/ 


P 2 ( 65) « P{Z > 0,7100} » 0,2389 
^3(65) « P{Z > -2,583} « 0,9951 
? 4 (65) ~ P{Z > -4,975} « 1 


o que leva ao resultado 

P{X> 65} -0,7447 

Se tivessemos equivocadamente assumido X como sendo aproximadamente normal, 
tenamos obtido a resposta aproximada 0,8244 (a probabilidade exata e 0,7440). 


8.13 Calcule os logaritmos e entao aplique a lei forte dos grandes numeros para obter 

l/«" 

= - f>g(Z,)^£[log(Z,)] 

n ' 


log 


U x < 

ii=l ) 


i= 1 


Portanto, 


* x 1 /" 

fpj 


CAPITULO 9 

9.1 Do axioma (iii), resulta que o numero de eventos que ocorrem entre os instantes 
8 e 10 tern a mesma distribui^ao que o numero de eventos que ocorrem ate o 
instante 2, e portanto e uma variavel aleatoria de Poisson com media 6. Com isso, 
obtemos as seguintes solu^oes para as letras (a) e (b): 

(a) P{N( 10)- N( 8) = 0} = e 6 

(b) E[N(W)-N(S)] = 6 

(c) Resulta dos axiomas (ii) e (iii) que, a partir de um instante de tempo, a ocorrencia 
dos eventos e uma variavel aleatoria de Poisson com media A. Com isso, o instan¬ 
te de ocorrencia esperado para o quinto evento apos 14:00 e 2 4- E[S 5 ] = 2 + 5/3. 
Isto e, o instante de ocorrencia esperado e 15:40. 
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9.2 (a) 

P{N( 1/3) = 2|N(1) = 2} 

F{JV(l/3)=2,jV(l) = 2} 

P{JV(1) = 2} 

_ PINQ./3) = 2,N(1) - N(l/3) = 0} 

P{N( 1) = 2} 

P{iV(l/3) = 2}P{1V(1) - N(l/3) = 0} , , . 

=-^v ( 1)=2} - (pelo axioms («)) 

P{N(l/3) = 2}P[N(2/3) = 0} , , . 

=- Wa) = 2} - (pelo axioma («*)) 

_ e _A / 3 (X/3) 2 /2!e _2A / 3 
“ e~ A A 2 /2! 

= 1/9 

(b) 

P{N(l/2) > 1|N(1) = 2} = 1 - P{iV(l/2) = 0|iV(l) = 2} 

= 1 _ P[Na/2)=0,Nq)=2) 

P{N( 1) = 2} 

_ 1 P{7V(l/2) = 0,1V(1) - 7V(l/2) = 2} 

P{iV(l) = 2} 

= 1 _ P{N(l/2) = 0}P{NQ.) - m/2) = 2} 

WD = 2} 

= 1 _ PINQ./2) = 0}P{jV(l/2) = 2} 

Pim 1) = 2} 

_ e —A/ 2 e -A/ 2 ( A / 2 ) 2 /2! 

e _A A 2 /2! 

= 1 - 1/4 = 3/4 

9.3 Fixe um ponto na estrada e suponha X n = 0 se o rc-esimo vefculo que passar for 
um carro e = 1 se for um caminhao, n ^ 1. Supomos agora que a sequencia X n , 
n > 1, e uma cadeia de Markov com probabilidades de transigao 

P 0 , 0 = 5/6, P 0(1 = 1/6, P l0 = 4/5, P 1(1 = 1/5 
Entao a propor^ao de tempos a longo prazo e a solugao de 

7T() = 7To(5/6) + tti (4/5) 

*1 = jto(1/6) + tc\{1/S) 

7T0 + 7Tl = 1 

Resolvendo esse conjunto de equates, obtemos 
tt 0 = 24/29 TTj = 5/29 

Assim, 2400/29 — 83% dos veiculos na estrada sao carros. 
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9.4 As sucessivas classificagoes de tempo constituem uma cadeia de Markov. Se os 
estados sao 0 para chuvoso, 1 para ensolarado e 2 para encoberto, entao a matriz 
de probabilidades de transigao e: 

0 1/2 1/2 
P= 1/3 1/3 1/3 
1/3 1/3 1/3 

As proporgoes de longo prazo satisfazem 

no = n\ (1/3) + n 2 ( 1/3) 

TTi = 7 To( 1/2) + TTi (1/3) + 7T2(l/3) 

7 T 2 = 7 ro(l/ 2 ) + 7 Ti( 1 / 3 ) + 7 T 2 (1/3) 

1 = 7T0 + 7Tl + 7T2 

A solugao desse sistema de equagoes e 

7 r 0 = 1/4,77 j = 3/8, 7 t 2 = 3/8 

Portanto, tres oitavos dos dias sao ensolarados e um quarto e chuvoso. 

9.5 (a) Um calculo direto da 

H(X)!H(Y) « 1,06 

(b) Ambas as variaveis aleatorias assumem dois de seus valores com mesmas 
probabilidades 0,35 e 0,05. A diferenga e que, se elas nao assumirem nenhum 
desses valores, entao X, mas nao Y, tern a mesma probabilidade de assumir 
qualquer um de seus tres valores restantes. Com isso, do Exercfcio Teorico 
9.13, esperariamos o resultado da letra (a). 

CAPITULO 10 
10.1 (a) 

1 = C f e?dx =>C= 1/(6 - 1) 

Jo 

(b) 

r x ^ - 1 

F(x) = C I e y dy =-0 < x < 1 

Jo e — 1 

Portanto, se fizermos X = F l {U), entao 


ou 

X = \og{U{e - 1) + 1) 

Logo, podemos simular a variavel aleatoria X gerando um numero aleatorio U 
e fazendo X = log (U(e - 1) + 1). 
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10.2 Use o metodo de aceitagao-rejeigao com g(x) = 1,0 < x < 1.0 emprego da teo- 
ria do calculo mostra que o valor maximo de f(x)/g(x) ocorre em um valor de x, 
0 < x < 1, tal que 

2x - 6x 2 + 4x 3 = 0 

ou, equivalentemente, quando 

Ax 1 - 6x 4- 2 = (Ax - 2)(x - 1) = 0 

O maximo ocorre, portanto, quando x = 1/2. Dai resulta que 

C = ma xf(x)ig(x) = 30(1/4 - 2/8 + 1/16) = 15/8 

Com isso, o algoritmo e o seguinte: 

Passo 1. Gere um niimero aleatorio U v 
Passo 2. Gere um numero aleatorio U 2 . 

Passo 3. Se U 2 < 16 (Uj - 2 U\ + Uf),faqa X = do contrario, retorne para 
o Passo 2. 

10.3 E mais eficiente verificar primeiro os valores com maiores probabilidades, como 
no algoritmo a seguir: 

Passo 1. Gere um numero aleatorio U. 

Passo 2. Se U < 0,35, fa^a X = 3 e pare. 

Passo 3. Se U ^ 0,65, faga X = A e pare. 

Passo 4. Se[/< 0,85,faga X — 2 e pare. 

Passo 5. X = 1. 

10.4 2 il-X 

10.5 (a) Gere 2 n variaveis aleatorias exponenciais com media 1, X n Y j9 i = 1,..., n, e 

depois use o estimador e X[Yi jn. 

i =l 

(b) Podemos usar XY como variavel de controle para obter um estimador do 
tipo 

n 

+ cXiYd/n 

1= 1 

Outra possibilidade seria usar XY + X 2 Y 2 I2 como variavel de controle e assim 
obter um estimador do tipo 

n 

J2(e XiYi + c[XiYi + XfYf/2 - 1/2])/» 
i =1 

A motivagao para a ultima formula se baseia no fato de que os primeiros tres 
termos da expansao de e xy em uma serie de MacLaurin sao 1 + xy + (x 2 y 2 )! 2. 
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